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Friedrich mnibal, 
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deur bed Großherzoglich⸗Badiſchen Zähringen Löwen » Ordens 
und Ritter bes koͤnigl. ſicilianiſchen militärifchen ö 
St. Georgen » Orbeng, 
widmet 


dieſes Lehrbuch der höhern Mathematik 
zum Zeichen inniger Verehrung und unvergängliher Freundſchaft, 
durch das glüdliche Verpälmiß eined Lehrers frühe fhon 
. gegründet, ' 


der Verfaffer. 


Pr 


.. 


Bo tr rede 


Dur die Herausgabe biefed Furgen Lehrbegriſſes der höherm 


 Methematit beabfichtigte ich, einem, nicht ſelten von Lehrern 


L-25-.II KH CMI, 


and Lernenden gefühlten, Bedürfniſſe gu begegnen. 


Sp mander zu Vorträgen über Diefe Wiſſenſchaft an 
einem vollländig “geordneten polgtehnifhen Iuftitute und eyceum, 
oder auch ‚on einer Hochſchule verpflichtete Profeſſor mag ſich 
in Verlegenheit geſetzt fühlen durch die Fragen: Pr auf dem 
unermeßlichen Gebiete zu beginnen ? ? wo Mm enden fey? Zwar 
weiß er, daB er auf dem fogenannten Elementen, als Funda⸗ 
mente, weiter" bauen müſſe. Wenn er aber dieſes FJundament 
entweder nicht ſelbſt legte, oder nun für das Studium der 
höhern Mathematif ben Kreis feiner. früheren Zuhörer duch 


' den Hinzutritt anderer erweitert fiebt, die an verſchiedenen ge⸗ 
lehrten Anſtalten ſich ihre mathematiſchen Vorkenntniſſe erworben 


haben; fo wird für ihn, wegen gar nicht ſcharfer Abgrenzung 
ſowohl, als auch wegen höchft -mannigfacher Bearbeitung eben 
jener Elemente, das nur im Allgemeinen ausgeſprochene Funda⸗ 
ment in’ dem Grade ſchwankend, Daß er, um mit fiherem Er⸗ 


folge fortzufreiten zum SHöbern, nicht umbin kaun, mehrere 


jener Elementarlehren gu "wiederholen, neu gu erflären oder uns 


ter andern Gefichtöpuntten zu entwideln. Dadurch wird denn 
die goldene Zeit gerfplittert, und das fauere Abmühen bei Fort- 


führung des neuen Baues tritt Der Erreihung des ZFieles hem⸗ 


mend entgegen. 


Zur moͤglichſten Beſeitigung dieſer, beſonders für die freie⸗ 
ren und gewöhnlich auf kürzere Zeit beſchränkten Vorträge über 
höhere. Matbemetif. an Univerfitäten, höchſt nachtheiligen Umftände 
bleibt das einzige Mittel übrig, eben diefen Vorträgen ein oder 
zwei das Gebiet der niebern Mathematit gründlih und vollfläns 
dig umfaffende Lehrbücher zu Grund gu legen, auf. die . der 
Lehrer oder Schriftſteller beftändig binweifen, und aus melden 
der Zuhörer oder der ſich felbft Unterrihtende mit Zeitz und 
KRoſten ⸗ Erſparniſſe ſich immer Raths erholen koͤnne. 


Solche Baſis des vorliegenden Lehrbegriffes der hoͤhern 
Mathematik bilden meine zwei Lehrbücher der allgemeinen Groͤßen⸗ 
lehre und Geometrie. Beide, noch innerhalb der Schranken 
der niedern Mathematif ih haltend, find durchaus mit Rückſicht 
auf das, was bei dem Studium des Höhern Noth thut, ents 
worfen. Weßwegen fie denn auch mit meinem gegenwärtigen 


Lehrbegriffe ein Ganzes ausmachen. 


Mitteiſt des ſicher und feſt gelegten Fundamentes beſtim⸗ 
men ſich gleichſam von ſelbſt die Gegenſtände des höheren Stu⸗ 
diums. Dieſe ſind im Allgemeinen erſtens hinſichtlich der 
Geometrie: bie, wegen ihres großen Einfluſſes auf faft alle 
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Zweige des mathematiſchen Wigeus, Har und vellfländig durch⸗ 
zufübrenbe ebene und ſphäriſche Trigonometrie, mit Goniometrie, 
Eyllometrie und Polygonomeisie nur eine, zum Gebiete bed 
Niedern nicht gehörende, Wiſſenſchaft konſtituirend; dann die Eurs 
ven höherer Ordnung . überhaupt ; — zweitens vinſichtlich der 
allgemeinen Größenlehre : die höheren Gleichungen, Reihen, com⸗ 
binatoriſchen Formen und Die fat gleichzeitig von Newton und 
Leibniz erfundene, von ben vortrefflichſten Mathematikern aller _ 
Nationen vielfeitig kultivirte, Inſiniteſimalrechnung (Differengials 
and Integralcalcul), zugleih mit Aumwendung derfelben auf die 
vorhin genannten Gegenſtände, Damit auf diefe Weife auch Die: 
| fer. kurz gefaßte Lehrbegriff der höhern Mathematik, fo weit eB 
möglich if, die Geſtalt eined in fich gefchlefienen Ganzen gewinne. 


Des geneigte Leſer erblidt in dem Gefagten einen ſchwa⸗ 
den Umriß meines Werkes, deſſen Umfang Durch das beigegebene 
Suhaltd » Verzeichuiß näher beftimmt wird. 


Wichtiger noch, aber auch ſchwieriger erfcheint „die Beant- 
wortung der zweiten Frage: wo fol oder darf der Lehrer — als 
folder nder zugleich als Schriftſteller auftretend — feine Bors 
träge über böbere Mathematik enden? Bei ernſtem Verfuche, 
diefe Frage zu beantworten, wird fih ihm die beftimmtere und, 
wie es fcheint, micht leicht: zu löfende Aufgabe fund geben, ein 
feinen WBünfdhen, wie den wahren Bedürfniſſen feiner Zuhörer 
oder Leſer entſprechendes Lehrbuch entweder ſelbſt zu bearbeiten, 
oder auch nur unter dem vorhandenen Lehrbüchern auszuwählen. 
In der That wird einem forfchenden Auge ſich ein ‚weithin aus⸗ 
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gebreitedes FJeld anfthun mit einem bereits ereuugemen; proßen. 


Shape der herrichften Erfindungen und Waheheiten, welchen er 
In einer Menge Sahriften der erſten Mathematiler wiebergelegt 
findet; — leicht wird er fi} übergeugen,- daß auf dieſen Ge⸗ 
biete, befonders mit Hülfe ber ſelbſt immer mehr außgeblibeten 
- Infinitefimalrehnung, die Nachforſchungen des Mathenatifers, for 
wohl dinſichtiich des Theoretiſchen, als Peaftifhen, wahrhaft es 
Unendliche fortgeführt werden konnen. ee 


Wenn es daher dem Lehrer von Geite des Gegenftandes 


klar wird, daß es ein ſchlechterdings fruchtloſes Unternehmen ſey, 


Alles, was ſich ihm auf dieſem Gebiete auch nur mit rRuůckſicht 
auf die Theorie offenbart, feinen Zuhörern in wenigen Semeftern 
vorzufragen ; wenn er andererfeitd erwägt, daß den Letztern auch 
nicht mit beliebig dargebotenen Pragmenten gedient feyn Fönne ; 
fo wird er das ihn bier leitende Prinzip vorzüglich darin ſuchen 
müffen, was er in Beziehung auf die ähtwiffenfhafts 
. lige Bildung feiner Zubörer leiften fol und auch zu letften 
“im Stande” iſt. 


Die durch dieſes Prinzip bedingten Anforderungen beziehen 
ſich nicht ſowohl auf die Menge des Stoffes, als vielmehr auf 
die Art feiner Bearbeitung. Wenn es namlich im Betreffe de; 
Stoffes genügt, daß dieſer zunähft über die Elemente der nie— 
dern Mathematik ſich erbebend, ein ſolches Ganze bildet, das 
ſelbſt wieder als Grundlage ſowohl zu höheren Forfſchungen, als 
and zum Studium der jo nützlichen angewandten mathematifcyen 
Wiſſenſchaften dient; fo verlangt die Foͤrderung acht wiſſenſchaft⸗ 
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licher Bildung, daß der Lehrer, darchdeungen son ber geiſtigen 
Deide der göttlichen Mattes, Geundlichkeit und Deutlichteit ver⸗ 
eine mid beiden zuſagender Kürze — nah Euklid's Weiſe, und 
daß er feine Zuhörer bekannt mache mit den vorzüglichſten Me⸗ 
thoden, die, wenn fie: gleich alle zu Demfelben Refaltate führen, 
doch bald fiherer und afigemmeiner, bald leichter und: bequemen 


das gewänfchte Ziel erreichen laſſen. Hieher ſind auch die man⸗ 


nigfachen Kunſtgriffe zu rechnen, welche, vom Scarffinne erzeugt) 
auch wieder geeignet find, die Urtheils⸗ und Erſindungdkraft zu 


üben und zw ſchärfen. Eben fo ft es niht mar: der Klarheit 


durch Beifpiele wegen nuͤtzlich, fondern auch nothwendig, wuf Die‘ 
richtige und möglihft leichte Danbimbung der zur Gewinnung 
numetifcher Reſultate anzuſtellenden Rechnungen aufmerkfam zu 
machen. 


Während demnach der gelchrte Mathematiker in feinen oft 


bandereidhen Schriften hauptfächlich die Vervolllomimung und Er: - 


weiterung der Wiſſenſchaft ſelbſt im Auge hat; iſt es das ver: 
dienftlihfle Bemühen des Öffentlihen Lehrers, den dargebotenen, 
duch Raderfindung fi) zugeeigneten, fo wie durch eigene Erfins 
dungen vermehrten Reihtäum mit ſcharfer Umfiht und weifer 
Sparſamleit zur Förderung jener ächt wiffenfhaftlihden Bildung 


zu benügen. Gerade hierin befteht die eigentlihfte, dem übrigens 


mit Talent für dad mathematifhe Studium begabten Jünglinge 
durch unfere Vorträge zu leitende und fich für ihn ohne Aufbören 
wirffam beweifende Beibülfe, daß er fih felbft zum Ma— 
thematifer made. | | 


— 
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Don dieſem nad meiner vollen Uebergeugung entwidelten 
und offen Dargelegten Standpunkte aus wünſche id Dad gegen 
wärtige Lehrbuch beurtheilt. Da id daſſelbe zunädfk zum Behufe 
öffentlicher Borlefungen an höheren Bildungsanſtalten außarbeitete; ; 
fo ſollte es meiner Abſicht gemäß allen jenen Anforderungen ent: 
ſprechen, welche von mir in dem Vorausgehenden in Beziehung 
auf die Vorträge über die höhere Mathematik aufgeftellt wurden. 
Und in eben dem Maße, in welchem nad dem Urtheile des ges 
lehrten Kritikerd jenen Anforderungen, fowohl hinfihtlih des Stof⸗ 
fes als der Form, durch dieſes Lehrbuch Genüge geſchehen if, 
wird man mir die Erreichung des im Eingange dieſer Vorrede 
bezeichneten Zweckes gerne zuerkennen. Cine unparteiiſche ‚Aner- 
kennung dieſer Art wird denn auch für mich, als vieljährigen 
pffentlichen Lehrer, den Ruhm⸗ oder Gewinnſucht nie zur Thaͤtig⸗ 
keit ſpornte, der ſchönſte Lohn ſeyn. 


WMäriburg den ıken Januar, 1833. 
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I. 
&rigonometrie 


x 


” 


Dr. Schon's Lehrbegriff der hoͤhern Mathematik. 1 


A. 
Allgemeine Einleitung. 





a. Erklärung ‚und Eintheilung der Trigonometrie, 


6.1. Erflärung. Teigonometrie iſt die Wiſſenſchaft, aus 
5 gegebenen Stuͤcken eines Dreieckes die Abrigen (den Flächens 
raum — area — mit eingefchloffen), in wiefern dieſe Durch jene 
beftimmt werben, durch Rechnung zu finden; oder kurz: die 
Wiffenfhaft der Refolution der Dreiede. 


Der Ausdruck, welcder dad Geſetz dieſer Refolution für 
jeben beftimmten Fall darftelt, heißt trigonometrif u 
Zormel. 


$. 2. Eintheilung. Nach der Hanpteintheilung der Dreis 
ecke felbft in ebene und fphärifche, iſt auch die Trigonometrie 
entweder die ebene‘ oder fphärifche, 0 


Jede hat im Allgemeinen 20, oder, wenn man die Beſtim⸗ 
mung bed Flaͤchenraums des Dreieckes Ges ebenen 3.38. aus 
feinen 3 Seiten, und des fphärifchen aus feinen 3 Winkeln) 
mit begreift, 21 Aufgaben, als eben fo viele verfchiedene Fälle, 
zu loͤſen.) Allein unter biefen Fällen ift ber: „ein Dreieck 
and den 5 gegebenen Winkeln zu reſolviren,“ — zwar nidıt für 
die fphärifche, doch für die ebene Trigonometrie (Geom. 
$. 116.) ein unmöglicher, fo wie der: „aus 2 gegebenen 
Seiten a, b und bem ber kleineren Seite a opponirten Winkel 





*) Bersl. mein Lehrbuch der nieder, reinen allgemeinen Größens 
lehre (Würik. bei Stahel 1825) ©. 378. Beifp. 3. Diefes Lehrs 
buch werde ich Fünftig nur durch „allgem. Groͤßenl.“, fo wie 
mein Lehrbuch der reinen niedern Geometrie in Verbindung mit 
der Anleitung zur Feldmeßkunſt (ate Auflage, Nürnberg bei Sels 
ſecker 1924) nur durch „Seom.“ citiren. 

1 
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A ben der andern Seite b gegenüberliegenden Winkel B zu 
finden” (Geom. $. 51. mit Ann) ein zweifelhafter Fall. 
Auf diefe Faͤlle bezieht fi) das ‚In wiefern“ im 8. 1. 

Die Art, die trigomometrifchen Kormeln ($. 1.) zu finden, 
iſt entweber die fonthetifche (durch Konftruftion), wie in 
ber niedern Geometrie (nad) Euklid's Methode), oder bie 
analytifche chauptfächlich mit Hülfe der gonismetrifchen 
Formeln — vergl. $.3) Daher 2. bie Unterabtheilung der. 
Trigonometrie in die fynthetifche und analytifche. Beide 
werden in dieſem Lehrbuche mit einander verbunden. 


b. ®oniometrie. 
2. Don den trigshometrifchen Linien und ihren urſpruͤng⸗ 
lichen Formeln. 


6. 3. Erklärung. Gewiſſe, gerade Linien, welche bei Res 
folntion der Dreiede die Stelle der Winkel vertreten, heißen 


> teigonometrifche Linien oder trigonometrifche Funfs 


tionen (ber Winkel). 

Ohne ihre Erfindung Feine Trigonometrie! Denn -wie follte 
ed möglich feyn, entweder aus gegebenen ungleihartigen 
Städen 3.8. 2 Seiten und dem eingefchloffenen Winkel eines 
ebenen gerablinigen Dreieckes bie dritte Seite, oder aus gege⸗ 
benen gleichartigen Stüden 5. B. den 3 Seiten Ungleichartis 
ges, nämlich einen Winkel zu finden, wenn wir nicht im erften 
Falle ſtatt des gegebenen Winkels eine Linie fubftituiren, und 
im zweiten Falle nicht unmittelbar ben gefuchten Winkel, fonts 
dern wieber nur eine Linie, die das Gefuchte erkennen Läßt, 
finden Fönnten? (Man vergl. hiebei das in der Anmerk. 2. au 
F. 4. unten Gefagte). 

Hieraus ift Mar, daß, um in beiben Fällen an der Stelle 
der Mintel ftehen zu können, biefe Linien, ald Funktionen der 
Mintel, von. dDiefen und umgekehrt diefe von jenen überhaupt 
‚abhängig feyn müffen, daß es folglich von der höchften Wich⸗ 
tigkeit iſt, diefe wechfelfeitige Abhängigkeit und die Natur oder 
das Weſen der trigonometrifchen Linien genau zu Tennen. | 

Wir nennen die Wiffenfchaft, deren Gegenftand zunaͤchſt iſt 
„bie Erforfhung bes Wefens ber trigonometrifhen 


. 
“w 
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Linien und das Fixiren des Erforſchten durch (Cur⸗ 
ſpruͤngliche und abgeleitete) Formeln” — Goniometrie 
(im weiteren Sinne — im engeren „Winfelmefjung‘N. 
Diefe muß daher als nächiled Fundament der Trigonometrie 
überhaupt, insbeſondere aber der analytifchen Trigonometrie 
($. 2.) betrachtet werden. J 

Zuſatz 1. Nach 5. 1. kann die Trigonometrie ihren Zweck 
nur durch Rechnen erreichen. Es muͤſſen daher bie trigono⸗ 
metrifchen Linien, in wiefern fie in der Rechnung die Stelle ber 
Winkel vertreten follen, in Zahlen befannt, b. i. wie 3.3. bie ' 
Seiten des ebenen Dreiedes felbft, berechnet feyn. 


Es erhalten aber Zahlen ihre wahre Bedentung nur durch 
bie Kenntniß der Einheit, auf die fie bezogen werden. Stellt 
man fich daher vor, daß die trigonometrifchen Funktionen ber 
Mintel oder Kreidbogen, die jener Maß find, um berechnet zw 
werben, auf ben Kreisdurchmeifer oder Halbmeffer als auf ihre 
Einheit bezogen werben; fo erhellt, daß die fo gefundenen Zah⸗ 
len, in der Rechnung bie Stelle ber trigonometrifchen Linien 
verteetend, befiändige Zahlen eben fo wohl feyen, als die 
für Die rectißcirte Peripherie ſtehende Zahl 3,1415... für alle 
Kreife dieſelbe ift, wenn man den Durchmefler = 1 feßt Gersl. 
Geom. $. 121: Zuſ. mit $. 1409. 


Nimmt man weiter an, baß, nad, Erfindung ber Loga⸗ 
rithmen, zum Behufe der Erleichterung der Rechnung mit 
diefen konſtanten Zahlen auch ihre Logarithmen eigens beredjs 
wet und. nun ald Fogarithmifchstrigonometrifhe Funk⸗ 
tionen in Zafeln zufammengeitellt feyen; fo hat man eine 
richtige Vorſtellung nicht nur theild von ber Nothwendigkeit, 
theild von der allmähligen Verwandlung der trigonometrifchen 
tinien, als folcher, in logarithmiſch⸗ trigonometrifche Funktio⸗ 
nen der Winkel oder Kreisbogen, fondern auch von ber Leichtig⸗ 
keit, mit Huͤlfe derfelben die trigonometrifchen Rechnungen zu 
vollenden, fobald man nur noch nebſt dem Wefen jener Funktio⸗ 
nen Die Geſetze keunt, weldyen gemäß in jedem beftimmten Falle 
Die Rechnung anzuftellen ift. 


Zufaß 2. Die Wiflenfchaft, welche auf Goniometrie bes 
ruhend, bie Kormeln aufftellt, welche bie trigonometrifchen Li⸗ 


- 
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nien in den Winkeln oder Bogen, von melden fle bie Funktionen 


find, oder umgekehrt diefe Bogen oder Winkel in ihren Funktionen 
ausgebräcdt enthalten, heißt Cyklometrie Cim weiteren Sinne . 

— {m engeren Kreismeffung). Die nächte Anwendung bie 
fer Wiffenfchäft cald Eyflotehnie) ift die Berechnung jener 
beftändigen Zahlen oder auch der logarithmiſch⸗ trigonometrifchen 
Funktionen, von welchen wir im vorigen Zuſatze fpradhen. - Ein 
Beispiel hiezu ift die von den alten Geometern (4. B. von Ars 


chimed) verfuchre Rectifiiation der Kreiölinle. Da Die Eyklo⸗ 


metrie in ihrer vollfländigen und leichteſten Entwidelung nur 
durch den Differenzials und Sntegrals KHaltul möglich. wird; 
fe. ELoͤnnen wir erfi nach Darftellimg diefer Rechnung dad Wich⸗ 


tigſte was zu jener Wiſſenſchaft gehoͤrt, anfuͤhren. 


1 
a) om Sinus und Coſinus. 


85.4 Rehrfaß. Die Seiten eines jeben ebenen ges 
rablinigen Dreiedes verhalten fich wie bie in dem⸗ 
felben Kreife beliebigen Halbmeſſers gezogenen 
Sehnen ber boppelten Bogen, welche die ben Seiten 
gegenüberflehenden Dreieckswinkel meffen. 


Beweis. Mean’ befchreibe um bad Dreied ABD (fig. 1.) 
einen Kreis (Geom. S. 85. Zuf.) und einen zweiten, jenem 
concentrifchen, mit beliebigem Halbmeffer. Zieht man nun aus 
C nadı den Eden A, B, D gerade Linien, fo werben bie Die 


Drurchſchnittspunkte verbindenden Linien ab, bd, ad Sehnen, 


deren jede, wie ab, der entfprechenden Seite oder Sehne, wie 
AB, parallel ift, weil (da Ca=Cb und CA=CB, folglidy 
auch Ca: CA=Cb: CB if) CA und CB proportional ges 


ſchnitten find (Geom. $. 112. II). Demmach ift dad Perpen⸗ 


dikel Co verlängert auch ſenkrecht auf AB (Geom. 8. 55. Zus 
fat 2.), und wie die Sehne ab in o und ber zugehörige Bogen 
in g halbirt ill, eben fo ift Die Sehne AB in O und der zu 
gehörige Bogen in G balbirt GGeom. $. 84. II). Daſſelbe 
gilt von den andern ſich entſprechenden Sehnen und Bogen. 


Es iſt ferner der W. adb = £ aCb=«"=43ACB=a= 


W.ADB(Geom. $. 837. mit Zuf. 1.), und auf gleiche Weiſe ift 


W.dab=W. DAB, folglich A abd n A ABD, baher find die 
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Nomologen : Seiten proportional (Geom. .$. 116, .13:: es ft 
nänlich, wenn Ch. eine Sehne bezeichnet, 
AB: BD: DA=ab:bd:da, d. i. = Ch.=: ch.2B: ch. 2y. 


Zuſatz 1. Alſo auch nach allgem. Groͤßenl. 6. 112. 
Zufag 3.) 

AB:BD:DA=jch.%: 3ch.28: ich. 2y. Ey 

Man nennt aber bie halbe Schne bes boppelten Bogens a, 
der das Maß des Winkels ZaCb oder des W. ADB tft, ben 
Sinus bed Bogens a ober bes Centriwinkels alg oder bed 
W. ADB felbft, folglich ift, wenn man den Sinus dich Sin 
und die Dreiedswintel durch A,B,D kurz bezeichnet, 

AB: BD: DA=SinD: Sin.A: SinB, b. iv es gilt auch 
der Sag: „die Seiten eines jeden ebenen gerablinis 
gen Dreiedles verhalten fih wie bie Sinnffe der 
jenen Seiten gegenüberftehenden Dreisdömintelt 

Zufaß 2.:BWie W.aCg= W. Alba make W.d 
= W.D),, alfo weder an eine. abfolute * der Schenkel 
des Winkels, noch an eine abſolute Bogenlaͤnge zu denken 
iſt Geom. 8. 26. Zuſaͤtze 2, 3. mit 8. 29. Zuf. 3.); eben fo 
kommt bei der trigonometriſchen Linie, die unter dem Namen 
Sinus Funktion eines Winkels ober Bogens ift, nicht deren 
abfolute Länge, ſondern ihr Verhaͤltniß zu dem generiren⸗ 
deu Halbmeſſer des Kreiſes, in welchem fie. ſich befindet, in 
Betrachtung. Es iſt nämlid Ca: ao = CA: AO, oder wenn 
man Ca dur r', CA durch r (beide ale generirende Halb⸗ 
meſſer betrachtet) und den Centriwinkel alg. = ACG durch ® 
vbezeichnet: | 

2: Sin P=r: Sin 9, ober — Sind _ u? o 2 = 
d. i. wenn ſich aq ‚gu x’ verhält, wie 3.8. 3: 1 oder wie 1:2, 
ober wie 10:20; fo verhält ſich aud eben fo AO zum Halbs 
‚meffer r, pder. dad Verhältniß des Sinus eines Bogens ober 
Winkels zu dem Halbmefler des Kreiſes, in welchem ſich jener 
Sinus befindet, iſt in allen Kreiſen einerlei, d. i. ein 
tonftantes Verhaͤltniß. 


Zuſatz 3. Berechnet man daher die Sinuſſe der Bogen 
sder. Winkel von oꝰ bi6.Q oder R-Cwo Q ben Duahranten 


And R dem rechten Winkel bezeichnet) nach einem zum Grunb 
gelegten Halbmeifer Ca oder CA, indem man naͤmlich biefen 
=ı?, ober ='20 oder-== 100000 oder == 10000000 . . . gleidıen 


Theilen feßt; fo jagt jede foldhe berechnete Zahl, der wieviels. - 


ſte Theil der Sinus eined Bogend vom Halbmeifer = ı fey, 
oder wieniele gleiche Xheile aus dem Halbmeffer = 100000 bi. 
auf deu Sinus kommen. Diefe Zahlen find demnad, kon ftante 
Zahlen, uud, vertreten nun als foldye Die Stelle der linearen 
Sinuffe oder halben Sehnen in ber trigonometriſchen Red⸗ 
zung (5.5. Zuſ. 2). 

Daß aber die Berechnung der Sinuſſe der Bogen oder Wine 
kel nur von o° bie Q’' oder R nothwenbig fey, erhellt leicht: 
Dei den Kreis halbirende Durchmeſſer ift die größte Sekante 
oder größte Sehne = ch. 20 = ch.2R, oder auch, wenn man 
| ihn —=1 feßt, bie ganze Sehne, baher auch ber Halbmeffer 
die größte halbe Sehne = SinQ = SinR, oder der ganze 
Sinus (sinus totus) = 1. Wie ferner 3.3. die Sehne AB = 
ch. AGB = ch. AIDEFB ift, eben fo gehört jebe Sehne eines 
—Bogens, dee <2Q ift, zugleich auch zu einem Bogen, der ben 
vorigen zu 40 ober zu 2 (ber ganzen Peripherie) ergänzt. 
Es ift alfo auch jede halbe Sehne, wie AO, ober der Sinus 
eined Bogend «, ber <Q ift, zugleich auch der Sinns eines 
Bogens, welcher den vorigen æ zu 20 ergänzt, was man denn 
Durch die Formel Sin = Sin @Q -a) = Sin(2@R-a) = 
Sin (ra) ausdrückt. Weil endlich nach dem Borigen, wenn 
>20 >2R (oder ein erhabener Wintel) if, dod Sin @ 
‚= Sin Q < Sin. tot. if, fo mn auch -Sin@ einem der für 
Bogen oder Winkel von 0° bis R berechneten Siuuffe, von dem. 
Zeichen abgefehen, gleich feyn. 

Es liegt hierin zugleich ber Grund, warum ber Sinus und 
eben fo jede andere trigonometrifche Linie zunächft auf Bogen 
<Q oder auf fpige Winfel bezogen wirb. 

Zuſatz 4. Da jede halbe Schne, wie 3.8. a20 Sin a 
oder (Fig. 2) 1D = Sina = Sin ICA, fenfrecht ift auf den 
die ganze Sehne, wie ben zugehörigen Bogen, halbirenden 
Halbs oder Durchmeffer; fo erflärt man auch den Sinus eines 
Bogens als das Perpendilel, welches von dem einen 
| Endpunfte dieſes Bogens anf den durch deſſen an⸗ 


dern Zubpuntt gehenden Halbs oder Durchmeſſer 
gefälls iſt. 

Zuſatz 5. Es iſt daher auch das Perpendikel IE auf CB 
oder BQ der Sinus bed Bogens IB, der ben Bogen = zum 
Duadranten ergänzt, ober der Sinus bed Gentriwintelß BOI 
der dad Eomplement von ICA iſt; d. i. dad Perpendikel IE if 
der Sinus des Somplements von « ober bed Comple⸗ 
ments von ICA, oder (durch Eontraltion) der Eofinud 
des Bogend & oder bed W.ICA, kurz bezeichnet durch cos «. 
So wieder urfprünglid; und auf Bogen <Q bezogen! ' 

Weil aber auch IE= DC, demnadh auch DC ==.cos « iſt; 
fo gilt auch die Erklärung: Coſinus eines Bogens if 
derjenige Theil des Halbmefferg, welcher zwifchen 
dem Mittelpunfte bed Kreiſes und dem Sinus eben 
jenes Bogen liegt. 

Zuſatz 6. Es iſt alſo 
1. sin=z==cos(Q-a) oder = cos (R-«) und 
cos # = sin{Q-«) oder = sin (R-a«). 

So ift z. B., wenn nach der gewöhnlichen Eintheilung ‚der 
Kreislinie Q oder R oder Ir= = 00° gefegt wird, sin 50° = 
eos 40° und cos 50° = sin 40°; ferner sin 45° cos 45ꝰ, wag 
auch aus der Figur erhellt, in weicher CD=DI if, wenn der 
Winkel ACI oder der-Bogen « — 45° ifl. 

2.181? -- DO?=CIL, b. i. sin a? +cosa =r?—» (went 
man den Halbmeffer =ı feßt), db. f. die Summe der Qua—⸗ 
drate des Sinus und Coſinus deffelben Bogens ober 
Winkels a ift gleich Dem Quadrate des Halbmieffers 
ober des Sinus totus. — Daraus abgeleitete Formeln find: 

5. sin=z= x (r?-cosa?) = y(1-cosa?) und 

ca = y(M-sina?) = y-sin 49 
Sram 35° iſt sin 45° = cos 45° =v5 =yv 35 = 0,7071068... 


*) Bir bemerken hiebei ein für allemal, daß durch den in Sina" ges 
fenten Erponenten die mte Beten; der trigonometrifhen 
Suuftion ſelbſt, nicht des Bogens oder Winkels a, beseichnet 
werde, dab demuach die won anderen Mathematilern gewählte 


Bereichnung Sin”a, oder (Sina)” mit Sina” idensifc) feg. 
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Anwerkung. Obgleich die Auwenbung der ganzen Sehen 
die Berdoppelung bed gegebenen Dreieckswinkels und bie 
Halbirung bes zunaͤchſt gefundenen Winkels nothwendig 
machte; "fo waren doc, bie Sehnen und Die berechneten Schnens 
tefeln, wie eine folche im Almagelt bed Ptolomaͤus enthals 
ten iſt, das erite Huͤlfsmittel, deſſen fich die aͤlteſten Mathema⸗ 
tiker zur Reſolution ber Dreiecke bebienten. So leicht nun auch 
ber Uebergang zu den halben Sehnen oder ben Sinuffen ber 
Bogen ober Winkel ſelbſt — an und für fih war; fo haben 
wir doch, wie ed fcheint, ihre Einführung erft ben arabifchen 
Mathematikern zu verdanken. Diefe naunten die halbe Sehne 
Dſcheib (aectio); da dieſes arabifche Wort auch die Bedeutung 
„sinus vestis“ hat, die den abendländifchen Ueberſetzern ber 
arabifhen Schriften allein geläufig war, fo kam das Wort 

Sinus in die Mathematik. 

55. Das Wahfen und Abnehmen des Sinus und 
Eofinus mit den zugehörigen Zeichen, und zwar 
1) im l. Quadranten. — Man nehme den Punkt A ober 
oꝰ als Anfangspunft der Kreiölinie, fo daß folglich sin A — 
din oꝰ = oft; ferner AB als I., BH als II., HQ ale III. 
und QA ale IV. Quadranten: fo heißen I. und II. die obes 
ren und III. und IV. die unteren Quabdranten. 
Stellt man fih nun in I. ein Perpendikel, wie ID, über 
AB von A gegen C mit beftändigem Paralleliemus fo bewegt 


vor, daß feine obere Grenze immer ein Punkt der Kreislinie, 


iſt; fo ift- Mar, daß beim Wachfen bed Bogend & ober zugehörk 


gen Gentriwinteld von o’ an bie zu Q ober R aud Das Pen . 


penbifel wachfe, bis es für a=Q mit dem Halbmeifer BC 
ſelbſt zufammenfalle; d. i. dag im J. Quadranten mit dem 
Wachſen der Bogen auch die Sinuffe zunehmen, und zwar. daß 
sinQ oder sn R=r = sin tot.==1, d. i. ein Marimum 


werde (6. 4. Zuſi 3.). — Weil aber die Zunahme der Sinuffe - 


in I. nicht im genauen Berhältniffe zur Zunahme der Bogen 
oder Winkel fteht, indem bie Sinuffe nidyt diefen, fondern ben 
©eiten des Dreiedd proportional find ($.4. Zuf.1.); fo darf man 
nicht fchließen, daß 3.8. sin 40° noch einmal fo groß fey, ale sin 20°. 
‚Eben fo wenig ift darum, weil inR=r=1ift, sinz#R oder 


sing5° wenn R= 90° gefegt wird) = ir =. Bielmehr weiß - 
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man, daß sin 300 Ir ſey, weil (nach Geom. 8. 94. Zuſ. 2.) 
die Sehne des Bogens von 60°.— dem Halbmeſſer r iſt. 

Es erhellt ferner, daß beim Wachſen des Sinus in J. der 
Coſinns abnimmt, indem der Theil CD immer kleiner wird, 
je größer ID wird, oder je mehr ſich das Perpendikel ID dem 
Halbmeffer BC nähert. Man kann auch fagen: je größer der 
Bogen AI wird, defto Meiner wird deffen Gomplement IB, 
folglich auch der Sinus IE dieſes Gomplementbogeng, d. i. der 
Eofluns von Al. Demuad für «= Q=R verfchwindet ber 
Eoſinus oder wirb ein Minimum. Wie daher cos Q:=o, 
fo it cos o'—=r=1, weil nad} $:4. Zuf.6. cos&—= sin (Q-x), 
demnach wenn «== 0° gefeßt wird, coso’—=sinQ if. " '. : 

9) im Il. Quadranten. — Durch die Verlängerung d 

Perpendikels IE wird der Bogen IJA= FH = x Geom. 'S. 87. 
3uf.5.) uud das Perpendilel FE wermöge der Erflär. S. a. 
Zuf. 4.) der Sinus ded Bogend ABF, demnach KC der Cosi- 
mas beffelben Bogene. Da nun FK < BC <sinQ, aber KC 
>cos() if, fo erhellt, daß die Sinuffe von Bogen >Q aber 
<2Q, d. i. von Bogen, bie in den II. Quadranten reichen 
(wie ABF), wieder abnehmen, daß aber die Coſinuſſe berfels 
ben Bogen wieder zunehmen ; jene von ihrem Maxinum =r an, 
diefe von ihrem Minimum = o an. Eben fo if Mar, daß, 
wenn der Bogen ABF bis zur halben Peripherie wächst, der 
zugehörige Sinus mit dem Punfte H zufammenfalle oder vers 
fhwinde, d. i. daß sinz oder sm2Q ober sin2R =o fey; daß 
hingegen in eben diefem Kalle der Eofinus Cvermöge feiner Zus 
nahme) = CH = r = sin. tot. werde, d. 1. cos2Q vder cos® 
ein Marimum erreiche, wie sin Q. 
"Da aber jeder Cofinus im II. Quadranten, d. i. von Bogen 
>0Q als Größe betrachtet werden muß, bie für «=Q dur 
den Nullpunkt durchging und nun in IE. eine entgegengefegte 
Lage (wie CK in Beziehung auf CD, ober wie CH in Bezie⸗ 
himg anf CA) erhielt; fo muß jeder Coſinus in II., um dieſe 
Entgegenfegung auszudruͤcken, das Zeichen — befommen, indem 
die Betrachtung der Sofinuffe in I. feinen Grund darbot, den⸗ 
ſelben ein arithmetiſches Zeichen vorzuſetzen, oder (was daſſelbe 
iM) die Coſinuſſe in I. mit dem’ Zeichen — geſetzt gedacht wer⸗ 
den können (vergl. allgem. Größent. ©. 22. 8. 10). 
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ELetzteres gilt, wie für die Coſinuſſe, fo auch für die Si⸗ 
nuſſe ſowohl in I. als II., und für jede trigonometriſche/ Funk⸗ 
tion uͤberhaupt, in wiefern man ſie im J. Quadranten als eine 
erſt entfprungene Größe betrachtet; d. i jeder Sinus in 
den oberen Quadrauten und jede trigonometriſche 
Funktion im I. Quadranten ift ohne Zeichen, ober 
wird mit dem Zeichen + (wegen ihrer Beziehung auf 
Diefelben Sunuftionen in ben übrigen Quadranten) 

geſetzt. 
. Da demunach DO (= + cos a) =— CK = — oos ABF= 
= c0s (2 Q-FH) =— cos (r-«)) if; fo hat man ben allges 
meinen Ausbrud: 

++ cos2z = — cos(r-«) oder = — cos(2R -&). Aber 
. +DC ud =-+-IE= + sin(R-e), daher ift auch 
. +00os2 = — cos(r-a) =-- sin(R-a). 

Endlich if cos2Q oder cs aR=—r—=—ı. 

5) im III und IV. Quadranten. — Da die bi H 
Durch Null durchgegangenen Sinuffe von Bogen, die von A 
aus in den III. Quadranten fallen, wieder wachfen und eine 
entgegengefeßte Lage Hinfichtlich der Sinuffe in II. erhalten; 
fo gilt von ihnen, was von den Cofinuffen im II. Quabrans 
. ten galt, daß naͤmlich die Sinuffe im III, d. i. für Bogen oder 

Winkel >2Q oder > 2R daß Zeichen — befommen. So ift 
— LK .(=-+ KF) der Sinus von ABHL (von 2Q -+- HL) oder 
von LE (welcher Bogen = GA = «a if); d. i. man hat ruͤck⸗ 

waͤrts 4sin - ain (20 4-4) =+ sin @Q-a). 

Bei dem Wachſen der Sinuſſe in III. fällt der Sinus des, 
Bogends ABHQ 30 = 5R) wieder mit dem Halbmeſſer 
CQ, wie in I. mit CB, zuſanmen, ift- alfo wieder ein Marts. 
mum, aber jest = — — 1. Leber biefed Marimum hinaus 
nehmen bie Sinuffe in IV. wie vorhin in II. wieder ab, bes 
halten aber, ald nicht wiederholt durch Null durchgegangene 
Größen, ihr voriges Zeichen —. So it —GD(=+DD der 
Sinus des Bogens ABHAQG — aQ-«), d. i. auch +ans= == 
— sin(4Q-«) und sin 4Q oder sin Zr 0. 

Da der dem Sinus (LK) des Bogend 2Q +“ entfprechenbe 
Coſinus KC nun wieder <CH, b. i. Eleiner, als das in II. 


erreichte Maximum C=—r) tft; fo flieht man, daß die Coſi⸗ 
nuffe im III. Quadranten wieder abnehmen, aber ihr voriges 
Zeichen — beibehalten, indem fie noch nicht wieder durch Dem 
Nullpunkt burchgegangen find. Es ift alfo 
— CK=—c00Q+2)=— cos 2Q-«)=-+CD=+cona. 
Da au CK=EF, aber EF=sin(FH+HO) = sin 
(Q-+x), wie EC=—cos(Q-+a) ift; fo hat man u 
eos - cosQ@QO +) = — cos 2 Q-J=+ sin(Qta), 
und weil KL=KF=EC, fo ift auch 
+sins =— sin @Q-+e) =+ sin (2Q -2) = — cos{(Q +37. 
Bei der beftändigen Abnahme des Gofinus ir III. vers 
fhwindet derfelbe endlid in C, d. i. cos5Q=o wird wieder 
ein Minimum, wenn sin3Q fen Marimum = — r erreicht. 
Es erhalten daher die nın in IV. wieder wachfenden, aber 
dur Run durchgegangenen Eofinuffe, wie CD, von Bogen, 
die in den IV. Quadranten reichen, das ihrem vorigen Zeis 
den — in IIL entgegengefeßte Zeichen >. So it -CD= 
++-cos(4Q-a) = + cosa und c0o34Q oder cos2r—=-+r... 
Es haben alfo die Sinuffe, die in I. und II. zus und in 
1. und IV. abnehmen, in ven oberen Quabranten das Zeichen 
-+ und in den unteren bad Zeihen —. Allein die Eofinuffe, 
die ſich in ihrem Wachfen und Abnehmen umg ekehrt verhals 
ten, wie die Sinuſſe, find in I. und IV.-+, in II. und II. —. 
Zufag 1. Stellt man ſich die Peripherie verdoppelt, 
verdreifacht, .... vernfacht vor, fo daß ber vorher I. Qua⸗ 
draut nun ber Vo; der vorher II. nun ber VI..... wird; ‚io 
erhellt, daß die bei A oder für 4Q durch Null gegangenen 
Einuffe in V. nun wieber das Zeichen + befommen, die Co⸗ 
ſinuſſe aber, die für 4Q nur bas Marimum = +r erreichten, 
ihr vorige® Zeichen + in V. beibehalten, daß demnach Diejelbe 
Zeichenfolge für diefe in V., VI-... fi} wieberholenden tri⸗ 
gonometrifchen Funktionen Statt findet, wie in ben 4 erften 
QDuadranten, was man fo barftellt: 


ı) Die Sinuffe haben das Seien 
im QDuadranten 


5 1::; lei 0. 
S. 417. 8111. 1215. 161.... 
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2) Die Coſinuſſe haben das Zeichen 
im Quabdrauten 
MER -[2:2|% 13.161 .... 
6. 2j10.11114.15 | -“.. 
1 Hieraus find Folgende Schemate verfäuic. Wenn näms 
lich x, wie vorhin =, einen, Bogen oder Wintel <Q oder <R 
und m die halbe Peripherie = 2Q = 2R) bezeichnet; fo ger 
hören 3) zu den Bogen oder Winkeln 

+ sınx x- |2#8 +x|4art+x|...2nr+<... 

—sinx| r+x|5e+x|5r+x|... Qn+i)r+x... 

+sinx| #—x| #r—x|57r—x|... nti)r—x... 

— sinx | 2r—x|ur—x|6r—x|...2nr—x... 

4) su den Bogen oder Winkeln 

-L-cosx| x 2r +x|ir+x|.. ‚zuetx.. 

—cosx]| r—x|Sr— xi5r—x|...Qn+)r—x... 

+cosx| 2er —x|4ar—x|br— x|...nr—x... 

—c08x)| z Frx|öär+x|5rt+rx|..-QotV)r+x... 

Derfelbe + oder — Sinus, -+ oder — Eofinus gehört alfo 
zu unzählig vielen Bogen oder Wihfeln, und zwar ſind 

a) die Sinuffe aller Bogen, beren Unterfchied ein gerades 
Bielfache von =, oder deren Summe ein ungerades Viel⸗ 
fache von zift, gleich und haben baffelbe Zeichen; aber 
im entgegengefegten Falle find die Sinuffe zwar dieſelben, 
haben aber verſchiedene Zeichen. 

b) die Coſinuſſe aller Bogen, deren Unterſchied oder Sum⸗ 
me ein gerades Vielfache von * ift, find gleich und has 
ben einerlei Zeichen; ift aber der Unterſchied ein unge- 
rades Bielfache von =, fo find bie Eofinuffe zwar gleich, 
haben aber verſchiedene Zeichen. 

Zufag 2. Da biefe Funktionen, in wiefern fie Bogen 
<4Q angehören, zur häufigften Anwendung fommen, fo ift 
noch folgendes Schema, deren Inhalt bereits erklärt iſt, merk⸗ 
wärdig: inx=+sine— x)=-Fcos(Q—x) 
= — sin (r-F-x) = — cos (Q-+x) 

— sin (2? — x) = — cos (50 —x) 
= +cgs(Q+x). 


cos x == — cos(m—x)=+ sin(Q —x) 
=—cos(r x) =+sin(Q+x) . 
= +c0os 2@r—x) =—sin(3Q—x)' * 
=—sin5Q-+x). J 
A) Vom Querſinus und —* ihren Groͤßeaͤnderungen und 
eichen. 

5.6. 1. Erklärungen. Querſinus (sagitta ber Als 
ten, sinus versus, bezeichnet durch sin. v.) ift der zwiſchen 
dem Anfangspunfte eines Bogend a und dem Sinus 
deffelben Bogens liegende Theil des: Halbs oder 
Durchmeſſers. Der Querſinus bed Eomplements von x 
heißt Quercofinus von = (cosinus versus, durch cos. v. _ 
bezeichnet). 

So ift, zunächft wieder auf Bogen <Q, wie Al=a, bes 
zogen, AD der Querfinus von = oder vom Winfel ACI, unb 
BE der Quercofinus won «, indem IE ber Sinus von IB, das 
ber BE der Querfinus des Complements von a ift. 

Da AD=AC— DC md BE=BC— EC=BC— ID iR, 
fo bat man 

1) sin. vv.e=r— cosa oder = 1 — cos unb 
2) cos. ve=r—sina oder=1— sina. 

Aus diefen urfprünglichen Kormeln folgt 

2. die Kenntniß ihrer Brdßeänderungen in ben 
verfchiedenen Quadranten. Setzt man nämlich nach und nach 
«05; =0; =2Q;... fo hat man durch Subflitution in 
1) und 2) und vermöge $. 5. sin. v.o’ =0; sin.v. Q=1j; 
sin. v.2Q=2;.... ferner cos. v.o 13 cos. v.Q=o5 
c03.v.2Q0=1;... d. i. der Querſinus wächdt von o an bis 
zum Marimum = dem doppelten Halbmeffer, und der Quer⸗ 
coſinus verändert fich, wie ber Eofinus, behält aber 
9 das Zeichen 4, wie der Querfinus, weil die Differenz 
1—sina, wie 1—cos« nicht — werben Tan. 


4) Bon der Tangente und Secante; Eotangente und Eofecante, ihren 
Stößeänderungen und Zeichen. 

6.7. 1. Erklärungen. Tangente eines Bogens æ 

iſt das auf dem durch den Anfangspunkt A dieſes 
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Bogens gehenden Halb⸗ oder Durchmeſſer in eben 
Diefem Punkte A: errichtete Perpendikel, welches 
von dem, durch ben andern Endpüunft des Bogend a 
fortgegogenen Halbmeffer begrenzt wird. - Diefer 
verlängerte Halbmeſſer heißt Secante deſſelben Bogens a. 
So ift vom Bogen AI ober bem Gentriwintel ACI das Pers 
penditel AT die Tangente (durch tang a bezeichnet) und ber 
verlängerte Halbmeffer CT bie Secante (durch sec a bezeichnet). 

Die Tangente BM des Somplementbogend BI heißt bie 
@otaugente von AI Ccot«), fo wie ihre Secaute CM. die 
Coſecante von AT (cosec a). 

Die urſpruͤnglichen Formeln biefer 4 trigonometrifchen 
Funktionen werden leicht auf folgende Art gefunden: Wegen 
NATCn ADIC ik 

AT: DI = AC:DC, und CT:CI = CA:CD, 
B. i. tanga:sina==r:cosa, und secz:r=r:cosa, 
r.sinz sina 








baher tang a = cos & — (fuͤt iy 
und secx = = (fuͤr SI). 


| cos æ cos æ 
Ferner wegen ABMC mA TAC ift 
BM:CA=BC :TA, d. i. cotz:rz=r:tanga, 
r? 1 cos& r. cosæ 


te — m — nn — oo I, 
daher cot = tanga tangeæ sına sin a 


Und wegen A BMC » ACDI if 
CM: CI== BC ‘ID, d.i. coseccasr=r:sina, 
PY | 1- . j 


alfo cosec —8 
& == — — peu — 
sin æ sin“ 


2. Durch diefe Formeln find die genannten Funktionen ale 
Duotienten dargeftellt, ihre Zeichen folgen demnach den bes 
kannten Gefegen der Quotienzeichen überhaupt. Demnad) hat 
in allen Quadranten die Secante.das für jeden Fall aus 
8.5. bekannte Zeichen des Eofinus und die Cofecante dad dee 
Sinus, indem der generirende Halbmeffer r oder ı, ober deſſen 
Quadrat immer das Zeihen + hat. Eben fo folgt die Eo- 
tangente hiuſ ichtlich ihres Zeichens in allen Quadranten dem 

Zeichen 


Zeichen der Tangente, bie Zeichen aber ber Tangente ſelbſt rich, 
ten ſich nach den Zeichen des Sinus und Gofinus beffelben Bo⸗ 
gend ober. Winfeld. Daher ift für Bogen, fallend in den 


+sin , 1 
IL Quadr. + 5* + tang; in ben 1 _ tung; in 


— sin _ —sin _ _ 
n. ſ. w. " 


s. In Abficht auf dad Wachſen und Abnehmen biefer bes 
trachteten Funktionen, ald Quotienten, kommen hier folgende 
2 Sefeße in Anwendung: a) bei Eonftantem Dividende wirb 
der Quotient größer, wenn der Divifor abnimmt, Dagegen 
Tleiner beim Wachfen des Diviſors; folglich wächst. die Se⸗ 
cante, wenn der Eofinus abnimmt und umgelehrt, und die 
Sofecante nimmt ab, wenn der Sinus waͤchsſt und umges 
kehrt. b) Wenn aber Dividend und Divifor im entgegenge, 
feßten Sinne veränderlich find, fo wird der Quotient um fo 
größer, je mehr der Dividend zus und ber Divifor abnimmt, 
und umgekehrt. "Bezeichnet man bad Wachfen der Funktion 
durh > und ihre Abnahme durch <, fo hat man in L 
+sin> sinQ __ 








Foas<crtrung> und "für «=0 iſt —— = 0. 
in< 
aLnInZ= — tang <, und fe ae hut mn 
sine Oo ' 
u se" "T Such Bau, u. f. w 


Zuſatz 1. Seht man im A ACT deu Gentrimintel ‚ober 
Bogen = = 45°, fo ft, weil sin 45° = cos45° ($. 4. Zuf. 6. 
1), 1. tang 46° = cot45°; 2. tang a5ꝰ = ACO) 13 
3.667 (AV? +L-AD =2r 2 fuͤr * 1), oder 
aec 45ꝰ mıy2=y2. 

Zuſatz 2. Die angefuͤhrten, urſpruͤnglichen Formeln der 
a betrachteten trigonometriſchen Funktionen zeigen klar, daß ſie, 
wie Sinus und Coſinus, zu unendlich vielen Bogen gehoͤren. 
In dieſer Hinſicht ſind in Beziehung auf Tangente und Co⸗ 
tangente (analog ben Gleichungen im 8. 5. Zuſ. 2.) folgende 
formularifche Werthe fehr mertwärdig: 
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tangx = — tang (r— x) = + cot ( Q- 5) 
= + tang(r+x) = — co (Q-+x) 
= — tang Qr— x) = + cot (50—x) 
= — cot(SO+x). 
cotx = — co (r— x) = + tang(Q—x) 
= + cot(r+x) = — tang(Q+x) 
= — cot 2x—x) = + tang (50 —x) 
= — tang (SQ-+x). 
Zuſatz 5. Die Veränderungen aller trigonometrifchen ki⸗ 
nien in den oberen Quabranten enthält das folgende Schema, 
in welchem die Zeichen > und < wieder die Bedeutung bes 
Wachſens und Abnehmens ber treffenden Funktion haben: 


Sunttion | a>im «> im 
sona | a = 0° | 1. Quadr. II. Dante. a8 
Sinus oMin|>+ I+rMar| <+ o Min. 
Sofinus IHrMar| C++ | oMn|>— I-rMar. 
Querſin. oMin|>+ Ir >+ I+2rMar. 
Quercoſ. HrMar.| <-+ oMin; >+ I+rMar. 


a=Q 








Tangentel oMin| > + ec <— | oRm 
Eotang. >) <-+t o Min. >— —W 
Secante |- r Win]| > + & <— |-rMin. 
Eoſec. © I<+ H+rRunl>+ » - 


Anmerfung Man wird nicht Überfehen, daß, wie die 
früher aufgeitellten Formeln zeigen, die letzten 6 frigonometris 
fen Linien im generirenden Halbmeſſer und im Sinus und 
Coſinus audgedruͤckt ſeyen; daß folglich der Sinus als die 
Fundamentalsgunftion betradytet werben muͤſſe. Seine, 
nach beliebig zum Grunde gelegtem Halbmeſſer vollzogene, Bes 
rechnung für alle Bogen von 0° bis Q macht ſchon allein die 
Berechnung der übrigen Funktionen möglich, und die für Diefe 
gefundnen Zahlen find dann ebenfalls Eonftante Zahlen, wel 
cher, oder deren Logarithmen, ſich der Trigonometer bei Refos 
Intion der Dreiede bedient. 


Zum Behufe jener Berechnung dienen auch folgende, noch in 
anderer Hinficht fehr fruchtbare, Formeln: 
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5: 8. Lehrſatz. Den Halbmeffer r—ı gefest, gel 
ten für den Sinus und Eofinus der Summe oder 
Differenz zweier Bogen bie Formeln: 

1. sin (æ +8) = sins.cosß + smß.cosaz 
2. cos (a +) =cosa.cosß I sinz.sinP. 


Beweis. Im Quadranten ABC (Fig. 3.) fey BE ** 
ED B. Man made EF—=ED und ziehe die Sehne DF, 
fo halbirt diefe der Halbmeffer CE und ift auf DF fentrecht 
Geom. S. 84, folglich it Di= sind md CI= cosß; 
Bicht man die Perpendifel FG, EH, IK, DL; fo it BH = 
sin« und HC —=cos«; FG = sin BF = sin (BE — EF oder 
— ED) = sin (æ — $) und CG cos (æ — PM; DL = sin 
(@«-+B) und CL=cos(& +). 

Sieht man ferner FN, IM parallel BC, fo ift nad om 
S. 112.), wie FI=1D au FX=XN und DM=MN, 
kr auch FG = IK —- X = IK —- MN=IK— —* 
Ca -A), nd DL IKLADM: Sin (æ PA). 

Kun iſt wegen ACIKn ACEH 


IK :EH=CI:CE, alfo K=-= —— 


Auch it wegen AFlon A XIo m=n=E, aber auch s=m, 
daher s=E und ADIMn AEHC, folglid) 
\ DI.CH sinß.cos« 
DM: DI=CH:CE, alſo DM= — — —. 
Man hat alſo 
1. IXDM sin (C0⸗— 


sine.cosß I sinß.cos« 
r « 


Eben fo ift cos(« +8) =CL=CK— KL=CK-- IM, 
md cos(@—P)=CG= CK +KG=CK + IM. 


Run ift and demfelben Grunde, wie vorhin: 
CK: CH= CI:CE und IM: DI=EH:CE, 


d.i. CK = ARE ap IM RÄLEE, alſo 


cos«.cosßFsin«.sinß , 
r — 


2. CKMMco⸗ @+p)= 
2* 
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ı. FE | Anmerftungen. - X 


1. Die für den Halbmeffer — 1 berechneten Sinuſſe/ 
Zangenten, ... heißen die natürlichen, kurz bezeichnet durch 
sina, tag a, ... oder ausbrädlich durch sin. nat. a, . ..„; Dies 
felben Funktionen, für irgend einen andern Halbmeſſer 3.8. 
r= 1000000 . . berechnet, heißen Fünftliche, oder Tafels 
Kinuffe,. . bezeichnet burdy sin. tab.a,..... 


2. Rad 6. 4. Zufag 2. ift 


sin. nat. x & _. Sin. tab. * 


% 





—, daher r.sin.nat.« = sin. tab. æ. 





Diefes zeigt, wie man mittelft. einer in dem einen Spiteme 
fchon berechneten trigonometrifchen Funktion eben Diefe, ale zu 
. einem andern Syſteme gehörig, finden koͤmne. er 


5. Der Trigonometer bebient ſich gewöhnlich der Rogariths 
men der künftlichen trigonometrifchen Funktionen, oder der foges 
zannten Iogarithmifchstrigonometrifhen Tafeln, wel 
che fo eingerichtet find, daß log rx=10, x alfo zz ı0" if. Das 
her ift (nach 2.) log sin. yat.« = log sin. tab. x— 10; u. f. w. 
D.i. wenn man von dem Aus jenen Tafeln genommenen Loga⸗ 
rithmus irgend einer Funktion des Bogens æ die Zahl 10 abs 
zieht; fo hat man den Logar der natürlichen Funktion defs 
felben Bogend, und daher diefe natürliche Funktion felbft, wenn 
man zu jenem Logar. die entfprechende Zahl Cmittelft der Tafel 
der Logar. für die natuͤrlichen Zahlen) fucht. 

Umgefehrt leitet man nach der Formel: 
sin. tab.“ — r. sin. nat. x oder 
log sin. tab. x = 10 4 log sin. nat.a . - 
aus ber befannten natürlichen Funktion und ihren aufgeſuchten 
Logar., den Logar. der Fänftlichen Funktion ab. ed 


4. Mayer bedient fih in feiner praktiſchen Geome 
trie öfters der trigonometrifchen Funktionen für den. Halbe 
mefler r = 10°. Daher erhält man dieſe (die wir durch sin. M., 
tang.M. . . . bezeichnen wollen), indem man bie natittlichch 
Funttionen, in wiefern fe, wie gewöhnlich, mit 7 Decimals 
ftellen berechnet fi ſind, als ganze Zahlen nimmt; denn sin. M.« 


[| 


EZ 
‘ 
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33 sim. nat. = (nach 2.). So if z. B. ain. nat. 19° = 
0,5090170, daher sin..M. 18° = 50090170, und umgekehrt 
3090170 
107 

Hat man aber feine Tafel der natuͤrlichen Funktionen zur 
Hand, ſo ſetzt man: log sin. M.« = 7 + log sin. riat.«, und 
cweil nach 3. log sin. nat. æ == log sin. tab. « — 10) log“ sin. 
M.a = log sin. tab. a 3. So ift log sin. tab. 18° = 
O,4809884, daher log: sin. M. 18° = 6,489 .: r folglich, da 
dieſem Logar. bie Zahl 5090120 entſpricht, iR. sin. M.e= 
eben biefer Zahl. en 


5. Um für bie FA, i in welchen der Bogen ober Winkel æ, 
deſſen Sin, oder Tang. ıc..oer Log. Sin. ..in den Tafeln 
aufgefucht werden foll, größer Q oder > 90° gegeben ift, die 
zugehörigen trigonometrifchen Sunftionen leicht und fiher zu 
finden, dienen die oben im 6.5. Zuf. 2. und $. 2. Zuf. 2, dar⸗ 
geftellten Formeln. Die Vergleichung derfelben giebt „die Vor⸗ 
ſchrijt; May ziehe vom gegebenen Winkel a fo oft 90° oder Q 
ab, wie oft es möglich ift, und ſuche dann zu dem Refte x, 
der nun ein fpiter Winkel it, entweder bie verlangte tris 
gonometrifche Funktion, oder bie Funktion des Complement⸗ 
winkels in den Tafeln, je nachdem man naͤmlich entweder 
20 (ober 180 %), oder nur Q oder 30 O. i. nur 90° ober 
zo’) von a abgezogen hat. So wird 5.2. 


—_— 230,509 .. . == sin. nal. 18°. ur 


ſtatt sin 129° .50' :6" gefucht cos. 30° 30' 6". 


— cos 2304512 —— cos 50 45 12. 
— ang 38 15 7. — cot 68 15.7... 
— bot: 190 12235 — — tang50 12 3. 


Es verficht fich hiebei von felbft, daß der: auf biefe Weiſe 
gefunbnen Zahl das’ Zeichen beigefegt werden muß, welches der 
tigenemetrifchen Funktiog des gegebenen ftumpfen ober erhabes 
nen Winfeld zukommt. j 


IH 
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a) Zuſammenſtellung der vorsäslichften goniometriſchen 
Formeln fuͤr = 1. 


Erſtens. Formeln der trigonometriſchen Funktionen ganzer 
Winkel oder Bogen. 


S. 9. a. Fuͤr den Sinus. 

ar. 1. sina=y (1—cosed)==y [(1+ cos) (10s«)] ($. 4. 
Zufaß 6. 3.). 

2.... 009%. tanga (57.1) — Rah Fig. 2. iR 
ID:CL=AT:CT, daher 








ur. Sr — * oder, ſtatt CT geſetzt v(AC+ATYy 

__ fange 
4 . = 7a flangary’ and, flatt AT geſetzt 

ve cT—AC?), 

„ V(seca’—1) 
Br a 
6... = — ($. 7.1). Aber coseca = EN = 
cosec & 
v (BM?--BCH, baher 
1 
To... = 7atotasy‘ 
u 2. tang Je 2. oot Jæ *9 
B.... — 160) * Toter’ weil 
1 
tang a cotas ($. 7. 1 
une v7 _ tanga 
9.....=Y — (nr. 40.) = 7 liang a’) — 
1 
m vVafcotay (nr. 154.). 

10... . == 2sin J« . cos4« (nr. 146. 1)). 


Zufag. In ben Ähnlichen Dreieden AID, 
. DIH (öig. 2) if 
ID: AD=DH:1D, aber DH=2r— AD, 
Daher auch 
sin« = Y[sin. v.& . (2—sin. V. &)]. 





$. 10. b. Zür den Eofinns. 
ar. 11. cos =yli-sinad)—=y[lıtsine) (1—sin a)] ($. 4. 
Zuſatz 6.) 
12... =. m. 2). 


sec®e 5 car. 4) 


cota 


= Falco) (wie in nr. 8.) — Wegen 
CD:CI=BM:CM (in $ig. 2.) iſt 





2. 
12....= cola Cosec a?-1) (weil 
COSseCc & cosec & 
BM— — 


_ 1 fang ja’ _ cot3at—ı 
70T I ptangger — Col zei-fr .. 
16. . ....— 1—2sin Je? (nr. 0) = 2000 je? —1 kur 43.). 


1 a 20 u 
1....=Y —- (nr ar. 41.) = (nr.-146.2)). 
Zufa ab. Will man wieder den cos IE im 
cos. v. BE ausdrüden; fo findet man, wie oben 
($.9. Zuf.), indem man ſich BI und IQ gezogen 





(nr. 154.). 

















. 08% = Yl[cos. v.x .(2— cos. v. a)l. 
5.11. c? Für die Tangente. 24 
sin æ sin 
nr. 18. tange = 2 ($.7.)= "Ya-me) (ar. 11.). 
_ Va — con a) (nr. 1). 
| cos & 
1 
19... . = 6. 7. = a1. 
20... . =Ydseca?—ı), da AT=YCCT—AC),. 
1 cos 2x 
21. N eoeze € (nr. 18. 9. 17.) 
_ 2 >»tangja _ 2. .cot}z 
22... = Zhang} ng 2,3 (Dr. 18. 8. 15.) = at 


sin 2x 





(nr. 156. 1)). 


22... . = ———— (ar. 156. 2) 19.). 


. 12. d. sr bie Eotangente. 








__ 008@ _ YtC-sin a?) 
an. 26. nn ET art) 


cos & 
= Ya-cosay (or. 1.) 


26. . . „. == Y(cosec «@?-1) (nr. 14.) 
= OTHER, (nr. 19.) — Bermöge ur. 25. hat 


man ferner nad) nr. 21—24. 
ı + cos2u 1—tangja? „cotje?—ı 


Men. Von 2tangja 2cotja 
1-#c0s2a sin 2& 
2a sin 2a 1— cos 2a” | 
29. taunga.cots=1. / 


8. 15. e.f. Kür die Secante und Eofecante. 


1 
nr. 590. secca = 7 66. 7) = (or. 11.). 


1 
va-sinad 
Aus dem rechtw. Dreiede ACT tft 
31.... VEtang æ). — Wegen AACTn A BCM 

ft CT: AC=CM: BM, daher 





2... en, indem man für CM wie in 
/ nr. 6. ſubſtituirt. 
1 1 
| 53. cosoo a = nz (9.7) = Ya-00a9 (or. 1.). 
5..... =yCıFrcota?), wie zu nr. 32. bemerkt iſt. 


In den vorigen aͤhnlichen AA iſt auch 
CM:CT=BC:AT, daher, wenn man 
für CT wie in nr. 3. fubftitwirt. 

35 N (a d -Ptangæꝰ) a?) sec & 


" langa na —YGeat- 1) ‚ (ar. 203 


v 


— 25 — , 
8.135. g. h. Für ben Duerfinus und Quercoſinus. 


nr. 56. sin. v. a = 4005 ($.6) = 1 yG—sins?),car, 11) 
= 2sin je? (pr. 40.). 
37. co8. v.e= 1-sin« 6. 6. I= 212 08 «?) (nr. 1.). 


Zweitens, Formeln der trigonometrifhen Funtitonkn eineB 
halben Bogens oder Winkels. 


§. 15. 1) des Sinus und Coſinus. 


Zieht man in Fig. 2. bie "Sehnen AI, IH und ‚auf dieſe 


ſenkrecht CO, ſo iſt C0O:AI=CH:AH=1:2, d. . CO = 
Al = V (DP-FAD?) ober 
sin je = 4y Lina? >a—YTI—sin a2j2)] (or. 36.) 
= 4 Bina?--(1— 2y (1 sin a?) + (1—sina9] 
== (durdy Reduct.) AV (2- 2y(ı— sin —R daher 
nr. 38. sin ja = v- eos ® (ar. 11.) = V Sin. v. « (ur. 36.). 


Zuſatz. Dahe u 
39. sinda? = } (1—casa) und 
. MM. 2Zsunds? = 1—cosa = sin. v.a. 
Wie vorhin, findet man 
HO cos =4IH = iv(IDi-CCH--CDY) 
=4y (ine + +YI—sin a?) = y — yon I, b. i. 


1. 000 = —— 





Zuſatz 1. Alſo auch 
22. cos ja? I(I PcoS ) = 1—sinje? (nr. 16.), und 
43. 2 cos 4a? = — 1-Pcosa. 


Zuſatz 2. Sept man 490° «) ftatt iu, fo geht,‘ 


weil cos (90°— a) = sin a, die Formel nr. 38. 
über in | 
a. sin 6’ j= v— 


sinn 2sin (46 ia). 


‚ ober man hat 


ur. 45. 008 (5 — a) my —— 


dl. 


a6. 


a. 


a8. 


1 +sina__ cos & 
— om 


U — 


Unb ans nr. gr. wird 


en, ober ıkan hat 


1-Fsin« = 2 cos (45° - ja)?. 
Setzt man ferner in nr. 40. 00 "+8 ſtatt a, fo bat 
man; 2sin(g5° +42)? = 1— cas (90°+ a) = 1 sin a 
(5. 5. 3uf.2.). Daher allgemein: 


1+ sin a > 2sin (45° + 4%)”. 


Weil ferner nad nr. 24. 1—cos (90° ) ober 
1— cos (2. (45° +-J«)) = tang (45 4-32) . sin (90° +0), 


"and' eben fo 1-—-cos (2 (45° - 14)) = 


tang (asꝰ æ). sin (00) =tang (415ꝰ4). ain (0 44) 
($.5. Zuſ. 2.); fo hat man: | 
1rsin« _1—cos(p°-+x) tang (45° -+4e) 
1—sina * 1— cos x un * tang (45° —4«) 
= an ge Re 

= tang (45 + 1o)?. 

1 

Da alfo aud; tang (45° tie)= a 
(1-+sine)(1+sin ©) _  1-+sina _1+sin« 


a ı7-sin) = 7 (1—sin a) cos&. 


cos & 
nach nr. 11. oder = I ainzr. wenn man vorhin nit. 


1—eina multiplieirt hätte; fo hat man 





r.° . 
— — — 0 — _ 


Sept man in nr. 39. ematas, daher u ‚ 
fo ift sin Ja? = sin (a-+-45°)? 

„meer _ Fer (nach nr. 69. ., indem 
cos 00° 0 und sin go” n 

_. &in a’ -+cosa?+2sine. c0s& (5.4. Zuſ. 6. 2 mit 
(sin & 4 cos sy 


, Daher 


nr. 16) = 








nr. 9. sin (a-445°) = 


nl 2.— Eben fo findet man: 


50. co Sn — Auf ganz gleiche 
Weiſe entwicelt man: Re 


51. sin(@—459 = —, und 


52. 008 (.-—5°) = * — ferner 

53. sin (450 —8 _ 1° en, und. 
© cos æ-sin æ 

54. cos (45 -a) = my 


6.16. D der Tangente und Eotangente. 

Wegen AHDIw AHCS (Fig. 2, ift 

| CS:DI= HC: HD, b.t. 

tang je : sine = 1:1-+cos«, indem, wenn man ſich aus 
H wit dem Halbm. HC einen Bogen zmifchen C und HI ges 
zogen denkt, CS bie Tangente dieſes Bogens, ober des Wins 
kels H G=4Alz= 30) ill. Folglich hat man 
sin« _ Vli+cosa c0sa) . VCI - cos æ) 





tang je = 14+cose - YCi-+coso (1-4+cose) . .VC(I cos u) c.i), aſp 
- cos æ 
nr. 65. tang za = Ve: und 
1-Fcosa _ 1rc03& 
56. cotje = sin a 1—-cosa 


Zuſatz. Ferner bat man, nach ber Hypotheſe bei 
nr. 48., aus nr. 55. tang ja? = tang («+ 45°)? 
„_1—cos (22-4-90°%) 1-+-sin2z 
—"1F+c00s(22+90% = in zu 7.0.5.8. auf 2.) 
__1-+tanga’+2tang« C1-Htang «)? 
= ftange? — ztange Er —tangea ng)?’ apa 

o,__ i+tangs _ cots+1 " 
57. tang («445 I=7 —tange  cot«—1 
ot __ 1-—tange F 
cotz--ı 1-+tanga' 





und 


58. cot («+45°) = — 


Anf ganz gleiche Weife entiwidelt man: 





0 _ tang a o.__1-Fcota - 

nr. 509. tang (& 5)= ange bang Fa eorc 45 I= = ot? 
_ —tanga _j cotz +1 

60. tang (45° —— und cot (45°. ee 


6. 17. 3) der Secante und Coſecante, ner 
finus und Quercofinus, 


nr. 61. ie vgk⸗ (nr. 30, “) 





62. cosec ja = VX - (pr. 35. s0.). 


63. inneren . (nr. 36. 41.). 


64. cosin eyes (or. 37. 38.). 


Drittens. Formeln der trigonometriſchen Funktionen von 
Summen oder Differenzen der Bogen. 
S. 18. a) des Sinus und Coſinus. 
nr. 65. sin (æ 4) & sine .cosß--sinA.cos«, unb. 
66. sin@—B=sinz.cosß—sinß.cosa ($. 8.) 
Daher durch Addit. u. Subtract. 
67. sin (æ -4) sin (æ — ) =2sine.cosA, und 
66. sin ) — sin («—P) =2sinß.cose. | 
Kerner: 
69. cos (a-+ß) oos æ. cos ß — sina.sinß, und 
70. cos («— PB) = cosa.cosß-+- sin«. «in 66. 2). 
Daher, wie vorhin, 
ı ‚21. sont) + cos (@— PB) 2cosa .cosß, unb 
7122. cos (æ — B) — cos(a+Pß) = 2sin« . sin B. 
© Bufag 2. In derſelben Funktion ausgebrüdt, iſt 
735. sin @TA) eine. vC-sinß)+sinß. YC1-sina?) 
' j =cosß.Y(- -00854?) +cos«. vYC1-c0sB?). 
74. cos (a tp) = Ylı-sinad). VCI- -sinß?) + sin« ‚sind 
?oos æ. cos 4VCI-cos a). YlI-cosß?). 


or. 75. 
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Zuſatz 2: Setzt man: in me. Be, nud a1. map ſtatt = 
und n® ſtatt 33 fo bat man: , - , run) 
sinm®.coonP =%sin (m-Eo) ®-£sin (m-n) ®, und 


76. com. cosuP cos (m + nF P-+Fcoslm-n)Q.' 


Bufag.z. Durch Deus von nr. 65. mit nr. 66. 


. wird 


7. 


TB. 
28 


8l. 


RR J 


sin(a-+ß)}. ein (a-P)=sin«* .coaß?- -sinß?.cosa?, oder 
= 400328 - Lcos?2«_ (indem man 
nr. 152. fubftituirt und gehörig 
> teburirt).. Eben fps, 
eos(@“+ ß).. cosla-ß) = cos 28-4+-Lcos2z und 
sin(a tB).eou(«+P) =4eiu2e + Fsin2p. . 
Zuſatz 4 Rad ur. 66. und 66. ift auch 
sinkia+P)=sinie.cosiß-+ sin ß. cosje und 
sinz(l«-M=sinjz.cos}ß-sm}ß.cos}a, daher 


sin} (æ +)? un 4l@-B)? =-2 sin ja?. cosjß? 
 +2sinjß?. 00540? = ICI-cosSa) (i-FeosBy FIRı-Yeosa) 


- (1-cosß) (nr. 40.42.) (durch Reduct.) 


2-2c008x.cosß 
2 


alfo | 
1—cosa.cosß = sini(«-+B)?-+ sin (a-P)R. 


Huf gleiche Weiſe findet man, iuden men smgerk 
die Formeln nr. 69. 70., wie oben, Ändert: 


1+cos® .cosß=cosgla +8)? + cos} («- 9}. 
Bufag 5. Aus.nr. 67. if: cost le + B)-teinte-), 
12. ine (a) sontehB), 


Setzt man daher «= 30°, fo hat man, da sin 30° 
=3(85.1)), folgende, aud zur Berehnung der Yis 
genometrifchen Zunttionen nüßliche, Formeln: 


. cosß = sin (30 + + einge —P). 
. sinß = cos (30 "= ce 8). 


Und „hieraus: 


. sin (30 ta= c0sß — sin (50 4). 
. 008 (0°4+2) = cos (30ꝰ —M—sinß. 


Ani 0. — 
. 19. b) der Tangente und Sotangente; ber Se 


cante und Eofecante. 


or. 86. tang “Fa = 


. 
che 


sin«.cosß+ cos« .sitıß 
cosa.cosß-+sina.sinß Gr-18.u.5.8.), 
und Durch cosx..cosA Alles dividirt: 











„_ „tange +tangß cot#+cotz 
"" IFtange. tangß — cotx.cotß-+1' 
Daher 


1 Ktang« . tang cot«.cotßtı 





cot(a+B) = 
a tr cos8+sinz. sın 


. und wie bei nr. 86. dividirt: 
secz.secß 
 ittange. tang ß' 


tang æ tangß ° „cotdFcose ' 
1 Gr. 30. »$. 8.), 


1 
m co («FR= = jina.eoaßzFeose. zer 3.0.5.8), 


und durch sin æ. cos dividirt: 
__ coseca .cosec ß 
Tot 187 +cota j 








giertens. Formeln für die Summen und Differenzen trigos 


— 


nometriſcher Funktionen. 
20. 1. Allgemeine Formeln. 
1) Sept man in nr. 67.68.71. 2.c+B= 0; a8 
=y, daß al a=P—B=Y+P, demnach 2a — 
P--Y und eben ſo 28 — Y, folglih = 100 4 


und 3(0 —V) wird; fo hat man: 


.sin®+siny=2sin!(®P+Y) .cosflPp—Y). nr. 67. 
.siuß—siny =2cosä(P+Y).sinz(P—YV). » 68. 
‚ cosP+eosp =2c0s$(P+Y). cosilP—y). » 11. 


008 Yy—cosP = 2sinilP+Y) . sing lp—Y). » 72. 
Und hieraus: 
snP+siny _sin5(9+Y) 








I Sosp+cosy — cos4lP+Y) 


= tang 2 (0 4V. — Eben ſo: 





— = 


sin - sind 
98. — „ ud | 
2 Eee 
gt sin®-+siny 


— = rd Y. — Ferner durch Di⸗ 
viſion von ur. 94. durch 95; dann v. * durch 6 


sin@+siny  tangs(Q--N) 
“na 1 


coy —cos® „tangs Pp-Br. m. 
cos®-Fcosy cos lP+Y) ' On 
== lang4 (P— Y) .tangs (P--Y). 
Ferner allgemein z3. B. nad) ur. 9. de r 
100. cos ay— cosn® = 2sin— , 9+m. sin — 2 0-W 
und fperiell 98 . .. 
cos 2y— c29 = = 2sin +Y. ain En 
Anf ähnliche Weiſe hinſichtlich der übrigen Formeln. 


2) Aub nr. 86., durch gehoͤrige Reduction ber. Btuͤche, 
findet man: 


2sın &.cosß.(sinß?-I-cos 
101. tang(=-}-) — ge 
sin 2x 
— 75 —ED 
(nr. 146. 69. 70.). — Eben fo: 


2 
102. tang ra tang (a- 5* 5 ——— und 


105. cot «9 — cot 4) = — sin(« 177 * («-B)" 


00. 








*) Nr. 98. und 99. im Proportionen verwandelt, geben die Saͤtze: 
Die Summe der Sinuffe (oder Eofinuffe) zweier Winkel vers 
bält ſich zum Unterfchiede derfelben Sinuffe (oder Eofinuffe), 
wie die Tangente (oder Eotangente) der halben Summe 


jener Winkel iur Tangente der halben Differen eben dieſer 
Winkel. 


— $2 — 


Eben ſo hat man and nr. 88. 89. bie 4 Zormeln: 
2cos&.cosß 
ar. 109. —R pee⸗ (a 65*  c08a?.cosß?-sina?.sinf? 
20os æ. cos 
= 08 (a cos (a+P)- cos(a-ß) 
W Zu _ 2sin«.sinß 
105. 0 (CH) — 00 aD) = aaa FA) one 
2sin&.cosß 
sin(a+-ß) .sin (a-ß) " 
2cos&.sin inB 
107. cosec(a-B} — cosec aD) Zn FB). ine 
9 Man hat ferner aus nr. 67. 68. ' 
+ sin sin(a-}-ß) + sin («-8) 28in æ. cos A 
sin sin(«+B)— sinla-B) 2cose .sinß 
. = tanga . cotß. 
sin(«+B) Hsinte- -9) 

09: os («+B)+coste-P) — tange. 

 coslo+B)Foodla-B) _ 

Ä 110. ' cosa- B)—cos(e1#) = ot . cotß (ur. 71. 72.). 
sin («++ sin ( sin(#-ß) . 
—— 0a) 7 cot3. M. ſ. w. 

9 Nach nr. 65. iſt: 
Ssin (æ) ain æ = sine.cosß-+- ens æ. sin B- sina. 
= (1+c0sß) ain æ cos æ. sin ß. 
2cos 8. ſinA P Cos æ. Sin 
(nr. 42.) 
== 2sin®.cos3ß. cos$ß 4 cosa 
.2sii}ß.cos$ß (nr. 146.) 
= (sin . c0osiß-# cos« . sin 18) 

. 2c0s3ß, alfo | 
112. sin(«+B) + sin« =2c0s3B.sin(a-+38). Eben fo: 
113. sin (æ ) — sina«==2sin!ß.cos(a448). Daher 

Man findet eben fo: | 


115. cos (æ +ß) Fcose = 200838 .cos(a4-38) und ° 
116. cos 


100. cosec («-}P) + oosec (2-ß) = 


113. 


114. 


"nr. 118. tang («+P) tangæ = 


— 38 — 
nr.116. cos æ — cos ( +P) 2SISB, sin («-44P) Daher 
cos (e+B) + cosa _ , 
COS & — cos (et BI cot3ß.. cot kar3P ) 
Eben fo if nach nr. 86 und 18. 
_ sine .cosß -+ cose . sinß sina 
tang (a-FP) + unge = cps2.cosß - sin æ. sin Cosa 
ine .cusa. cosß-+cos«a?:sinß--sinz.cosz.cosß-sina?. sind 
cosa?. cosß. — sinæ. cos a. sin 
asina.cos®.cosß + (cos 42! sin a?) sin® 
* cos æ eoc . cosß — sing . siuß). 
_ sin 2x .cosß 4-(1— 2sine?) sind 
"008%. cos(z+Pß) — or. 146. 60: und 152.) 
sin 25 .cosß + cos 2« . sin ß 
* c08& . cos(x-+-P) 





117. 
“. 


Gar: 151... ‚Daher Denn 


sin (2=2--P) | 
c08@ „cos (a4-B) car. 65.). 
Eben fo findet man: u 
sinß 


119. tang(æ ) —tanga = cos& . cos(a+ß)" Daher 


120, angle HB) Hiange _sinlze43) > ng 


" tang(«+P) —tanga sıinß 


Auf gleiche Weiſe: | 
'cos® , sin«.cosß+sinß.cosa 
121. cola r tan eTI= sine Ton. cosß—sinß .sina 
Gin «?++-cosz Er) c cos osB, 
sine. cost&rkB). 


0 
sine. —— Eben pp: 


(cos&?«s1n«?) cosf-2sina. cgs«. ‚sinB 
& Z— 
122. cota + tan (u-}-) sinaz.cos(<-+-B) 


dos22 . cos B-sin2« ‚sinß 
‚ ib. 
- 146.) 
" cos(za-4+-ß) _ 
sina. cos(atP) car. © r 
⸗ „sin (22-+ß) 
123. cot @ HA) +eota= sin a -sill («-+B)' 


Dr. Sasus Ledrbearifi der babern Matbewmatil. 





os 


m. 124. vote ct (aA) = zn —— Daher 


cot(a-+B)-+eote _ sin(2e+P) u. ſ. w 
ot cat) — sin tn 
Man findet auf gleiche Weiſe: 
126. sin«—sin(a-ß) = 2sin}ß.cos(a-3ß), und 
127. sine + sin(a-ß) = 2c0s4ß'. sin(«-38). Alſo 
sine + sin(a-ß) _ sr _ 
sine — sinte-B) — cotas 0 tang (@ 26). 
U. ſ. f. durch alle Combinationen; z. B. 
sinaFsinß _ 2sind(a+P)cos$(«-B) " 
sinca+ß) - sinx.cos8--sinß. cos Car. 90. 69.). 
Es if aber der Nenner — 2lsinfe . cosi« . cosß 
+ sin4ß . cos$ß.cos«) (nr. 146.), und biefer einges 
ſchloſſene Faktor, wenn man nr. 65. mit 69: mültiplizirt 
und im rebucirten Produkte nach nr. 151. feßt cos æ 
ftatt (cos Jæ - sinzae’) und cos B ftatt (cos4ß?-sin4ß?), 
ift auch = sinkla+P) · cosl«—P). Folglich ift 
sine--sinä __cos$ («—Pß) , 
120. — — —* Salat) — 5 Eben fo: 
0 cosa--cosß _ cos à (æ - ) 
Im. sin(a+ß)  sinäla+ß) " 
Obige Formeln werben einfacher, wenn man feht 
‚, @49=9 und a—=y, daher B=9—Y und 2a--P 
—(a}+3) 04V; man hat dann: 
_. sin(d+Y) 
151. tang@ Fiangy = cos .cosy 
sin (d-— V) 
cos .cosy 
_ sinc9-+Y) 
135. ern sind — (nr. 123.). 
sint®—\V) 
134. cfty—cotd = ng a Car. 124.). 
Und aus diefen Formeln durch Diviflon: 
tangP-Htangy _ sin(®-+Y) 
tangp—tangy  sin(p—Y) 


129 


128. 


(nr. 118.). — 


132. tang ⸗- tang = (ar. 119). 


135. 


cotP-+coty _ sin(P+Y) 
cotY— cut® my)’ 


tang P—tangy 
150. Tot P+coiy =tangQP.tangy. 
tangP — tangy 
coty—col® 


139. cotYytcot? = 


nr. 130. 








= tangP. tang y. 
cos(PFW. 
siny.cosQ' 
5. 21. 2. Specielle Formeln. 


1) Segt man Yy=90°—Y, fo ift sn y=sin (90°— Y) 
=cosy. Man hat daher 


nr. 140. sing--cosYy=2sin}(d- +99. cossP-+V- 90% 


158. 


nr. 121. 122.). 








(nr. 90.). 
121. 1. sing any =2c0s3(9- "vr. sin I(0 V-900) 
eos (nr. 91.). 
cos ’ i 
122, m Lein jiangi(9-Y 790°) (nr. 94.). 
14. zen = tang} (P-FY-90% (nr. 95.. 


U, f. w. Ä 
2) Sept man V= 900 — -9 und ‚zwar V>9>38; 
jo hat man auch aus nr. 90., ba nun sinY—cos®.ift, 
| sin®+cos® = 2sin 4(90%. c034(90°— 29) 
= zfin45°.cos(45°—09). Übernah 
nr. 152. if, & ==45° gefeßt, sin45°= 4 und 2sin45 
* VaV2, bahe 
144. sin cos V2. cos (A5ꝰ - 6). Eben fo iſt nad) 
nr.g1., indem man ſetzt sin — sin®, und nad) nr. 152. 
145. vos A== 2008 459. sin l4a5°—@) . 
, = vV2.sin(45°— 9) (8.4. Zuſ. 6. 1.). 


Fünftens. Formeln der trigonometriſchen Junktionen vielfacher 
Bogen, dann der Potenzen jener Funktionen von einfachen 
Bogen mittelft der vielfachen. 

8.22: Zur Vermeidung aller Weitlaͤufigkeit ftelen wir Biefe 

Formeln, weiche | in Naher Berbindung ftehen, unter ‚einander 


auf. 
5,» 


— 56 — 


Setzt man in nr. 66. a ſtatt 4, fo iſt 
nr. 146. sin 24 = 2sina . cosa. Daher 
1) sina = 2sinj« . cosja; 
sin 20 
2sina” 
5) Jain 20 = sing . Cosa. 
sinz , COS“ ain æꝰ4 cos aꝰ 


— oder tang + cotz —— - 


"005% ' sine sınz.cosa 


-— 1 __ _2_, Dabe 


sinz.cosz sın 2 





2) cosa 





= I (tanga + cot æ). 
2langx 
TFtang — (ar. 146. 4. 13.). Folgiich 


2tang Fe — _2eotje (ur. 
ı Ftangt«? 1--cotja? 
151. 6032 = cosa?— sina? (nr. 69.) 
— c0s&? —(y(1—cosa?))? = 2cosa?— 1 
= 1—2sina? (indem man vorhin nr. 11. flatt 
cosa? fubftituirt). Alſo 
152. cosa? = }(1 + c0s2«) = 1 —sina? (nr. 11.), und 
sina? = $(1— cos22) = L—cosa? (nr. 1.) 
Wegen cos 24 = 2c0sa?—ı iſt auch 
2 
153. cos 20* — Bin Te Daher 
1—tangge? 2 cotja—taug Jæ 
I Fiangge? ”eoife Fiungge (nbem mon 
nämlich durch Lang Ja bividirt), ober 
= — 77 (nr. 19.), und nach nr. 152. 
1—cos2a __ tanga 


— Vũ ttange‘) 


| = ya: cota?) -: ar. 19.). 
155. 1 sin 2a == (sina’--cosa?) +2sinz. cos æ (nr. 146.) 
= (sine +cos«)?, und eben fo: 
1—sin2z = (sina— cosa)?. Ferner 


148. 
sin? 





149. sin2« = 


4150. sina = 19.). 


152. cos æ = 





‚sine V (nr. 155.) 


\ 


— 37 — 
1 cosras = 2cosa? (nr. 151.), und 
1—cos2%#—=2sina”. Daher 








56. H sin? 2sinz.cos« sine _ von 2: 
ur. 100. 14 600s 24 Cosa co 8%; 
9) sin cota: 
1—cos20 T. * 
cos 220o0os æ eine FR 
5) —— (n. 151 J=Ki-tange )s 
cos 2a _ 2 
” —— een 1). 
cos 2a c08a—sina - 
157. Pf oinza —einatcosa 101 100.) 
. * 
„nl ur. 145. 144.) 


158. 


160. 


161. 


1-+ sin 2% _. fang (45°-ha) La) 


T cos (Aso- a) 
== tang (45° —a) == cot(45°+«), und 


cos __ 4 — 
ons = cot(45°—«) = tang (45°). Daher 





0 — 
1—sin2» iang ca ==tang (45 Ta=).cot ⸗ «) 
= tang(45°+&)?. — Nach nr. 155. iſt 
= tang æꝰ. — Und lehrt man in nr. 157. 158. 


bie Brüche um, fo hat man: 


1 sin as 
c03 2% 15 cos 2% b.i. soc2=-Ftang2a = tang (45°— «) 
= cot(45°— e) =tang(45°-+a). Eben fo: 


sec 2«—tang 2a = tang(45°— =), daher durch Addit. 


1— cos ?« 


1 6os 24 


2300 20 = tang (A50-4) + tang (450 - &). 


162. sin3« = sin Gate) = = sin2« . cos#s-+-sin« . c0os2& 


(nr. 65.) 
—=2sina.cosat+ sin æ (1— 2sin «?) (nr. 146.151.) 
= 2sing — 2sina’--sin« — 2sin° (nr. 152.) 
= Ssin«—4sina?. Daher Ä 
Ssin æ — sin 3a 


4163. sin = ——, — 


4 


1694. cos 6° =: c08a? . cosa == $(cosa P cos& . cos 240) 


(nr. 152.) 


— 1 — 


nr. 165. cos 5& = 008 (2«-4-2) = cos & . cos 23 — sin« . sin 2x 
Cor. 69.) 
== cns% . cos 2% — 2sina?.coss (nr. 146.), und 
wegen 2008 æ* - cos à2 cos æ. cos 20 (nr. 164.2 
== 2005 2° - cos æ - 200s æ 200s æ* (nr. 1.) 
— 4cosa’— 30084. Folglich 
166. casa? = $cosa + Jcos3a«. — Man kann au in nr. 
65. 69. 20 ſtatt 4 feßen; dann ift 
167. sin 3x = sin2« . cos«-+ c0s2=. sin« und 
cos 30 = C032% . cos æ — sin2z .sina. — In beiden 
Formeln nr. 146. 151. fubftityiet, iſt auch 
168. sin 30 — 3sina . cosa?--sin«’, und 
cos 3% = C082’—3cosx » sin«?, 
169. cos«* = cosa’? —=z-+%cos2x-+-4c0s2a? (nr. 152.) 
= 4--3c00822+4+% 0084 (nr. 152.) 
-cos 20 + $cosda. 
ı —— (durch Subſtit. von « ſtatt / in n. 86.) 
220c00t æ 2 
cola? 1 cAah⸗i⸗ 


170. tang2a2 = 








— (nrt.19.) Eben fo: 


m. cot2 __1-—tanga?” _-oota? —1 _ cota —tange’ 
* 2tange. ° 2colz * 


Setzt man «450, fo iſt wegen tang 401 (6. 7. 
Zuf. 1.) und sin 45° == c0845° (6. 4. Zuf. 6.) 
og, _ Cosß+sinß _1+tangß_ cotBFı 
172. tang 4° +B)= cosß+sinß iıttangß cot8+1" 


sinz—cos« 














173. tang(« — 459) = sin«-Leosa (nämlich 3 =u gefeßt). 
U. f. w. 
cosec.a? 1-Fcota? 
174. cosec 20 = Test (nr. 89.) = code Car 26.) 
=; cotz ia rote) — 5 (langs-t-cota) 
(or. 19.). 
sec æꝰ 1 + tanga? 


. set % = —— (üT. —— —_ 
125 w 7 taug «? (ar. 88.) = — tange” 


- 9 — 
_G+ttang«) 2tang o 

— Tanga? 1— lange?” 

_i1-tanga  2tang a 

T 1- lange u 1—tanga? 

= tang (45° + ©) — tang2a (mr. 172. 170.). 
Zufag. Da 1— cosa == 2sin!« ‚sinja (nr. 40.) 


= sine. en (nr. = sing.tang}a, [0 iſt 


- cos æ 2sin}a” 
sin« sing 


2sin}e? | __ singe 
 2sin da «cos y. cosia cosza Mr 16. ı- sin $&.cos cosfe 


1-1 2sın 
177. colja en (nr 56) eine (or. 0.) 


— 1— singe 
Sinje .cos}z Cor. 136.), Daher auch 
1— cos 2« 2 _2tang3« 
in 1 1—tang$ 10? 
MI, Weil dem⸗ 
cotiw —tangi« oolja’—1 
2 j 
— — = ta, JO 8 
nad) cotj« tang ia m ng 2cot a, fo if 
ah . 
179. tangja = cotja — 2cot«, oder 
tang æ = cola — 2cot2«. — U. f. w. 
2 ’ 
colza +tangz« 


ar. 176. tangja = 











(nr. 170.) 





178. tange = — 





Car. 150.) = Zora + tangie 
(nr. 179.). 
j 1- cos æ 
Weil ferner nach ar. 176. ang = in 
1 c0s —— 
—— —* (ur. 2.), daher tangga · tang = osx 


Tann! it; fo hat man audı 


181. - tangi« .tanga, ober 
1 
1-Fiangis .tanga 


180. in« = 


cos2 = 


— DD — 


5. 25. Einige zuſammengeſetzte, abgeleitete 
Zormeln. 


nr. 182. C08 24 — c082ß = 2 (sin B? — sin a?) (nr. 151.) 


Weil aud 


= 2[(sinß-+ sine) (sind —sina)]). — 
nr. 77. sin(@+P) .sin(&«—P) = sina? 


. 008 B? — sin B* .cosa? = (sin a? +cosa?) cos? — 
— (sin 8?-F cos?) cosa? iſt; fa hat man auch: 
1835. cosß?—cosa?(=sina®— sind? nadı nr. 11.) . 


—=sin(z+P).sin(@—P). 


Auf gleiche Weife findet man: 
1,184, cosß?-sin a?(==cose?- sinß’) = cos (a-+-P). cos (a- -B). 


Und durch Multipl. von nr. 131. wit 132. und von 
nr. 133. mit 154. findet man: 


185. tanga? —tangß? = _ &in (e-F2) ‚sin(e—B) (=-FB) .sin(e—B) ‚ und 


cosa.cod 


186. cot 9? — cot a sin(x-+-ß) . sin sin(a—p). 


" sina.sinß® 


. sinz.cos& = Xsin?« nad) nr. 146., unb 
187. sina? .sin2« = sin 2% — sin 2a coga? (nr. 1.) - 


"188. sin 2#.cosa = 


189. sin3« . C03& 


= =sin 2% — $sin2x (1 cos 20) (nr. 152.) 
= 4sin2= — $sin4e (nr. 146.). 

= sin (22-+e) — sinz . cos2& (nr. 5.) 
— sin3« — sing (1—2sin«?) (nr. 151.) 
== sin3& — sin« + 2sin.«® 


=sin3«-sin re tun (or. 163. \ 


=jsin3s-+ sina. 

= sin(3ate) — sinz . cos 34 

= sind —Asina .cosad® 4-3sina . cosa 
(nr. 165.) 

= sind«+2sin24—4sina.cosa?.cosa 
(nr. 146.) 

= sin Je + Sin 22 — Asina . cos«& 

+ 4sin 93. cos& (nr. 11.) 
= sind«-4sin2#-+- sin 2« - sin 3&.cosa 


ar. 163. 146.) 
=FIsind« + ‚Fein 2a 


— 


— 4 — 


nr. 100. sin a®.cosa = 2sink. cosa —1sinde . cos« (nr. 163.) 
= $sin2s — Fsinde — }sin2a 


. ze 4sin % — I sin 4a. (ar..146. 189.) 


191. ain æ. cos 3æ — sind« —sin3e. casa (mie oben) 
== sind — 3sinde — - 451022 (nr. 189.) 
. = singe — sine. 
19. sina.cosd — : sina.cos& + $sin« .0083# (nr. 166.) 


—$sin2= + Zsind« — Fsin2z (n. 10. 19. y 


== #sinde + $sin 2e. 
Anmertung. Die meilten biefer Formeln find, wie man 
fieht, zwar für fpecielle Fälle entwideltz allein es haͤlt nicht 


fchwer, 3-2. die Funktionen bed nfachen Winkels oder Bogens 
darzuſtellen. Weil naͤmlich 


1. sing@-+Pß) = 2sine . cosß — sin («—B) Chr. 69.) 
2. cas(a-4-ß) = cas(«—P) — 2sin« .sinß (nr. 72.) 


—— — 
5. tang ( 39* 1—tang« ‚tangß 


man durch Subftitution von (n — 1) 8 ſtatt a 
ans 1. sinnß = 2(sin(n—ı1)P) . cosd — sinm—2)B; 
s 2. cosnß = cos(n—2)B — ?(sin (n—1)Pß).sinß; 


__ _tang(n—1)8 + lang 
s 8. tangnß — 1—tangm—1)ß. tangß (fn—1)B tangß° u. f. w. 


Aber dergleichen allgemeine Ausdruͤcke entſprechen dem Zwecke 


einer allgemeinen Berechnung 3. B. des sin neæ keineswegs, weil 
man sin(n—1)a und sin(n—2)a wiſſen muͤßte. Daher fol 
gende allgemeine Aufgabe! 


8.24. Aufgabe Aus dem gegebenen Sinne ober 


Gofinns des einfahen Winteld den Sinus oder Eos. 


finus des nfahen Winkels zu finden. 


nD.n— .n—?2 
Aufloͤſ. L inne = neina.cosa ı_n.u-1.n—2 


1.2.53 





n— Hn- U- M-53. n n— - 
sinz’.Cos& 5 tn * sinat.cose 6_L.. 
— N2.0n—1.n—2...n—2m , 2m-+1 n-Qm+1) 


—n— — sına eos 
1.2.35... 2m+iı 


N ⸗ —4 


Car. 86.)5 fo erhält 


[4 


- 4 — 


on. n.n—-1 . 22 
H. cosnz = cosa& 77 sin a?. COS æ 
nd 0 n—1 e n—2.n—5 
* 1 ® 2 } 5 — 4 
—n.0n—1..n—(?2m—-1) . ?2m „02m 


— — — — — 81n . g . 
+72... m ma .c0o . 


sin &’.cos ai_ı ... 


Sowohl in 1. ald IL gilt im beigefügten allgemeinen Gliede 
das obere Zeichen, wenn m eine ungerade, dagegen das 
untere Zeichen 4, wenn m eine gerade Zahl if. 


Beweis. And nr. 65.69. hat mar, B=n« geſetzt, 
sin (n 1) = sinna .cosa + cosnz .sinx, und 
cos (n+1)a = cosn« . cos æ — sinne . eina, 


Diefe Gleichungen zeigen, nach welchem Gefete Sin. und 
Eof. des vielfahen Winkels (n+1)a aus dem Sin. and Gof. 
des nächftvorhergehenden vielfachen Winkels entfichen, 


Man nehme alfo an, daß bie in unferer Auflöfung aufges. 
fiellten Gleichungen für sinne, cos na gültig feyen, und fuche 
daraus die Gleichungen für sin (n i) æ und cos(n+1)« obis 
gem Gefege gemäß; fo wird man, sin“ = 3 und cosa=—c ber 
Kürze wegen fegend, finden: i 
sinne . coaa — na 0 In 5 n-24. ... 

1,2.3 
— 2.0—1...n-(2m—1).n—2m gati. n—2ın 
1. 2....2m . 2m1 . ' 
. n.n—1 A n—2 
cosnz .sinas.C" 1.9.0 +... 
—1.0-—1...0— (2m—1) gmri a2. 
1.2... am " 


Daher durch Addition beider Werthe: 
sin(u4-1)&e=(n-+D)s. Fe A 
— (n£1).n.(n-1)...(n+1-2m) zur ‚@-2m 

1.2.3... 2m-Hi 


® 
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Auf gleiche Weiſe findet man auch: 
cos næ. cos æ —= cari_ —— Fe +... 
—— .n-(2m-+1) om ‚2m, 
1.R.. .Qm—1). zım Zu 
— sinne .sine=— e.. Fi ... th 


F .n—1...n— (2m—2) „zum at 


Alſo TERROR ———* 2 ir. . 


Fern. .n. aD- ———— „zus nz 
. 2. ..(2m- 1).2m zm 


Diefe Gleichungen m sin(n+1)e und cos(n-t-1)« findet 
man aud aus den in unferer Auflöfung angenommenen Gleis - 
dungen, wenn man in diefen n+ı flatt n ſubſtituirt. Wenn . 
daher diefe Gleichungen für den Sinus. oder Geofinus irgend: 
eined vielfachen Winfeld (nz, wo n = einer ganzen Zahl) güls 
tig find; .fo gelten fie auch für sincn{1)« und cos(n+1)e. 
Run gelten fie aber vermöge der Formeln nr. 146. 151. 168., > 
wenan— 2 oder Ss iſt; folglich gelten fle auch für sin (341) 4 
und cos@--I)e, d. i. für singe und cds4a; Demnad.n = 4 
gefett, auch für sin(HF-1)& und cos(4+1)a, d. i. für sin 54 
und cos5a; u. ſ. w. ind Unendlihe. Sie find alfo allgemein 
gültig, welche ganze Zahl and) n bedenten möge. j 


.  Zufaß 1. -Daß die Formeln oder Gleichungen in obiger 
Auflöfung auch für gebrochne Werthe von n gelten, erhellt fo: 


Es jey wieder c=cosa und s—sina; fo gibt ‘ 


1) bie Entwidlung von JCc+s) N_ 200-8)" 
n.n-1 n-2 8* n.n-1.n-2 n-3 93 


n n-1 ,„ 2.n-1.n-2 u 
ic +inc 4. .3 +7 ge .s + 


n n-1 n.n-1 n-2 2 n.n-1.n-2 n-3 3 
—Jc +inc .s—4L.——c 2; 44. Tg +6 en 
n=-1 n.n-1 2 3 3, n.n-1.. „nd n-5 5 
= ‚sl, a I — 
nc 47,77 s47,2...5 
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d. i. ganz dieſelbe Formel wie für sinnz, nur Daß die Zeichen 
jeßt nicht alterniren. — Eben fo findet man: 


2) iCc+9) +48)" 
= +7 Io n-2 ———— .. = n- tr. d. i. ganz.bies 
felbe Formel, wie für cosna, nur daß auch bier die Zeichen 
sicht wechieln. 

Sollen in beiden Entwicdlungen die Zeichen wechfeln, fo darf 
man nur sy —ı flatt s fegen; dann erhält nämlich in Bezie⸗ 
hung auf 1) wegen s’ (nun) = — s’y—ı bad zweite Glieb 
Das Zeichen — und bag britte Glied bad Zeihen +, weil 
v3? = + sy ik Allgem. Groͤßenl. $. 59. Zus 
ſatz 1.); u. ſ. w. Auf gleiche Weife erhellt diefelbe Wahrheit 
für die Entwicklung unter,2), welche, da bie imaginäre Größe 
VAi verfchwindet, nun ganz biefelbe wird, wie für cos na. 

Demnach ift 
"nr. 103. $loose+sinay -1) m jlcosa-sinay? -1) „Seinney -1. 


194. 3(cos«+sinay’-1) NL %Ccos &%-sinay 1) =cosne. 

| Durch Addition und Subtraction beider Formeln hat 
man noch 

105. (cos + sinay- = cosna-+ dinnzy’-1. 


. n . 
106. (cosa—sinay-1) =cosna—sinney-1. 


Zuſatz 2 Es iſt alfo: 








sine — 8 cos æ == c. 
sin 2x == 208. cos 2x = c? — 8?, 
sin 3a = 330?— 8°, c03 5x c — 3c3?. 
sin ds = A8C° — 4cs?. cos 4& — 0? — 6c?s? + =°. 
sin5& — 5c0's— 1003’ a. c0s5& = 0°— 100’8? + 5cs", 
sin6& Gos — 200°? -4-0c5°. etc. 
etc. - ' 
Man hat eben fo: 
tanga = mt. “ 
. cos & 
tang 24 = —— a — (und durch c? bivibirt) = =. 
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3t — t 
tang3a = = *7 ẽ © (und durch c? dividirty = ige‘ 
tang da = ** U. ſ. w. Daher denn auch: 


— — , 
1—- or +1 


- 1—t - 1— 
= —; = s. cot3a = 
cota ra ot 23 7 eot 30 


— 





z 

Ste u. ſ. w. 
Zuſatz 3. Durch Subſtitution der Werthe für cos« oder 

CIsh und für sina oder s= y(i—cd hat man: 


sinz — Ss. cos æ = c. 

sin 2e = 2sy (1—3?). 822. —=2 —1. 

sin 3a == 33 — 48° (wienr.162.). | cos3« = 40° —5c. 
sinda= (4s—88’) y (I—8?). | cos =8c—8c?+1. 


sin5e = 535 — 208° + 168°. - cos5& = 16C°— 200"4-5c. 
sin 60 = (68 — 328° -} 1923° etc. ’ 
—1283’)y (1—8’). 
etc. 


Durch Tetchte Subflitutionen laſſen ſich auch die Siunffe viele . 
facher Bogen in lauter Potenzen ber Eofinuffe, und die Gofls 
nuſſe vielfacher Bogen in lauter Potenzen der Sinuſſe ausdruͤ⸗ 
den. Naͤmlich: 


sine = vÜU—c). " ce = yvia—s?), . 
sin a — 2cyV (1—c). cos a =1— 23%. 
ain 3 (Aacꝰ — NyÜa—) . |cos3e—=(1—4u)y dm. 
sinde=(8c’— Ac)y (1—c”). Co84s = 1— 85? --83?. 
sin 53 = (160°- 12--1)y (1=0°%) etc. | 
eto, " 


Zugleich erhellt, daß, wenn man ſich ben Winkel, für wels 
hen eine der worfichenden Formeln gift, im gleiche Theile ges 
theilt vorſtellt, Die zugehörige Formel ſogleich erhalten werde; 
fo iR z. B. sina==2sy (1-37) die Formel,‘ wenn der Wintel 
in 2 gleiche Theile — und sina == 853— 43? die Formel, wenn 
der Winkel in 5 gleiche Theile getheilt wird, 


. Bnfab 4. Aus den vorfichenben Sormeln folgen unmits 
telbar auch bie der Potenzen des Sinus und Coſinus. So hat 
man hinſichtlich der ungeraden Potengen bes Sinus durch bloße. 
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Verſetzung der Glieder jener Gleichungen unb daun durch Sub⸗ 
ſtitution des bereits Gefundenen die Formeln: | 
sinz = sina. 

4 sin 35sin« — sin 3x. \ 
16sina°=10sin«—5sin3a + sind. 
64sina’—=35sina-—-21sinde-+-7 sin5e—sin7e. 

etc, 


Um die geraben Potenzen bed Sinus zu finden, darf man 
nur eben diefe Gleichungen mit 2sin« multipliziren, und Die 
erhaltenen Produkte had) nr. 72. auflöfen; wobei man fi ers 
innern muß, daß cos (æ — x) oder cos 0 = 1 if. So befommt 
man: _ 

2eina’= 1—co0s2x (wie in nr. 152.). 
8sina—=3.2s5ina?— 2sin3a. sin 
= 5—30082% — 00932%& + cos4x 
=3—4c0s2# + cos4z. Eben fo: 
. 32sine = 10— 1500828 4 6c0s Aa cos Ga. 
108 sin ad — 35 — 50008 2a 28 os As - 8 cos Gæ - eos gæ. 
etc. 


- Die Potenzen des Coſinus folgen unmittelbar ſchon aus 

* Formeln. Naͤmlich: 

20084? = 1 +cos2= (mie in nr. 152). . 

4cosa? = 3 cos æ +cosda. Und für c? fait, 

8co0s a’ = 3 4 cos 24 6os 4c. Eben fo: 
16c0s «5 == IO COS 5 cos Sà cos Sæ. 
32 cos ab = 10--15c032= + qœosa-cos a. 
G6 cos æ = 35c00s8& +21c083k + 7cos5e + Conde. 
etc. 


Das aus biefen Gleichungen hervorgehende Gehe der PER 
ficienten ber Werthe, welches, wenn man fie mit ben Binomiala 
Eoefficienten vergleicht, Leicht erfichtlich if, findet man in Kilüs 
gel’s& anatytifcher Trigonometrie von Seite 121 128 won 
dargeftellt und bewieſen. | 


8.25. Aufgabe. Es fey ein Winkeloder Vegten 
a durch feinen Sinnd Loder Coſinus) « gegeben! 
man ſoll alle verfihledenen Sinuffe Coder Cofinuffe 
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des nten xbeiles ber zu dem Sinus (oder Eoſinut) 
x gehörigen Winkel, deren Heinfter = Ofen, D für 
ein ungerades, 2) für ein gerades n finden. 


Aufldfung 1) Für ein ungerabes n. 
Der Aufgabe gemäß iſt « == ang. (ober arc.) sinz, „der 


eng. sina. Weil nun nad) 6.8. Inf. 2. der durch ſei⸗ 


nen Sinus gegebene Winkel oder Bogep « unzählige Werthe 
hat; fo muß jeder diefer Werthe in n' gleiche Theile getheilt 
werden, indem a felbft in folche Theile zu theifen if. - 


Jene Werthe, ald deren Fleinften wir © aunahmen, finbj 
nach Klaffen geordnet, folgende: 


I. 9; #— 05 274-9; 3#— 035... n—Dr+9; nr—0. 

II. n+Dr+95..« — er 

III. 2nr-+-9;... 5nr—0. 

IV. @n+ Dr+9 ... —— 

U. ſ. w. 

Da aber die Sinnife des nten SCheiled jedes Winkel der 
Kaffe II. IV. u. ff. ſchon unter den Sinuffen des nten Theis 
[es der Winkel in 3. und II. vorfommen; fo hat man nur eben 
Diefe 2 Klaffen- zu berhffichtigen. 


Wie nun in I. bie Summe der Winkel O+nr— dr, 
baher der nte Theil diefer Summer, d. i. ein ungerades 
Multiplum von a iſt; fo ift auch: diefes derfelbe Fall mit dee 
halben Summe je zweier anderen Winkel, die von ® und nr +P 
gleicyweit abftehen. Demnach find alle Sinuffe des nten Theis 
led jedes Winkels in 1. gleich und haben baffelbe Zeichen (5. 8. 


Zuf. 2.), und zwar -+-, weil, wie a? <r or < aR, fo 


and) dee nte Theil eined jeden ber Abrigen Winkel in I. tlei⸗ 
zer ald 2R ift. 


In II. ift wieder die Summe ber vom Anfange und Ende 
gleichweit abflehenden Winfel = Sn, daher der nte Theil der 
Summe — ör, ®. i. ein ungerabes Bielfache vun w, alfe 
find auch die Sinuffe des nten Theiles diefer Winkel gleich 





und haben daſſelbe Zeichen, das aber jetzt — iſt, weil, wie 
wzurt oder (2-12) <2r aber >r, auch der 


nte Theil jedes andern Winkels in II. feiner als 4R, aber 
größer als 2R ift. ; 


Weil endlich die Anzahl aller Winkel von DO (ober von 
or O) an bis nr— 9 in L gleich n-Fı if, aber die Sinuffe _ 
des nten Theiles je zweier (vorhin bezeichneten) Winkel gleich 
find; fo hat man für die Klaſſe I. nicht unzählige, fondern nur 


nr verfhiedene Sinuffe. Eben fo hat man in ber Klaſſe 
m nurn—1 Wintet (3. B. für n=5 nur 4), daher gibt biefe 
Klaſſe nur ——— Wverſchiedene Sinuſſe. 


Demnach ai die Werthe von sin“ == sin = ang. sin æ für 
ein ae n folgende: 


2 XC, sin +, ja Dr, 
n 





I. sin ®, sin — 
n’ 


IT si —— ... Sin arte, 


Nimmt man nun zuerſt ſtatt der ſinnhfen Winkel ihre Sup⸗ 
plemente und ſtatt der erhabenen Winkel die Uederſchuͤſſe über 
2R, deren Sinuffe aber nun das Zeichen — haben; fo find die 
nach + und — geordneten verſchiedenen Werthe von ain? m fols 
gende: . 

rl. (Sinuſſe mit +). F ; sin * sin tt, 
„set, Iu-DrtP, —— 











w. iu mit —). sin * sin ee sin ze. 


in eanrte , —E——— 
n 3 


In Y. und I”, gilt bei @ das obere Zeichen für einen ges 
taben Werth von 101 — 1); das untere Zeichen für einen 
ungeraden Werth von 3a-1). 

Iſt 


TR 3.8. der Winkel oder Bogen «, der bloß durch feinen 
Sinus a gegeben ift, in 5 gleiche Theile zu theilen, wo folglid) 
nun für n=35 ber Werth von In —1) =1 d. i. ungerade iſt, 
baher bei 9 das untere Zeichen gilt, und Die aus I. zu nehmen; 


ben Sinuffe mit 2 enden; fo hat man aus eben biefer 





. Klaffe I. nur diefe 2 verfchiedenen Werthe von sin =, naͤmlich: 





4 sin“ und + sin "2, Weil nun aud) die and der Kiaffe 


IT. zu nehmenden Sinuſſe mit sin —— — sin ei 

enden; fo ift dieſer ber einzige aus IT. zu nehmende Werth, 
daher find im. angegebenen Be die einzig verfchiedenen Wers 
the von sin æ dieje drei: + sin; ; - sin — 2, — sin 2, 


won=3. Auf gleiche Weife gude man ehr sin = die ver 


fchiebenen Werthe aus I. -+ sin 4 + sin rn * + ain gr tr 


te, _ . rt 
5 





und aus II — sin —— 


2) ) Für ein geraded n. | 
Andy für diefen Kat hat man, wie im erſten Kalle, nur bie 
zwei Klaffen von Winkeln zu berüdfichtigen: 
1. 9 æ — 03 #495 52-95... =D 9. 
Il. nr 0; (n+)r—P9; ... Qn=1)r—Q, 
- Sowohl in I. als IT. find die Sinuſſe des nten Theiles 


jedes der Winkel von einander verichteden. Allein wie der nte 


Theil des letzten Winkels in U. oder 2e- 2 vom nten 


Theile des Iedten Winkels in I. ober von # — er um x d. i. 

um 20) oder 2R unterfchleden iſt; eben fo differiren bie Sinuſſe 

der nten SCheile jeder 2 andern Winkel aus IT und J., die 

vom Anfange gleichweit abiichen, nur am 2ER, find daher glei, 
De. Cabas Beprdtgrifi der dodera Matdematit. 4 
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haben aber eutgegengeſetzte Zeichen. Daher erhält an. jetzt n 
Paare + Sinuſſe, als Werthe von sin- , nämlidy 





+ in; + sin 2; + + sin — "22, ;+ in ®, 
+ sin =tP, ;+t sin · ®, + —* . + sin —— tt, 


So find 3.8. von ⸗in Ja ober sinjang.sina die verfäie 
denen Werthe: 
p 


+ sin 2; + sin — Und von sın$a 





+ in, + sin — * ;+ sin ER, + eine, uf. w. 


uf aß. * gleiche Weiſe entwicelt man bie verfchiebes 
sen ‘Werthe von cos — oder von cos = ang. cosa. Diefe Wers 
the find für ein ungeraded n folgende: | 
* — cos —— +7, 34 cos? * 


Hn— Dr 12—P 





4cos 2. — cos —_ 
an 28 +®,, 

+ 608 —— 
wo + gilt, wenn jCn—1) gerade if. 

- Für ein gerades n hat man bie Werthe: 


un Kuzurtp, 


. + 008 ——35 + 00 ——— 





+ co $; + — + cos 3, + cos 9, 
+ cos wi? . bie In Paare Coſinuſſe genommen find. 





So * z. B. 1) von cosix; 2) cosfa; 5) coshe bie Ber 
the folgende: 
9 _ — +? 
5 5 


1) 4002. 2 + cos 5. C08 


5) + cos 2; -F cos ** 








5 C08 


®, uf. m. 








Ebene Trigvomometrie, 


a. Geſetze ber Refolution rechtwinfeliger und glei 
ſchenkeliger Dreiecke. | 


6. 26. Man ı unterfcheidet wet Hauptf älle, je nachdem 
naͤmlich die Hypotenuſa unter den gegebenen Stuͤcken iſt, oder 
nicht. 

1. Im erſten Falle iſt das Sehe ber Reſolution durch bie 
Proportion gegeben: 

Der Halbmeffer (sin. tot. —r oder. — 1) der Tas 
fel verhält fih zum Sinus (oder Eofinus) eines 
fpigen Winkels, wie Die Hypotenufa zu dem Kathe⸗ 
tus, welcher jenem Winkel opponirt iſt (oder an- 
jenem Winkel liegt). 

Beweis: In Fig. 4. fielle CD, auf der Hypotenuſa 
CA = h beliebig groß genommen, den Tafelhalbmeſſer dor; 
ferner fey aus C mit CD, als Halbmeffer, der Bogen DI ges _ 
zogen; fo ift das Perpenbifef DE = sin DI = sina und CE 
= cosa, und wegen A DEC n AABGC gilt 

ı) CD: DE=CA: AB, 
d. i. zsinem hi: cc; 
V CD: CE =CA:CB, 
d. i. :cosa=h : a. 


Zufag. Wenn demnach nebft h auch « C=C) gegeben, 
folglich auch A befannt iſt; fo hat man für r = ı und für 
lgr = 10, wie gewoͤhnlich, 

cc = h.sina, oder logc = log h + log sin æ - 103 

und am h.sin A, ober log = log h + log sin A—10. 


Um aber ben Kathetus a unmittelbar aus h und = zu 
“ Maden, bedient man ſich der 2) Proportion ober ber Oleichung 


a= h.cose. 
ar 
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Iſt aber nebſt h der Käthetus c gegeben und a geſucht, ko 


ft aus 1) sin æ = m oder log. sin« = 10 + loge —log.h. 
2. Im zweiten Falle ift das Geſetz der Refolution durch 
die Proportion gegeben: 


Der TafelsHalbmeffer verhält fich zur Tangente 
eines fpigen Winkels, wie der an diefem Winkel lies 
gende Kathetus zu dem jenem Winkel opponirten 
Kathetuß. 


Beweis. Man nehme auf einem Kathetus beliebig CH 
—=r, ziehe aus C mit CH, als Halbmeffer, den Bogen HL; 
fo ift das im Endpuntte FI errichtete Perpendifel HG = 
tang HL = tauga, wie CG = seca, und man hat, wie 
vorhin: 


) CH:HG=CB:BA, db. i. r:tanga = a:cy 
2,CH:CG =CB:CA,b.i.r: sca=a:h. 


Zuſatz 1. Wenn alfo a und a gegeben find, demnach 
auch. A befannt ift, und es foll h gefunden werben; fo bat 
man vermöge 2) unmittelbar h= «x. seca, ohne fich mit 
telft des gefolgerten Winkels A einer der ‚Proportionen 
unter 1) bedienen zu müffen. 

Unter derſelben Vorausſetzung if nach 1) 

c=a.tange, oder logc = loga + log tanga — 10. 
Und eben fo ift auch ac. tang A, wie wir im vorigen Zu⸗ 
fage festen a=h.sin A. Beides kann man unmittelbar bes 
weifen, indem man, flatt, wie vorhin, auf dem Kathetus CB, . 
nun auf AB einen beliebigen Theil den Zafelhalbmefler vors 
ftellen laͤßt, und mit bemfelben vom Scheitel des Winkels A 
aus einen Kreisbogen zieht. Die übrige Konftruftion bleibt. 
Hinfichtlich ded unmittelbaren Beweifed von a—h.sinA gilt 
daſſelbe Verfahren, nur daß von A aus ein auf der Hypotenufa 
abgefchnittener, beliebig großer Theil den Sinus totus r vor⸗ 
ftellt. 


Will mar in einem beſonderen Kalle in 1) cot æ ſtatt tang 


einführen; fo ſetzt man flatt r : tang a vermoͤge 1. im S.7. 
v 
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r: I, oder 1: Fe d. i. cotz:r und Invertiet, wodurch 


man ſtatt 1) hat 
7;: ots 6: a ober d ⸗ —. 
cot & 

Zufatz 2. Um h aug a und b, ober a aus h und b zu 
finden, 'bient der pythagor. Lehrſatz GGeom. 8. 79.), nach wels 
chem h = v(a?+bY und a = vCch—b?) if. Bei großen 
Zahlen kommt man im legten Kalle leichter zum Ziele, wenn 
man h?’—b? — (h-++b) (h—b) feßt. , Kür jeden Fall bietet auch 
hier die Trigonometrie ein Huͤlfsmittel zur leichteflen Berech⸗ 
nung bar. Es ift nämlidy allgemein: 


vom) = (m. = ea): 





Seht man nun == == tangx, bemnad; — — =tangx’, fo iſt 


- 


V +5) = Varting2)= mer (nr. 31.) = 





baher ny(1+25)= > x und logm.y(1 57 == 


Jogy(m’+n?) = log m — logcosx, wobei log cosx aus 
lbg ungx= = logn— logm als bekannt zu betrachten iſt. 


en ſo iſt (für m>n) Ver-msnr(i-$) bas 


her, — — = sinx gefebt, my(1-) = Rayman) = * 
m . cos 08x, folglich 
logv(m’—n?) x logm + log oos x, 


wobei wieder log cos x aus log n — logm = log sinx bes 
kannt if. 


Zufag 3. 2a mir im gleichfchenfeligen Dreiecke ABC 
(Fig. 5.7 aus einem gegebenen Winkel auch die andern Winkel 
kenut, und dba das Perpendilel BD den Wintel B an ber 
Spige, wie die Bafis b halbirt; fo bietet Die Refolution dies 
ſes Dreieckes keine eigene Schwierigfeit dar. Naͤmlich 


“ 
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1. aus b und c Andet man aB im rediw. ABD mittelſt 
der Proportion: 
r:singB=c:ib, daher sinzB= —.- 
2. Diefelbe Proportion dient, um aus b und Be einen Schen⸗ 
Yib. 
tel c zu finden, oder man Ktc= = m 48° 
Eben fo bient fie, um . 
3. aud c uud B die Grundfeite b gu Anden; man hat nam⸗ 


lich 
= AuLlll B, erb—2 2. in3B 


V 


Anmerkungen. 


1. Man wird nicht überfehen, baß bie allgemeiner Pros 
portionen ober Gleichungen des es. 20. au aus der allgemeinen 


Proportion 


a:b:c=sinA: sinB: sinC ($.4. Zuf. 1), 


abgeleitet werden Finnen, Denn if Az Rı bolgiich d Sys. 
potenufa, = h; fo hat man . 


Y)h:b=sinR: sin B; d. i. h: ‚bar: sin B; 


weil ferner B= R—C, alſo sinB= cos C if, ſo hat man 
auch , Dh:b=r:cosC, wie im 86. 26. unter 1. 
J Subſtituirt man Vcbꝰ +5 ſtait h; fo wird Chad; ati gem. 
Groͤßenl. S. 114. Zuf. 1. und $.115.) aus 1). 
b?+c?:b®=r?:sinB?, oder‘ 
b?-c?— b?:b?=r?— sin B?: sin B?, ober 
c:b= vY("®— sin BY: sinB 
== cosB : sinB @r. 11.) 
r.cosB r.sinB | 
= u rung 2, 


oder auch b:c=r:cotB, wie oben, 
Da wir weiter unten fehen werben, daß man mit Huͤlfe for 


wohl der erwähnten allgemeinen SProportion, als der aus ihr 
abgeleiteten Proportionen ale Aufgaben auch über Die Refolns 


y 
J 


Ä — 55 — | 
don ferlefwinkeliger Dretecke loͤſen könne; fo erhellt, Daß jene 


allgemeine Proportion. mit Recht die Fundamentalpropor— 
tion der Trigonometrie gertannt werben Fünne. 


2. Den Anfänger muͤſſen wir bier, gleichſam an der 
Schwelle, auf Zweierlei aufmerffam machen: 


Eritend macht die richtige: Fuͤhrung des logarithmiſch⸗ trigo⸗ 
nometriſchen Galculs, deſſen wir uns in der Regel bedienen, 
daram einige Behutſamkeit nothwendig, weil die ber Rechnung 
zum Grunde gelegten trigonometrifchen Formeln gewöhnlich für 
den Halbmefler = 1 entworfen find. 

Zweitend ſucht der Trigonometer lieber den hald en Win⸗ 
kel, theils um den ganzen mit Huͤlfe der gemeinen Tafeln ges 
nauer zu finden, theils um bie Zweidentigfeit zw befeitigen, ob 
der ganze gefuchte Winkel ſpitz ober flumpf zu nehmen fey. 
Daher denn ker Vorzug ber auf halbe gefuchte Winkel ſprechen⸗ 
ben Formeln, wie 3.8. ber folgenden hinſichtlich rechtwinkeliger 
Dreiede: 


Die im $.26. zu 1. unter 2) angeführte Proportion 
r:essich:a ober (für 1) h:am1:008u 
geht (eonvertondo) in dieft übn; 
h:h—a=1:1—cosa =1: Zsin 4a? (nr. 155.), 


Daber sinje= va eben fingen (P). 


Oder man hat aus h: samt: cos « auch 


"h-+a: b-a=14-c0se: 1- coSa 21: a ztitangje’ 


vermöge nr. 160. Daher denn Re 
h— h— 
tange = Vor eben fo: tangsA = — (DO). 


Beifpiel. In gig. 4. Aelle C den Erbmittelpunft und 
DP einen Theil: ber Meereöfläche vor; in O ſey Das Auge des 
Beobachterd in einer Höhe von 34 Fuß über dem Spiegel des 
Meered, auf beffen Anferfien Punkt M die Schlinie OM (als 
Tangente von DP) treffen fol; man verlangt, den Winkel y 
zu kennen, welcher von OM mit der herigontal durch O gehens 
den-Linie ON gebildet wird. 


, _ «6 _ 
Day= ß (@eom. 5. 124.) ee in dem (in M rechtw.) 
A COM nad) Obigem coß= 5 in, ſo kann man ß oder 


y finden, indem ber ——* CM= 19611324, daher auch 
CO = CM + 34 befannt if. Es iſt nämlich, indem man r 
mit in jene Formel aufnimmt, 
log cos A 10 4 log CM(O. log CO — 10) 
nad allgem. Größenl. & 145. Zuf, 1.5 oder - ‘ 
log cos =1ogCM + C.10ogCO = 7,2925067  2,7074925 
= 9,9999992. } 

Nach ben gewöhnlichen Tafeln entfpricht diefem Log. cos. 
ein zwifchen 0° 6° 50" und 6 40° fallender Winkel. Nebſtdem 
find obige Logar. von Bziffrigen Zahlen nicht genau gefunden. 
Daher, um ficherer zu gehen, feßt man nad, obiger beorwet (P) 

J I(CO - CM 
sin 38 oder aha gg = voo: | 

Da nun auch dieſe Formel, wie CP), nur für r=ı gilt, 
fo darf man nur, um r wieder ausdruͤcklich einzuführen, fi) 
erinnern, daß nach $.8. Aumerk. 2. u; == sin. nat.a, 
daher sin. tab.a’ = = r?. sin. nat. «? ſey. Daher beun auch 

.17 j ” “ . . . 
siny- ve co =r. vo und 


logainy=10+ log 17 + C. ug c0-10 
= Z(log 17 +C.10gCO + 10). E% die Kedmung 
log 17 = 1,2504489 
+C.10gCO = 2,7074925 
+ 10 = 10, ... ' " 
: 2 15,9379414 | 
== 60,9689707 == logsinäy, 
folglich S8 12, 5 und 26 5. 


5. Wendet man, wie es oft geſchieht, die Reſolution des 
rechtw. Dreieckes auf die Beſtimmung einer Hoͤhe an; ſo weiß 
man, daß an dieſer wegen der terreſtriſchen Strahlenbrechung 
eine ſubtraktive Eorreltion angebracht werben müſſe. Eine 





— 57 — 


zweite, abdi five wird nothwendig, ſobab der horizontale Ab⸗ 
ſtand vom Fußpunkte der zu meſſenden Höhe beträchtlich groß, 
iſt. Wenn z. B. A (Fig. 6.) der Endpunkt dieſes horizontalen 
Abſtandes von.ber zu meffenden Höhe BD iſt; fo fant in 
jenem Falle der fcheinbare Horizont AR des Punktes A, beffen 
wahrer Horizont ber aus bem Erbmittelpuntte ı C mit. dem Halb⸗ 
meſſer AC gezogene Kreis iſt, mit jenem horizontalen Abſtaude 
zuſammen. Staͤt daher den Hoͤhenwinkel DÄR zu meſſen, ers 
hält man ben Winkel DAR und daher flat der Höhe BD 
nur die Höhe RD, zu’ der folglich noch BR, ober’ der: Abs 
ſtand bed ſheiubaren Horüzontes des Punties A vom wahren, 
zu abbiren iſt. 304,1 

ı Diefe® BR findet man leicht. Denn der fehr kleine Bogen 
AB Tann ald Perpenditel aus dem rechten Wintel RAG auf 
GR gefaͤllt, Daher das: Heine N ARBn AARG (Geom. 
$. 124.) betradytet werden, fo daß ik RG:AR== AR: BR. 
Well uug ‚RG ohne merffichen. Fehler für BG ober für dem 
doppelten Erbhalbmeffer = 1719 geogr. Meilen genommen. wer⸗ 
den ramm; ſo hat man nd 


log BR = 2.log AR—log 1719 bie Correktion BR. . 

J b., Geſetze der Reſolution ſchiefwinkeliger Deeiecke. | 
5. 27. Die zwei einfachften Hauptfaͤlle ſinb: 

1) Aus 2 gegebenen Winteln und einer Seite, '“. 


2) aus 2 gegebenen Geiten und einem Winkel, wel 
her einer biefer Seiten gegenuͤberſteht, 


die uͤbrigen Stüde zu finden. 


2 


Abgefehen von dem Zweifelhaften für 2) nad S.2. if 
in beiden Fallen die Nefolution durch die allgemeine Propor⸗ 
tion ($. 4. Zuf. 1.) gegeben. Analytiſche Auflöfungen gewähren 
- biebei feinen befondern Vortheil. 


Beifpiel, Es ſey aus der gemeſſenen Standlinie a 
Gig. 7.) und den an ihr gemeſſenen Winkeln B, C der hori⸗ 
zontale Abſtand c des Punktes B von dem unzugänglichen 
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Pane A u Befkenmen. Da auch der Wiatet A belaumn Mi 
fo hat man 


. inC 
sinA:sinC=a;c, der c=® . 
sin A 


5.28. Bei dem dritten Hauptfalle: 
aus zwei mit bem eingefchloffenen Winfel a gegen 
. benen Seiten a, b ($ig.8.) die übrigen Städe 
bed MABC zu finden, 
unterfcheidet man mit Recht zwei Källe: 


D AUT jenen gegebenen oder befannten Stäten. 
ben ber Eleineren Seite b gegenäberfichen, 
den. Wintel B, ber gewiß fpis iſt, und nachder 
auch die dritte Geite c, 

2 aus Den gegebehen Städen anmittelbar dieſe 
"Seite o (u finden. a 

' Aufgühe t. Im Salle > den Dinket 4 gu finden. 

"Auflöfung 1. Nach 9.27. iſt a:b=sm A:sinB, nud 

hieraus 

afb: db sin AtiinB: sin A+sinB, oder 

atb: a—b=tangscA4-B): taug 3(A—B) (nr. 89.), 

aus weicher Formel man, da A-B=2R-—« oder ICA +-B) 
—= R— 4a: befanm. if, 3cA-—B) findet. . Will man aber vorerſt 
die Berechnung von ZCA--B) vermeiden, fo ſetzt man flat 

g 3tA+B) oder tang (R— Je) nad) $.?. Zuf. 2. cot je; 

ag "hat man die Formel: - no 
“ tangiA—B = = ap olle. ' 





Hieraus findet man denn J(A—B), folglich den fleineren j 
Winkel Boder B— 4A+BJ—3(A—B) und den größeren 
A=3A+B) + 40A—B) vermöge allgem. GrößenL 
$.90. Die dritte Seite c berechnet man denn nad $. 27. 


Beiſpiel. Es fey der horizontale Abfland c der Punkte 
A, B von einander zu beſtimmen. Man meffe eine ſchickliche 
Standiinie CD and die Winfel um C und D, durch welche 
man die Winkel CAD und CBD kennt. Weiter berechne man 
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Ha. 5.02. Fall 1) im A ACD. bie Seite AC = b und im 
ABCD bie Geite BC =a. Hiedurch find im A-ABT we 
Seiten a, b. mit dem eingekchloffenen Winkel & bekannt, und 
war fey « == 55% q1' 18°, b == 120, md a 140,,' folglidy 
a-4-b=260; a—h=20;5 34 = 17° 50.50’ und ICA = 
90° — 4a == 72° 09 21”. 

Die logarithmifch » trigenom, Rechnung nach der vorigen 

Formel ſteht demnad; fo: j 
log (a —by:= log 0 = 150108005 
+C.10g (a+b)=C . log 260 = 7,5830207,-- 10 
«+ log cot 3& = log. cot. 17° 50’ 39" == 10,4922585 
log tang J(A—B) = 95785150. . 

Daher 3 A--B) = 13° 26’ 20’ und B=KA-1-B) -4A-B) 
70 .: == 58° 43 ‘01”. Und nun wird mittelſt der 
Proportion: sinß : sin«— b:c ber Abſtand c =: 81';914 ge⸗ 
fünden. Man Verdi: unten $.29. Zuſ. 5. 2). 

Auflöfung 2. Den W. x <R gefekt, fälle man anf 


die größere Seite a vom Schritel des ihr gegenüberichenben 
Winfeld Bas Loth Ab'zı ps ſo iſt nnd 5 20. 


rısnamb: P⸗ d. i. pa sin 
(ir den Halbm. =1), and eben fo: 
b.cosa 
richamb: CE, b. i. = bone 


und nun im rechtw. AABE ev i 


, b.sin& 
r:tangß= :EB: p=a— em 
=r.a—b.cosa:b.sine, en 





| b.sin« 


r.b.sina 

tangß= aaa’ ober, wegen tang B= Er ($. 7), 
r?.a r.b.cos«& r’.a 

cot 4 b.sins b.smx  b.snmg« — cota ($. 7.) 


Für die Kechnung ift vorerft 
r? 
—5 =20-Floga+(C.logb-+C. logsin. tab.x—20). 
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Daher' die Werthe von a; b und a wie vorhin angenenmmen: 
ua 20 weggelaflen, erhält man durch die Rechnung 
u. ! log a-— log 140 = 2,1461280 
W G. log b O. log 120 == 7,9206188 
Oli tab.a:=C. log.ein 55° ar 10° =02m0515 
10,3009983. 
u Zieht Wan nu 6.8. Aum. 8. von Deren Logar. 10 ab und 
fucht zu 0,5009 . . . die entfprechende Zahl; fo hat man die naa 
türliche Funktion — 2,99985, und davon cot. nal. = 1,5922454 
abgegügen, oot. nat. ß = 0,6076046, baber denn = 53°. an — 
59" = 58° 48 01", wie oben. Zu 
Zuſatz 1. St a>R, wie In Fig. h., ſo daß die Sent⸗ 
rechte "auf die verlängerte Seite BC ober a fülltz ſo iſt gwar 
der Sinus fowohl als der Coſinus von ACE berfelbe, wie für 
den Suppkfementwinkel — ($. 4. Zuf. 3.); allein: man hat jeßt 
case, weßwegen obiger Werth von. EB C=a—b.coasa) 
in a+b.cos« übergeht, .d. i. nun ER BEHBR wird, mia 
auch bie ‚Figur unmittelbar. seite 
u. Zuſatz 2. Man bemerkt, leicht, ‚bag die technung nach 
einer ber Formeln in unſerer 2. Aufloͤſung, verglichen mit der 
Rechnung nach der Formel bar 1. Auflöfung, weder größere Schärs 
fe, noch "größere Erleichterung gewähre. Daffelbe iſt der Fall, 


b. 
wenn war 3,8, de Bor: rar, 


haburd. eine bequemere Goran gibt, daß man einen fogenannten 


Huͤlfswinkel ‚einführt, und & B. wenn — F a: = 
sin ®? ſetzt. Hiedurch hat man: 

b.in« b. ain æ 
a (1-83in 9) a. cos ꝙẽ 
Bei ber gewöhnlichen Berechnung bes sin P? mıß- man, weil 


urfprünglich der Nenner r.a—b.cose—r. ‘= 1 —E ‚= =) iſt, 
ſetzen: 


b. zen X sin. a oO ‚ bahersin.tab.P = y b,cos.tab.x 





tang B= (nr. 11.). 
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man Bat bein Ward) Logarithmen, wein man wieber ‚bie. vorigen 
Werthe gelten läßt, und + C .loga genommen, Daher wieder 
log r == 10 weggelaffen wird, 
-logb log 126 = 20291812 od 
-L log cos 35° 41 18° = 9, WOOOHE 141 
+C.lgazC.log 140 = 7,8558720 
: 2 19,8427175 
log sin 13588. 


Weil man nun, um 3 zu finden, nicht @- felbft, fondern 
log cos® tennen- muß; fo verfährt man kurz for Weil dor 
Buchlogarithmus 9,9213572 in den lehten Decimalftellen um 16 
Heiner iſt, ald der vorhin durch Rechnung gefundene Logar.; 
weil ferner derfelbe nächite Buchlog. von dem nächft höheren um 
854 unterfchieden ift, aber die 2 entſprechenden Buchlogar. der 
Coſimuſſe um 1913 bifferiren; fo’ fegt man u 

854: 1915 = 16: x, 
woburch man findet, daß die Zahl x == 56 von dem lop. cos, 
(= 9,7413164), welcher dem Buchlogar. sin ® entfpricht, in den 
legten Decimalen abgezogen werben müffe, um log cos = * 
47413128 zu haben. 


Die Rechnung 1) nach der Formel: tangB= ———— er Fr, — TE (fr den 


F 


Halbm.—1), ober 2) nad; der Formel: tangtahe_ m b.sin. .tah.a 
für den Halb. = r) iſt folgende: r r.a.cos.tab. ? 





ı) ober 2» 
20, 2... zu 
lögb = 2,0791812 2,079 . 
logsin« = 0,7660485 9,765...» 
C.loga = 7,8533720 7853 ...— 10 
C.2.logcos® = 0,5173744 0,517 ...— 20 
log tang ß == 10,2163761 | 00,216 ... — 30. 


Ich habe beide Rechnungen abfichtlid; neben einander geſtellt, 
am zu zeigen, daß der Anfänger bei einer logar. trigonöntetr. 
Rechnung nach einer auf natürliche Funktionen fprechenden 
Formel (wie unter 1)) nicht Angftlich auf die Correktionen, wie 
fie unter 2) erfcheinen, Bedacht wehmen duͤrfe, Indem .mn bie 
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KGharatteriſtik des Logar. der geſuchten Funktion ſchon zum wor 
aus fo gewiß.tennt, daß ein Irrthum um das Zehnfache jener 
Eharakteriſtik unmöglich iſt, daß ſich folglich die etwa für das 
Endreſultat der Rechnung noͤthige Correktion gleichſam von 
ſelbſt ergibt. 
Obigem Endreſultate entſpricht abrigen⸗ B suꝰ as’ , a. 


Iſt aber a ſtumpf und man ſeht L. — tang Pz ſo hat. 
man nun wegen — cos æ: 


—E—— b.sin« _..b,sin« der 


a(1 2-22 coae) "aa tung)’ ' 


b.sina BL. sin — * — _ Pain, comp 
I 
uw 


6.29. Fortfepunmg. 
Aufgabe 2. Im Falle 2) ($. 28.) bie dritte Seite: c 
unmittelbar gu finden. 

Aufldfung Im rechtw. N ABE ig. 8.) ift 

@= pP +BE?=b?.sina?}+(a—b.cose)? ($, 28. Aufldf.2.) 

— b? (sina?--cosa?) Fa? —2abreosa, b. i. f 

@=a?+b?—2ab.cose (für den balbm. * ) 
oder ce = Va? Fb? - 2ab. cosa). I 

Beifpiel. Es ſey a=646 5 h 218 und æ = 171° 09 
19°,55 fo. iſt cosa = sin 810 09’ 19", 5 ($. 8. Anmerk. 5.) und 
die Rechnung biefe: 


a? m 417516 sin81° 09 19", 5= 0,9881090 
b= 47524 2ab = _ 281656 
ab? = 464890 | 2ab.sin81®... = 278300,828 ... 





Laßt man in dem legten Produkte die Bruchtheile weg, das 
ber die legte Ziffer der ganzen Zahl um 1 erhöhend; fo hat man 
“rb —(— 2ab. cos x) = — 28 7, = = 743147 = ct, ‚ folglich 

ce. v 703147 == abo? ſchr nahe. " 
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Zuſatz 1. Um unſere Formel für ıdie Rechnung beque⸗ 
mer zu bilden, kann man verſchiedene Wege einſchlagen: 
N). Amar tab — — 2ab—2ab.casa - 
= (ab)? — 2ab (1 -+cos«) No 
= (a+b)? — 4ab.cos}«? (nr. 41.). 

Setzt man nun (a--b)? = m? und — dab. coft=—n?, 
fo daß a+-b==m und n = 2cosia. ab, baher — 2 ern 
iR; fo hat man nach $. 26. Zuſ. 2. 

loge=logy(m’—n9 =logm+lag cosx 
=log(a+b) + logcosx. ' 


Hlebel iR log cos x aus log” = log — nr AZ 
= log sinx als befanut zu betrachten, | 
Nach dem vorigen Beiſpiele iſt 3a = 85% 34’ 39, 76 und die 
Rechnung diefe: 


log cos$@ = 8,8854566 | daher, wie in 8.28. Zuf. 2. 


Ilog 2ab ... == 2,7248505 log cosx == 9,9095160 
C. log(a+b) = : 7,0634803 | -Hlog(a--b) = : 2,9565137 
log sinx — 8,6758024 log = 2,9560297; 


alfo o fehr nahe = 865. 
2). Seht man cos æ 1—2sinde? (nr. 11; fo findet 
man anf ähnliche vortheilhafte Weife 
"=a+b—2ab--4ab. singe? 
— (ab)? + 4ab «sin In? 


q 
= (a—b)} ( + — ). 


Seht man dann ————— lotglich 
tang = — 2 sine ‚Yab, als befannt; ſo wi. 


0* u. va-tang 99 = (a-b). 5 (ar. 15)3 
oder loge = log (a-b) O. log qos P. 


Zuſatz 2. Sind nicht die den Winkel w ‚umfhließenben 
Seiten a, b felbft, fondern ihre Logarithmen ‚gegeben; fo kaun 
- man, ohne a und b au berechnen, fo verfahren: 


S 





— a — 


⸗ 


a . sin y? 


R 

m Sekt man unge‘ u. fit b= — 
a ⸗in y-a· cosv — a 

daher arb = co — Cr . cost 

Oder man ſetzt = sin®?, folglich b=a.sin®?; fo hat 

‚mau a—b = alı — sin?) = acos@? (nr. 11). Mit Hülfe 

diefer Formeln fan nun Alles logarithmiſch behandelt werben. 


2). Betrachtet man dad A ABC (Fig. 8) als ein in C 
rechtwinfeliges, fo if, wenn © den der größeren Seite 8 oppos 
nirten Winkel bezeichnet, 

rttang® =b:a, b.i. ungp=t. 








Es ift ferner unter der vorigen Borausfegung PH B=R 
= 90°, daher ®>B> 45° und 


tang O — tang 45° 
tang (P-) = — 45° 


tang$ — 
= ana 7.3uf1. *5 > durd Subſt) 


„mein ($. 28. * 19, folglich, 


tangZ3CA-+B) == cot 3a tang (O-400) 
= tang J(A+B). tang (P--499). B8 


Weil man nun 9 aus loga — logb == log tang.® findet; 
fo erhellt, daß man nach jener Formel, mit Umgehung ber Sets 
ten a, b, die halbe Differenz ber 2 an c liegenden Winkel und 
fomit entweder nach 5.28. Aufloͤſ. 1. diefe Winkel ſelbſt und 
dann die dritte Seite o, ober auch, ohne die Winkel A und 
B zu kennen, mit Hälfe einer der Kormeln unter 1) die Seite 
e unmittelbar nad einer der Formeln im Zuf. 2. berechnen 

könne. 

Beifpiel. Es fey æ = 108° 15’ 37°, 37525, daher je = 
52° 07’ 48”, 687625 ferner log a == 4,68595?1 und log b = 
.4,5454696; 0 bat man 

loga -+C .log b = 10,1424875 == log tang 95 folglich 
9=54° 10 05", 4752 und P--45°== 09 14°05”, 4752. Daher denn 

log cot 


(nr. 86.) 





| — 6 - 
log cot J& =9,8591845 | alfogCA-B) = 6 ar’ 18”, 5814 
log tang (P—45°) = 9,2110911 | aber A+-BI==35 52 11 ,51258 
logtang :(A—BJ—9,0702754 | baher A ==42°3420”,89378 


und B ==29 09 52, 75098. 
Endlich nach Der Proportion: sin A: sin & S a: c, oder der 


Formel Sine E bat man: 


* a = 4,6850571 
log sin « = 09,9775000 == log cos 18° 15'387", 37525 
40. log sin A = 0,1696975 
"log 0 = 4,8352144, Daher c == 68110,55 in dem Mage 
(Zußen, Zoifen,...), auf welches die Rechnung fpricht. 

Will man eine Probe, fo fuche man 3.8. logb aus. 
sinA:sinB= a:b. Man findet " Ä 
logb=(loga--C.logsin A) + log sın B = 4,8556544 (aus 
voriger Rechnung) 4 9,0878151 = 4,5454605, genau ſtimmend 
mit der Angabe im Beiſpiele. 


Zuſatz 5. Man kann die allgemeine Proportion (9.4. 


Zuf. 1.) auch fo ausbräden: , 
a b c R 
sinA sinB” sinC' Man hat daher auch 


«tb simnA-+sinB 2sinj(A+B). cos$(A-B) B) 
T - Tanne — 2sin$U.cos}C 7.90.16). 
Aber weil 46 =.90°— 4 A-+-By, daher eos3C = sing A-+B) 
ift; fo erhält man durch Reduction und Aufhebung ber Bruͤche 
(a+b). sin$C = c. cosg(A—B). 

Auf gleiche Weife iR 
a—b sinA—sinB 2cos$(A-4C).sin3(A-B) ‚ 
N 0 ur. 91) 
Aber sin3C = cosg(A-+-B), daher auf vorige Art 

(a—b) .cos4C = c. sin(A-B). 

Nach einer diefer Kormeln Tann man aus a, b, x (oder C) 
und der nad) $.28. gefundnen halben Differenz der an c liegens 
den Winfel nun unmittelbar cohne A und B ſelbſt zu fen- 
nen) bie dritte Seite c finden, und hiebei den fchon aufgefund⸗ 
nen Logar. (a-+b) oder Logar. (a — h) wieder brauchen. 

Dr. Schön’s Lebrbegriff der höͤhern Mathematit. 5 
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6. 50. Bierter Hauptfall: 
Ans den drei gegebenen Seiten eines fhiefwinfelis 
gen Dreieckes 
erftens einen Winkel; zweitens den Flächeraum 
der Figar zu finden. 
Aufgabe 1. Aus den 53 Seiten einen Winkel zu 
finden. Ä 
Aufldfung 1. Es feyen die Seiten des A ABC Gig. 
10. I. II.) wieder kurz durch a, b, c bezeichnet. Man befchreibe 
and C mit dem Halbmeffer = CB einen Kreid; verlängere in 
I. und II. AC und in II. audy AB bis zur Peripherie, und 
fälle das Perpenditel CD, welches auf AB und AF bie Seg» 
mente AD = S und BD = s bildet. 
Nach Geom. $. 126. IL oder $. 130. gilt 
)fürl AE: AB=AF:AG, oder AE.AG=AB.AF5; 
2) fir. AE:AF=AB:AG, oder AE.AG=AB.AF. 
Run it fuͤr J. und U. AE=a+b; AG=b—a; in. 
AÄF=AD-—-DF = AD—BD (Geom. 5.3.11) = S— ss 
aber in II. AF= AD+BD=S+s. Diefe Werthe oben 
fubftituirt, hat man 
in 1) (a+b) (b-a) =c .(S-s) und in 2) (a+-b) (b-a) = c .(S-»). 
Daher die allgemeine Proportion: | 
| c:a+b=b—a:S-s, 
die man leicht mit Worten ausbrüdt, und in beren letztem liebe 
— gilt, wenn die Senkrechte CD innerhalb des Dreieckes faͤllt. 
Aus diefer Proportion findet man zunaͤchſt 
STa= — (ca+ b) ce, 
Man hat daher auch 4(S+s), Kiglich nad) allgem. Groͤ⸗ 
Bent. $. 00. 
für Fig. 1. da größere Segment S=4c-F4(S— s) 
und das Eleinere Segm. s = 40 —4(S—s), weil 
c=S-+3 if. Aber 
für Fig. II, in welcher AB oder co = S—s ift, hat man 
s= 4(S+s)+ic und (82 I8 4 5) - ic. 


— Mm — 


Mittelſt dieſer bekannten Segmente finbet man nach 5. 26. 
z. B. im rechtw. M BOD ben Winkel B, indem für I. cos B 
* —* und für IL cosCBD = —, wo min der Supplements 
winfel von CBD ber gefuchte W. B iſt. U. ſ. w. 
Zuſatz. Die Segmente AD (= S) und BD (==) kön⸗- 
nen auch unmittelbar jo gefunden werben: \ 
für I. it CD’ = bP— md ⸗ aꝰ — 223 
aber 2 = (c—S)? = c?—2c5S+S?, daher durch Subfiit. 
P-—-S—=a?—c? +2058—S? und hieraus 
_b+0—a _ +? 
82 — — ˖ Eben fo iſt s= — * 
In beiden Formeln iſt ber Nenner die doppelte Seite, auf 
die das Loth trifft, und bie Seite, deren Quadrat im Zähler 
abgezogen wird, if bie nicht am geſuchten Segmente 
liegende. bafan 
Für IL. entwidelt man eben fo: =, wie vor. 


hin, aber s — —— 
a — 





. Wenn daher ber E dem obigen 


Ausdrucke entwickelte Werth von s mit — gefunden 
wird; fo if biefes ein Zeichen, bag das Dreied in B flumpfs 
wintelig fey, oder das Loth außerhalb ber Figur falle. 

Uebrigens ift von felbft Mar, daß, wollte man die verſchie⸗ 
bene Lage des Perpendikels umgehen, bie ber Allgemeinheit der 
Anflöfung weniger zufagende Befchränfung eintreten muͤſſe, das 
Perpendikel nur anf die größte Seite zu fällen. 

Beifpiel. In Fig. I. fey a= 64; b== 142 und c == 184 

in einerlei Maß gegeben oder gefunden, 


baher das größere Segment S=4c-- KS-5) = 92--43,066504 
== 135,06504, und das Kleinere Segment s = cc —4(S-») 


— 48,33696.— Rach dem Zuf. ft unmittelbar ee 
= 9 — 155,66504, unb # „re 





— 368 ** 48,33090 , 
wie vorhin. 
. 5* 





| iſt; ſo hat man die 2 Formeln: 
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Ferner im ADO if b:S=r:sinACD, 
und im A CBD it a: s=r:sinBCD. 
Rechnung. 
ler = 10,.. logr = 10,... 
logS = 2,1524615 logs = 1,68427093 
+C.logb = 7,83771117 | +C.loga = 8,1938200 
logsin ACD = 9,9801752 log sin BCD = 9,8780995 
W. ACD = 72° ag 06°, 45, | W. BCD = 49° 02’ 54°, 64; 
daher A = 17° 10’ 53", 55, B = 40° 57 05", 36, 
und C= ACD + BCD = 121° 5?’ 01”, 09. 


§. 31. Fortfegung. | 
Bermöge der Formel im 5. 29., in der a, b, die den W. « 
amfchließenden Seiten bedeuten, hat man für Fig. 10. 


— 2 252 
satte arte. 
2be 2ac 


Um dem Zweifel, ob ber nach diefer ober einer anbern, ebens 
falls auf den ganzen Winfel fprechenden, Formel gefundne - 
Mintel {pin oder flumpf zu nehmen fey, zu begegnen, fucht 
man erfi die den kleineren Seiten opponirten Winfel, beren 
jeder gewiß ſpitz ift. 

Obige Formel dient indeffen mehr noch sur Entwidelung 
folgender bequemeren Formeln :‘ 


Weil 1 — oos A -ı tee _ anbot 








F I 

(a+b—-c) (ate—b), weil 

4bo 

_(@+b+c)cb-Fc-a) 
abc 


i1— cos A) = sinjA? (nr, 152.) = 
ferner eben fo $(1+cosA)=cos! A?(n.152.)= 
‚ @)... sinA=} „erzaetsm, und 


(D)... coJA=} ‚erachten, 


Da endlich nad nr. 146. sinA=2sinJA.cos$A iſt; fo 
bat man durdy Multiplifation von (a) und (2) 


W... inA= — VI@+b+e) @+b-0 (ate-b) b-+c-a)], 


— 6 — 
aber, wenn man ben Perimeter des Dreiecks durch 23, demnach 
Ha--b-I-c) durch s bezeichnet, Ä 


sin Az 5 V [23 . 2(s—a) . 2(s—b) . 268 —c)], 


oder (0)... sm A= * VIs. (s—a) -(s—b) . —0)]. 


Beiſpiel. Es bleiben diefelben Werthe der Seiten, wie 
ins Beifpiel des vorigen Paragraphen; man fucht den W. A 
nach (a). | 

Hier it a$b—c=22; a+c—h= 106. und be == 26128, 
demnach die Rechnung, bei der man log r? oder 20 addirt den⸗ 
ten muß, diefe: 

log(a+b—c) = 1,3424227 
log(ca+c—b) = 2,0253059 
+C.logbce = 5,5828938 — 10 
“2 18,9506224 
9,4753112 
log logo, 5 = 0,6980700 — 1 
logsingA = 9,1742812. 
Daher ZA = 8° 35’ 26°, 797 und A= 17° 10° 535°, * 


5. 32. Fortſetzung. 
Aufgabe 2. Aus den drei gegebenen Seiten ben 
Flächeninhalt FT des Dreieds zu finden. 
Auflöfung. In Fig. 10. ik CD—h die Höhe des Dreis 
ecks ABC. für die Bald c, und T = ch = kb.c.sinA, 
indem h=b.sinA if. Subftituirt man nen ftatt sin A ben 
Werth (p) oder Ce) des vorigen Paragraphen ; fo hat man bie 
Formeln: 
G) T= 4Yla+b-+c) (a+b—c) (a+c—bJ cb-F-al5 
DT = Yl.@-a).6.—b).(—0)] (vgl. Geom. $.137.9) 


Serner ift aus T=3c.h die Höhe h= >, daher wenn 


man in biefem Ausbrude einen der vorigen Werthe für T ſub⸗ 
ſtituirt, hat man 


() h =, VI@a+ b-+e) (a+b-0) (@+c—b) 4-9]; 
@e)h= 2 2 [s .(s-a) .(s—b) .(s—c)] für die Baſis c. 


b 5 


Beifpiel, Die Werthe der Seiten, wie in ben 8. 30.51. 
angenommen ift, 


s=109; s-am1l1l5 s—b==55;5 s—c=1l, daher die 


log 195 = 2,2900346 | alfo T == 5859, 1 (Quadratmaß). 

log 151 = 2,1172713 | Ferner logh = log 2-+-log’T--C.logo 

log 55 = 1,7242759 | = 0,5010300 + 3,5864872 

= 1,0413927 | 4 7,7351822 = 1,6226994, daher bie 
:2  7,1729245 | Höhe h = 41,9468 Cim befannten Maße 

log T = 3,5864872 | der Seiten). 


Zuſatz 1. Für ein gleihfhenteliges Dreied, in 
welchem 3 Bam b, iſt 


=; V Bat). 2). =2c vlcza-+c). 2a—c)]3 
und für ein gleichſeitiges A iR T=.vs, woraus bie. 


Seite a vr „N T: Au =iysT.v3 gefunden wird, 
wenn 7T gehen iſt. 


Zuſatz 2. Der Flaͤchenraum F des Trapezes Fig. 11., 
deſſen parallele Seiten a, b feyn ſollen, ift (a 4by. h 
(Geom. $. 157.9). Zieht man CDiic, fo find im A CDB 
alle Seiten, nämlid CD=o; BE=d md BD=b—a bes 
tannt, wenn bie des Trapezes gegeben find. Demnach tft durch 
- Subftitution (in $(a+b).h) des obigen Werthes (2) für h 
FE VO Fo+d- late +d-b. Hd. teil 

Zufaß 5 Aus 2 mit dem eingefchloffenen Winkel = 
(Fig. 8.) gegebenen Seiten a, b it T=4a.b.sins. — Wären 
a, b mit dem anliegenden Winkel B gegeben; fo fuchte man C 
mit Hülfe der allgemeinen Proportion, wodurch man benn auch 
«= 2R—(B--C), demnach, wie vorhin, auch T fände. 

Wenn baher alle Seiten ber Trapezoide (Fig. 123 und 
2 einander opponirte Winkel æ, 8 gegeben find; fo fan man 
den Flächenraum ber Figur finden, indem man den Klächenraum 
T, T’ eines jeden ber Dreiede, in welche bie Diagonale AB 
‚ bie Figur theilt, nach ber angeführten Kormel berechnet. 


, 





Wären endlich nur die 2 Diagonalen AD, BC (Fig. 13.) 
mit dem W. AOB = COD= 9 gegeben, und mau fällte bie 
Perpendikel h, bh’ auf BC; fo hätte man den Flächenraum T 
des A ABC =4BC.AO.sin® unb den Flaͤchenraum I’ des 
ABDC= 3BC.OD.sin O0; baher 

FeET+-T34BC.AD.sin®. 


3uſatz 4. Auf aͤhnliche Weiſe kann man leicht den Kreis⸗ 
abſchnitt ABDA =s (Fig. 14.) aus dem gegebenen Halbmeſſer 
AC und dem Bogen ADB oder Winkel C= © finden.. Denn 
der Klächenraum T de8 A ABU it = y3AC?. sin 9; der Kreide 


ansſchnitt S=LAC?. nn (Geom. $. 145. Zuf. 2), daher 


s=s-T= 10 (9, - sing). 


Wäre flatt ꝙ die Schne AB gegeben; fo fände man aus 
r:sinz9 = AC:3AB leicht den Wintel ©. 

St A ABC C=TI eines jener gleichfchenfeligen, kongruen⸗ 
ten Dreiede, in weldye ein reguläre ned von C aus getheilt 
wird (Geom. $.94. Zuf.); fo ift, wenn mar fi von C das 
Perpendikel p auf die gegebene Seite a gefällt denkt, 49 = 
en er" — ja.cot}P ($. 26), daher T= gar 
. — und der Flaͤchenraum des regulären nedd P=nT= 
in.a?.coti®. 

Wäre wieder nur AC gegeben; fo. hätte man, wie vorhin, 
T=3AC!?.sin® und P=3nAC?sin®. Weil ferner ga 
AC.sin3®, daher a=2AC.sin!Q, fo ift ber Umfang des 
Polygons = 2nAC. sin 40. 


Zuſatz 5. Soll man, wie im Zuf.5., unmittelbar aus 
einer gegebenen Seite e (Fig. 10.) und den 2 anliegenden Win⸗ 
tein Ac= «), B P) den Flächenraum des A ABC finden; 
fo ift, wenn für den Fall, daß, wie in Fig. 10. I., beide Wins 
kel fpis find, jener Flächenraun mit T, und chen biefer für 
den Zall, wo, wie in Fig. 10. II., ein Winkel ſtumpf ift, mit 
I’ bezeichnet wird, 

_ 0? __ $c? 
T= late ud I = cot® —cotß" 





und p= 


— 1 — 
Denn im erſten Falle ſey bad durch das Loth CD=p ent 


fiandne Segment AD = s, daher BD=c—s, fo iſt im 
NI BCD 


1) p = und (m 4A ADC eben fo 


in 
sog BD = 
ss 0c—8 
2) Ps ACD nie ʒ daher a Pe 
1:0—s—oote: cotß, oder s+c—s:3==cots + cotß: cote. 


. j o. cot 
Den hieraus erhaltenen Werth von ı= cot=-Fcotß 
2 


ic! . 
ſubſtituirt, wid p= —— Pe: und T=jo.p= — 
Auf gleiche Weiſe erhält man den Ausdruck für T. 


in 2) 


Noch einige, für befondere Fälle abgeleitete, trigono⸗ 
metriſche Formeln. 
8. 55. Erſter beſonderer Fall: 
Unter bem Gegebenen follen fih Summen oder 
Differenzen der Seiten des Dreiedes befinden. 
Hieher gehören 5.8. folgende nüßliche Aufgaben: 
1. Aus der Seite c (Fig.9.) dem ihr gegenüber 
liegenden Winfel Cl=a) und ber Summe s—=a+b 
der z andern Seiten biefe felbfi zu finden. . 
Auflöfung. Es fy a—b=d;. fo ift nad $. 31. 
sin Ja? — ‚erato und cosi«? = ro, daher 


sin sin Ja? ._e— z 
—— tang le’ = > woraus man 


d(— tang dæ —— demnach auch Zd 
und die größere Seite =4s+-1d, n. f. w. findet. 

Zuſatz. Iſt Die gegebene Seite o ber Kathetus eines 
in A redhtw: A ABC (Fig. 15.75 fo hat man nun, wenn b beu 
andern Kathetus bezeichnet, | 

sin 4A? — ers: @9, cos 0084 Alm —* * d) ‚ Daher er, 


weil tangJA? = ı (=r?), (c h). -)* ete). (c—d). 
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4 
Hieraus findet man 2ds = 20° oder d =7; ferner die Hys 





_ __ rc? s!—c? .. 
yotennfe a == $(s-+d) = 28 und b= . 


2. Aus der Bafis a, der Höhe AE—=p de AABC 
(Fig. 9) und der Summe der Seiten bro diefe-Seis 
ten felbft zu finden. 

Aufidfung Mean kennt demnach 's = atb-ke md 
s—-a=b+rc. Setzt man ferner b—-c=d, ſo geht bie Bor 
mel C2) für h oder p im $. 32. in dieſe über: . ou 

4a’p? = s.(a-+d).(a—d). G— 20) (dd. 8.(9—22), - 

2 
woraus man ?—.?— — 5 32'p za)’ Daher andy d oder 4d ents 
widelt. Das Uebrige, wie unter 1. 


3. Aus dem gegebenen Unterſchiede der Hypo 
tenufe a Gig. 15.) und des Kathetus b mit. dem eins 
gefhloffenen Winkel C=a) den andern Kathetys 
ce zu finden 

Yuflöfung. Wegen b=a.cosz ($. 26.) iſt arb = 
a-a .cosa = afi-t+cosa) und a—b = alı— cos«), baher 
ce = a? —b? = (a+b)(a—b) = a?(1-4+c0s«) (1-— 0086), und 

c? _ (1-+cos ) . (I- cos æ) — 1-Leosa 
(a—b) @_b) ya c0os&) (1—cose). 10088 
(ur. 27.). Hieraus hat man denn 

ce = (a—b) ct. 

Wäre a—c mit dem Winkel & gegeben, und man follte den 
an « liegenden Kathetus b finden; fo hätte man, wie vorhin, 
b= an. cotih. Aber 48 I(000 a) == 45°— 3x, folglich 

b=(a—c).cot(5°—3«). | 

Zufag. Iſt in 3. ſtatt ber Differenz die Summe a--b 
gegeben; ' ° hat man 


== 0o0tja? 


1—c080 aim 
,‚ @+b) arme = I Feosa — anbie Car. 21.3, daher num 
ce = (a+b) tangk«. . 


Und wäre aPo mit « gegeben und man fuchte, wie oben, 
deu an a liegenden Kathetus b; fo hätte man 
b= (a+c).. tang (aP— ie). 
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4. Aus der gegebenen Differenz; bc ber Ka⸗ 
theten und einem Winkel «<45° die Summe b+c, 
demnach die Katheten b, c ſelbſt zu finden. 

Auflöfung Dab=a. cosa und 6 = a.sinz ifl, fo 
bat ma 

 b+o _008a-teina _ . 

— se me cot (45°—«) (nr. 172. und nr. 25.)5 
deher br == (bc) . cot @5°—a). U.f.w. 

Zuſatz 1. I @> 45°, daher nun bie Differenz c—b 
— sin æ — cos a, fo ift durch ein Ahnliched Verfahren, wie vors 
hin, und nach nr. 175.25. 

| c+b = (c—b).cot (æ - 45%. | 

Zufaß 2. If be mit «< 45° gegeben; fo findet man 
anf gleiche Weite 

b—-c = (b-+c).tang (45°— a), und für & > 45° 
c—-b = (b-+o) . tang (æ — 45%. 


8.34 Zweiter befonderer Fall: 

Um aus aufeinander folgenden Seiten und Wins 
Teln das Geſuchte zu finden, werden folgende nuͤtzliche 
Formeln leicht entwidelt: | 

In Fig. 9. feyen der Winkel C oder a, die ihn umfchließens 
den Seiten a, b und ber Winkel B ober 8 bie aufeinander 
folgenden Stüde; fo ift der Winkel A oder y= 2R— (ei), 
‚daher iny= sin(«-+ß), folglich auch 

a:b= sin (s4-ß) : sin ß 
= sin®.cosß--sinß.cos«:sinß (nr. 65.) 
=sina.cotß + cosæ: 1 (durd) Divif. mit sind). 

Hieraus 1) a=b.sin (a4-ß): sin, ober | 

Ya=b.(cos«--sinz.cotß), zur Berech⸗ 
nung der zwifchen & und A liegenden Seite. 

Man hat eben fo: 

2) b=a.sinß:sin(a-+8) oder 

2) b=a:(cos«-+sinaz.cotß), zur Beredy 
nung einer an « ober A liegenden Seite aus biefen Winkeln 
und der zwifchenliegenden Seite. 


Berner iſt aus 19 
a h. cos æ h. sin æ. cot 
oder a—b.cosa==b.sinz.cotß, folglich 
5) cotß = (a: bsin«) — cota, zur Bere ch⸗ 
nung eined Winkels, ber an einer der 2 mit bem eingefchloffes 
nen Winkel gegebenen Seiten liegt. 
Subftituirt man in 1) flatt sin«, cos« ihre Werthe aus 
nr. 150. 154.3 fo hat man 
b—btang Ja? -+ 2b. cotß.tang ie 


am 1-Ftangge oder 
(a-}+-b) tang je? — 2b.cotß. tangie = = b—a, und 
taugja? — 2b.cosß ' 


b—a 
(alb)sind . tang ja * — oder 
tang3ja? (ab) sin ß —2b.cosß. tangja _ ba 
(ab). sinß a+b | 
Addirt man nım auf beiden Seiten — — er and redu⸗ 
eirt anf einerlei Nenner; fo wird bie erſte Seite der Gleis 
chung 
tangje? (a+b}? sinß: — 2b. (a-+-b) sinß.cosß .tang fx -+ b?cosß? 
(a+b)?. sin 9? 
„. ftang 4«(a-4-b) sind —bcos Pr, 
(a+b)? .sin 9? 
Und die zweite Seite der Gleichung wird 
b?’(sinß?-+-cos ) —a?.sinß? _ b’—a?.sin sın Br 
(ab)? . sin ß? — (a+b)?. u sin ß? 
__(b-+a.sin8).(b—a.sinß) 
—— — Laßt man nun 
auf beiden Seiten ben Nenner weg, zieht bie 2te Wurzel aus 
und verfest; fo hat man 


b.cosßty(cb-ta. sinA)(b—a. sinß)) 
a) tanpia = (a--b) . sinß 
‚wobei +4- gilt, wenn bie bem W. 8 opponirte Seite b> a ift. 
Mit Hälfe diefer Formel kann man einen Winkel aus ben ihn 
umfchließenden Seiten und einen Winkel, der an einer biefer 
Seiten liegt, finden: 


7 


— 


©. Anwendung auf Polygonometrie. | _ 


83. Es follen bier nur bie Hauptgleichungen ber Yo 
I[ggonometrie mit einigen Folgerungen aus benfelben ents 
widelt und bargeitellt werden. 


Wie aus 6 Stüden des Dreieckes, wenn drei, baflelbe ber 
ftimmenbe, Stuͤcke gegeben find, die übrigen gefunden werden; 
eben fo laſſen fi ich, wenn in einem nede 2n—5 Städe befannt 
find, die Abrigen drei durch Rechnung ‚beftimmen. Und wie aus 
2 Winkeln des ebenen .gerablinigen Dreieckes auch ber dritte 
erfannt wird; eben fo weiß man, wenn n—ı Winkel bes 
ned gegeben find, mittelft der Formel für die Summe ber ins 
neren Polygonwinkel, naͤmlich S== 2Rn—4R Geom. 9. 58.), 
den letzten oder nten Winkel zu finden. 


Es fey dad Polygon ABCDE... (Fig. 16); die Seite 
AB=a; BE=b; CD=c; u. ſ. w. Zieht man die gerade 
Linie AH und auf biefe die Perpendikel Bıs C2; D3;... 
and durch die Scheitel derſelben Winkel B, C, D,... bie mit 
AH Parallelen Bo=12; Cb=23; ED=34;.... fo neunt 
man AH die Abfciffenlinie; die einzelnen ‘Theile derſel⸗ 
ben,- von A an gerednet, wie Aı, Az, AS,.... die Abs 
feiffen und bie Perpenditel Bı, C2, D3,... die zugehörigen 
Drbinaten. Die burd die Konſtruktion der Orbinaten und 

ber Abfciffen (der Coordinatem entitehenden Hitfemintef 
m, n, p, 9... laſſen fi in den Polygonwinleln A, B, 9: 
anf folgende Weife beftimmen: j 


m=R-—A; 

n = B-R-m = A-+B—aR; 

p= R-n = 53R—(A+B); 

q = C-R-p = A+B+C—aR; 

s = R-q = 5R—(A+B-+C); 

t = D-s = A+-B+C+D—5R; 

‚- w=R-t = 6R—(A+B+C+HD); 

u. ſ w., wobei das Geſetz erhellt, nach welchem jeder folgende 
Winkel in den Polygonwinkeln gehörig ausgedruͤckt wird. 


— 77 — 


Leicht entwickelt man nun auch Die Werthe der x Katheten der 
Hulfsdreiecke, naͤmlich 
y=Bı =a.sinA; 

y —=Ca =b.sinn=b.sin(A+B—2aR) =— b.sin(A+B); 
Y=Db =c.sing=c.sin(AtB+O; 

y"—Dd’ =d.sinu=d.sin(A+B+CHD); 

n.f.w. lm ſich von ber Richtigkeit diefer Werthe zu Aberzeu- 
gen, darf man nur jede vorhin vorgefommene Funktion nach 
der Formel nr. 66. behandeln, indem man die Summe ber Por 
Iygonwinfel kurz mit @ bezeichnet: 

fo iſt sinn = sin(®—R) =sin®.cos2R— sin2R .c0s@; aber 
cos 2R == — ı und sin2R = 0, daher sinn = — sin = 
— sin(A+B). Eben fo sing = sin (P—aR) = sin®.cos4aR, 
— sin4R.cos®; aber sin4dR = 0 und cosaR = + 1, daher 
sing =+sin® = sin(A+B+C). Ferner ift sin6R.cos® 
— sinp. cos6R = sin4; aber sin 6R = 0 und cos GR = — 1 
daher inu= sing. U. ſ. w. 

Eben fo ift nach nr. 70. 3.8. cosn=cos®.cos2R + sin ® 
.sin2R = — cosP = — cos(A-+-B) ; u. en w. Man findet das 
her auf gleiche Weiſe 
x — Amm=a.cosA; 

« =Ba =b.coson=—b.cos(A-+B); 
x” =Cb=c.oosq=c.cos(A+B-+-O); 
x” = Ed=d.csu=—.d. cos (A+B--C+-D); u. f. w. 

Leicht entwidelt man nun bie Werthe erſtens der Orbis 
naten: Fun 
Y=Bi=y=a. sin A; 

Y=-Q=Y-+y =a,sin A-b.sin (A+B); 
Y"=D3=Y'+y'=a.sin A-b.sin(A+B)+c. sin(A--B4C); ;. 
Y"=-Ey=Y"-y"=a.sinA-b.sin(A+B) +c.sinl A-+B-+C) 

- — d.sin(A+B+C--D); 
n.f. w., woraus das Geſetz erhellt, welchem ber Ausrud jeder 
— folgenden Ordinate gehorcht; ſo iſt 

Y’eRsm=a.sinA-b.sin(A+B) + c.sin(A-+-B-+C) 
— d.sintA+B-+-C+D) + e. siin(A+B+-C+D-+E). 





Zweitens ber Abfciffen: 
x =a =x=a.c0sA; 
X =Ar=X+xm=a.cosA-b. cosCA+BI;, 
X og +x’=a.cosA-b.cos(A-1-B) ForopstA-+B-FO); 
X"—As=X"+x"=a.cosA-b.cos(A+B) -+c. cos(A+B+C) 

—d.cos(A+B+C+D)I; 

u. ſ. w., woraus auch das Geſetz für die zugehörigen Abſciſſen 
erhellt. 


Weil im geſchloſſenen Polygon fuͤr die Punkte A und 
H feine Ordinaten Statt finden, folglich 


yryty'ty"+.. 
wie x +++... =0,f, fo bat man | 
(M).... a.sin A-b.sin(A+B)-Fc. sin (A+C+-DI— -F...=0;5 


(N)...a.cogA-b.cos(A-+B)-Fc. cos(A-FC--D) .=0. 
| Wie ferner in A ABC (Fig. 17.) die erfte Abfciffe—a.cos A 
und bie zweite, die zu ihrem Werthe die Seite c hat, oder c= 
a.cosA-b.cos(A-+B) ift, unb wie baher in einem Vierecke 
die Abſciſſe d=a.cosA-b.cos(A+B) + c.cos(A+-B+C) 
iſt; eben fo ift in Anfehung ber obern Abtheilung die ganze 
Abſciſſenlinie 
AH==a.cosA-b.cos(A+B)-+--... + g.cos( A+-B--C--...+G) 
und hinſichtlich ber untern Abtheilung, wo A’=B'AH ſtumpf 
iſt, hat man eben ſo 
AH =a.cosA-b. cos A+B)-+-.. +i.cos. A+B’+.. +1). 
Diefe Gleichungen gehören mit den 2 vorigen (CM) und (N) 
zu den Hauptgleichungen der Polygonometrie. Aus denfelben 
Laffen ſich leicht andere Gleihungen für die Funktion eines bes 
liebigen Polygonwinkels ableiten, wie wir im folgenden Paras 
graphen fehen werbett. Ä 


5. 50. Fortfegung. 

Mit Huͤlfe ber allgemeinen Gleichungen (M) und CN) ($. 35.) 
Findet man die befonderen und zwar bie Fundamental 
Bleihungen beflimmter Figuren auf folgende Weife: 

1) Für das Dreied ABC (Fig. 17). Die erfte Or⸗ 
dinate Bı it =a.sinA, aber die zweite oder die Ordinate 


für den sten Wintel, nämlich a.sin A-b.sin(A-+By==0, und 
Die dritte Seite, wie wir vorhin fahen, o==a.cos A — b.cos 
(A+B). Weil aber R—(A+B)=C, daher sin(A+-B) = 
sinC und cos(A+B) = — cosC (8.5. Zuſ. 2.) iſtz fo hat 
man hinfichtlich des Dreieckes die 2 Fundamentalgleichungen : “ 

c) a.sinA—b.sinC=0, 

(2) a.coA-+b.cooC —c=0. “ oo 
Aus c1) hat man wieder a:b=sinC:sinA, bi, bie Kam 
Damentalproportion der Trigonometrie (vgl. S.20. Anmerk. 1.). 


2) Kür das Viereck. In biefer Figur iſt allgemein 

(3)... a.sin A—b.sin(A+B) Fc.sin(A+B--C) == 0. 

(4)... 8.cooA—b.cos(A-+-B)-L-o.cos (A+B+O)—d=0. 

Nimmt man an, das Viereck fey Im Kreife befchrieben' (Fig. 
18.), demnach die einander gegenüber ſtehenden Winkel A+-C 
— 2R und B-+D=2R (Geom. 5.87. Zuf.5.); fo gehen obige 
Gleichungen in diefe über: 

(6)... a.sinA—b.sin(A+B) +Fc.sinB=0. 

"(@)... a. cos A—b.cos(A+-B)— c.cosB—d=0. 

Multiplizirt man (3) mit — cosCA+B) und (a) mit 
cos(A-+By und fummirt die Produkte; fo erhält man nad) 
ar, 60. 

(5).. .4. ain B-c. sin — d.sin(A+B) 0. 

Aber durch Multiplikation von (5) mit aincA-+-B) und von 
(3) mit cos(A+B), hat man nad ur. 70., und weil sina? 
- +cosa?= ı ift, durch Addition 

(6)... a.cooB—b-—c.cosA — d.cos(A--B)==0, 
Und in (5) den Werth von sin(A+B) aus 65), und in 
(4) den Werth von cos(A-+-B) aus (6) fubftituirt, findet ſich 
(3°)... (ad+be).sin A — (ab-+cd) sin B=0. 
(2’)... (ad-+bc).cos A— (ab-H-ed) cosB-+-b?—d?=0. 
. __ (@ab-+cd)?. sin B? . 

Aus (37) iſt sin A? = — — oder 1 — sin A? 

d. i cos Ar — (ad+bc)? —(ab-+cd)?. sin B? 


(ad-+-bc)? ° 
Und aus (19 iſt 
cosA? = Cab-+ed)?. cosB?-+ ab-+cd) cosB. (d?-b?)-+(d?-b?)? 
(ad-+-bo)? — 


— 0 — 


Diefe beiden Werthe von cos A? gleichgefleit, entwickelt man 
durch gehörige Reduktion: 
a 2 d? . 
(DD ... cos B —AFr ‚oder auch, da a und b die 
"pen Winkel B umfchließenden Seiten find, 

— . _&@+d?—b?—c? 

(MD... cos A Aad " 
“Hieraus ift ferner 

1— cosB 24b 42ed - aꝰ - bc? +d? 


u. ſ. w. 


1FcosB 2abt2ed+@ + cd” daher 
Z(a--b-Fet+d)=s gefegt, hat man nad} nr. 160. 
(s—8).(s—b) 


| (0) ... tang3B = Ve=9. (—dy' 


Hieraus erhellt, wie vorhin, die Formel zur Anffindung eis 
ned jeden andern Winkels des eingefchriebenen Viereckes aus 
beffen Seiten. 

Zieht man bie Diagonale AC, fo ift nach $.52. Zuf. 3. des 
Vierecks Flaͤchenraum F=Zab. sinB--3cd.sinD. Aber B iſt 
dad Supplement von D, daher sinD=sinB, folglich 

F= Kab-+cd) .sinB= ge 
durch Subſtitution von (8) 5 
F= Lab+cd)y [—a) (eb) —C) — al 
a) Gb) + 0) (3-4) 
Renner = = ab-+-cd ift, 
(9)... F= VICGCAA) (—b) (——) el. 

Hierand hat man wieber bie Formel (1) $. 32. für den Flaͤ⸗ 
chenraum des Dreiedes, indem nun d=0 und s=4(a+-b-+c) iſt. 

Zieht man endlich in Fig. 18. auch bie Diagonale BD; fo 
it, AC mit u und BD mit v bezeichnet, nach $. 29. 
 wW=a?--b?— 2ab.cosB und v? = a?+d? — 2ad.cosA, 

oder durch Subftitution aus (7) und (7) und gehörige Red. 
\ (ac-+-bd) (ad+bc) (ac-Hbd) (ab-+cd} 
en Ne > 


(nr. 8.), oder 





‚oder, da der 


(10)... uv = ac--bd, | 
| d. i. 


—  :) — 
x 


d. i. das Rechteck unter den Diagonalen ift gleich der 
Summe ber Rehtede unter je 2 opponirten Seiten 
‚ eines Bieredd, in weldhem je 2 einander gegenüber 
ftichende Bintel= = 2R find. 

Diefer merkwuͤrdige Satz heißt der Ptolomäif che, weil 
Prolomäus ſich deſſelben als Fundaments in feinem Almas 
geſt zur Berechnung der Sehnen bediente. 


3) Fuͤr das Funfed. Theilt man ein Polygon uͤber⸗ 
haupt durch Diagonalen in Dreiecke; ſo zeigen die obigen Auf⸗ 
loͤſungen, wie man aus den gegebenen Seiten des polygons 
deſſen Winkel und Flaͤchenraum beſtimmen koͤnne. 

Hier ſoll nun noch eine allgemeine Hauptgleichung fuͤr einen 
unbekannten Winkel A abgeleitet werden, wobei wir das Fuͤnf⸗ 
eck als Beiſpiel zum Grunde legen. Fuͤr daſſelbe iſt 

(m) a.sın A-b .sin(A-+B) + c.sin(A-+-B--C) 

Ä — d.sin(A+B+C+D) = 0. 
Aber sin(A-+-B) = : sin A.cosB + sinB.cosAs 
sin[A-+(B+C)]=sinA.cos(B-+C) -H-sinlB--C).cosA;; eben fo 
‚sin ATBHOHD = sinA.cos(B+C+-D) +sin (B+CHD) 
.coA. 
"Daher durch Subſtitution in Cm), Reduction und Verſetzung 
sinAfa—b.cosB-+c.cos (B--C) —d. cos (B+-C+-D)] 
= cosA [b.sinB— c.sin(B-+C) + d.sin (B+CH+DI. 
Daher dem 
sin = b.sinB - c.sincB+C) +d.sindB-+CH-D) 
a ua — a-b.cosB-+e.cos(B+C)-d.cose B+C+D)' 

* vin. dieſer Formel kann man, wenn nur die letzte 
Seite e bed Pentagons mit den 2 anliegenden Winkeln A und 
E unbefannt find, den Winkel A finden. . Da ferner diefe Kors 
mel einem erfannten Gefete folgt; fo läßt fie fih auch auf 
jebed andere Polygon für denfelben Fall der Aufgabe leicht er⸗ 
weitern und anwenden. 
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C. 
Sphärifdhe Trigonpometrie, 





a. Eigenfihaften der fphärifchen Dreiecke. 


8.37. Borbereitung, oder Hälfsfäte and ber Sphärit. 


1. Wenn in Fig. 19. ILMNI die Peripherie eines größten 
Kugeltreifed K (Geom. $. 175.) und AB ben auf K feufredy 
ten Rugeldurchmefler vorftellt; fo heißt dieſer Durchmeſſer AB 
die Axe, und defien Endpunfte A, B, ald Punkte der Kugel⸗ 
oberfläcge, find die Pole jenes größten Kreiſes. 


2: Es ift daher die Are AB ſenkrecht auf alle Halbmeſſer 
CM, CH, Cl, .. :. diefe® größten Kreiſes K, ober ber Minkel 
ACM=ACH=ACI=R, folglid aud der Bogen AM = 
AH=AI=0; d. i. jeder Peripheriepunte M, H,... des 
Kreiſes K fteht um einen Quabranten ober gleicyweit vom Pole 
A. oder Bab, und umgelehrt: jeder Pol eined größten Kugel⸗ 
kreiſes fteht von allen. Punkten der Peripherie dieſes Kreiſes 
gleichweit ab. 


3. Sind umgekehrt die größten Kreisbogen AH, AI Oua⸗ 
dranten, folglich ACH, ACI rechte Winkel, und iſt daher AC 
ſowohl auf CH als CI, demnach (vermoͤge Geom. $. 150.) 
auf den Kreis K felbft ſenkrecht; ſo iſt AC ober AB die Are, 
. oder A und B find bie Pole eben biefes größten Kreifee K, 
und die Peripherie dieſes Kreifes, welcher auf AC oder AB, 
d. i. auf die gemeinfchaftliche Durchfchnittölinie der von den 
Bogen AH, AI zum Theile begrenzten Kreife, folglich auf 
diefe Kreife ſelbſt ſenkrecht ift, ſchneidet ſich mit den Quabrans 
ten AH, AI unter rechten Winkeln. - 


a4. Alfo geht jever größte Kreiöbogen, wie DH, welcher 
fentrecht auf bie Peripherie des größten Kreiſes K ift, verlaͤn⸗ 
gert durch den Pol A ober B diefed Kreifed. Folglich ift der 
Punkt A oder B der Kugeloberfläche, in welchem fidy zwei, auf 
ILM ſenkrechte, größte Kreisbogen DH, EI verlängert fchneis 


den, ber Pol bed Kreiſes K, und dieſe verlängerte Bogen 
HDA, IEA find Quadranten. 


5. Wie DH, El, fo ſchneiden ſich je 2 andere, hinlaͤnglich 
verlaͤngerte Bogen groͤßter Kreiſe in den Polen des jenigen groͤß⸗ 
ten Kreiſes, auf welchen jene Kreiſe ſenkrecht ſind, d. i. ſie 
ſchneiden ſich einander in einer Bogenweite =2Q, und begren⸗ 
zen daher die Oberfläche eines keilfoͤrmigen Kugelaus⸗ 
fhnitted GGeom. $. 175.), deſſen Größe von der Neigung 
Der zwei fih in AB (nad Fig. 19.) fehneidenden Halbkreife 
oder ihrer halben Peripherien AHB, AIB, b. i. von dem fphäs 
rifchen Winfel DAE oder HBi abhängt, der am Pole A oder 
B gebildet wird. 


6. Diefe Neigung wird mit Recht immer < 2Q oder <2R 
betrachtet; denn ift fie=2R, fo bilden jene 2 Halbkreife einen 
einzigen größten Kugeltreis, und der feilförmige Kugelausfchnitt 
faͤlt mit der Hemifphäre, oder feine Oberfläche mit der halben 
Kugelflaͤche (Geom. $. 175.) zufammen; if fie aber > 2R, fo 
wird die Größe des keilförmigen Ausfchnitted oder feiner Ober 
fläche auch aus der Neigung oder dem fphärifchen Winkel ers 
kannt, welcher die Ergänzung jener Neigung zu AR, demnach 
<.2R iſt. 

7. Die Neigung ber Bogen DA, EA zu einander ober der 
fpbärifhe Winkel DAE ift derfelbe wie der Winkel FAG ber 
TZangenten jener Bogen. Oder nimmt man AH=AI=0Q, 
fo daß die Linien HC, IC, in welchen fidy jene Halbfreife mit 
dem Kreife K fdhneiden, (vermoͤge 5.) fentrecht auf die gemein, 
fchaftliche Durchfchnittslinie AB berfelben Halbkreife find; fo 
ift auch der W. ICH, den diefe Perpendikel IC, HC mit eins ' 
anber bilden, gleich.ber Neigung derfelben 2 Halbfreife zu eins 
ander = HI (GGeom. $. 166. Zuf. 1.3; d. i. biefe Neigung, von 
welcher die Größe des Feilförmigen Kugelausfchnittes oder feis 
ner Oberfläde abhängt, ift = DAE = HCI= FAG = Hl. 

8. Die Gleihung DAE—= HI drüdt man durch den Satz 
aus: Der fphärifhe Winkel, den 2 größte Kreisbogen 
an ihrem Durhfchnittspunfte dem Scheitel) mit 
einagber bilden, hat zum Maße einen größten 
Kreisbogen, welcher zwiſchen des Winzels Shen 
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keln in einem Abſtande Q. von deſſen Scheitel 


oder vom Urfprunge jener Kreisbogen gezogen 


wird. 

9. Stellt man fi einen größten Kugelfreid gezogen vor, 
beffen Are fchief it auf die Are AB unferes Kreiſes K; fo 
ſchneidet fidy derfelbe fowohl mit K, ald mit den auf diefen 
fenfrechten Kreifen AHB, AIB. It demnadh DE ein Theil 
ber Peripherie jened neuen Kreifed, fo gilt von den Bogen 
DA, DE und EA, ED daffelbe, was vorhin von AD und 
AE galt. Nämlidy DA, DE, jeden bis zu 20, vom Urfprunge 
D an verlängert, begrenzen die Oberfläche eines Feilförmigen 
Kugelaudfchnittes, deffen Größe abhängt von dem fphärifchen 
Winkel ADE. Hinfichtlich des Maßes dieſes Winkels gilt der 
Sag unter 8., fo wie hinfichtlich der Größe eines jcden diefer 
fohärifhen Winkel, daß er < 2R fey (nad 6.). 


8.38. Erflärung. Der Theil der Oberfläche eines keil⸗ 
foͤrmigen Kugelausſchnittes oder der Kugelllähe überhaupt, 
wie der Theil ADE, begrenzt von brei größten Kreisbogen 
(AD, AFE, ED) beißt ein fphärifches Dreieck; die fphäris 
fhen Winfel DAE, ADE, AED heißen deſſen Winkel, und 
die Bogen AD, AE, ED defien Seiten. | 

Zuſatz 1. Alfo ift jeder fphärifche Dreieckswinkel < 2R 


($. 37. 9.), die Summe der 5 Winfel < 6R oder bie halbe 


Summe < 3R. 

.. Zufag 2. Gtellt man fidh die Endpunfte der Seiten bes 
fphärifchen Dreieckes durch Sehnen verbunden, und über dem 
von diefen Sehnen begrenzten ebenen Dreiecke, als Balls, eine 
dreifeitige Pyramide errichtet vor, deren Spige der Mittelpunkt 
C der Kugel ift; fo erhellt, Daß jebe Seite, wie AD, dad Maß 
des von den Kugelhalbmeſſern AC, DC, welche mit der Sehne 
AdD eine Seitenfläche der Pyramide begrenzen, an C gebildeten 
Winkels ſey. Da eben diefe Halbmefler AC, DC Durdifchnitte- 
linien find, in welchen fich nämlich die größten Kreife, von des 
ven Peripherien die Seiten des fphärifchen Dreiecks Theile find, 
einander fchneiben; fo fagt man auch: Jede Seite, wie AD, 
if das Maß eined geradfinigen Winkels, der von den Durch» 
ſchnittslinien an C gebildet wird, in welcdyen bie Ebene des 


‘ 
. 


Bogend AD die Z andern Ebenen der Bogen ober Seiten AE, 
DE bes fphärifchen Dreieded ADE fchneidet. 


Zufag 3. Es ift alfo nad Geom. S. 160. Zuf. 5. die 
Summe ber 3 Seiten bed fphär. Dreiedes < 40 
und eine Seite ift <ald die Summe der zwei andern 
Seiten. 

Zufag 4. Jede Seite des fphärifchen Dreieckes "wird, 
wie jeder Winkel, <2Q vorandgefest. Denn ift eine Seite 
wie ILMP des Dreiedes, deſſen 2 andere Seiten find AP, PI, 
>20; fo find die Stüde dieſes Dreieckes theild diefelben, wie 
Die des Dreiedeö API, theild werden fie aus den des letzteren 
beftimmt, indem 3.3. die Seite PI die Ergänzung von ILMP 
iſt. Daffelbe erhellt auch fchon daraus, daß fich größte Kreis» 
bogen, wie AD, AE, nur in einem Abflande = 2Q von ihrem 
Urfprunge Cin A) an fchneiben, demnach die Bogen ADB, 
AEB fein jphärifches Dreieck einfchließen. Soll daher ein fols 
ches entftehen, fo müffen diefe Bogen AD, AE, ehe fie verlaͤn⸗ 
gert B erreichen, von Tinem dritten größten Kreiöbogen, wie 
DE, gefchnitten werben. ' 


8.539. Erflärung. Das fphärifche Dreied T, deffen 
jede Seite dad Supplement bed ihr gleichfam. gegenüberflehens 
den Winkels eined andern fphärifchen Dreiedes T, nnd deſſen 
jeder Winkel dad Supplement der ihm gleichfam gegenüberlies 
genden Seite eben dieſes Dreiedes 'T ift, heißt Polar- oder 
Supplementärs-Dreied. 

Konftruttion des Polardreiedes. In Fig. 20. fey jede 
Seite des Dreiedes T oder ABC <Q; man verlängere fie 
fo, dag AD, AE, BF, BG,... Quadranten werden. Legt 


man durch die Endpunkte D und E, F und G,... größte -. 


Kreisbogen; fo ift A'’BC' = T) das Polardreieck für T. 
Denn ber Punkt A ift der Pol des Bogend CB ($. 37. 3), 
folglich fteht der Punkt B', wie jeder andere Punkt dieſes Bor 
Hend, vom Pole A um Q ab ($. 37. 2). Run it eben fo C 
. der Pol ded Bogend AB, folglich ſteht B andy von Cum oO 
ab, demnach ift B', als von C und A um Q abftehend, ber 
Mol der Seite AC. Auf gleiche Weife zeigt man, daß auch 
A’ der Pol der Seite BC, und C’ der Pol ber Seite AB fey. 


. ‚ 
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Daher nah 8. 37. 2. BDO CE. b. i. BD-ED-+ 
DU oder BC + ED= 20; aber ED = dem Winkel A ($. 37. 
8), folglich BU+A oder HA = 20; d. i. die Seite a’ 
des Dreiedes T ift Das Supplement des Winfeld A. Auf 
‚gleiche Weiſe wird bewiefen, daß au b’-+-B, wie C+C= 
2Q fey. 

Weil endlich EA=Q=BG it, fo hat man EA+BA 
+AG oder EG-+-c=2Q; aber EG ift das Maß des Wins. 
kels C', folgih ik C’+c=2Q. Eben fo ift fowohl A’+-a, 
as B--b=2Q; d. i. jeder Winkel in T’ ift das Supplement 
der ihm gegenhberliegenden Seite des Dreiedes T, und ums 


gelehrt; man kaun daher fagen: Eines dieſer Dreiede iſt des 
Andern Supplement⸗ oder Polar⸗Dreieck. 


Zuſatz 1. Auch hieraus erhellt 1), daß, weil A-B+C 
La -b+c = 60 oder 6R if, AHYB+C<HR, oder die 
halbe Summe der 5 Winkel <5R fey (vergl. $. 58. Zuf. 1.)5 
2) daß aber, weil a +b+c’<aQ if, AFB+C >2R, oder 
die halbe Summe der 5 Winkel des fphärifchen Dreieckes inmer 
>R ie. 


Zuſatz 2. Im fohärifchen Dreiede können alfo zwiſchen 
rechten, flumpfen und fpigen Winkeln alle Combinationen Statt 
finden, welche die Summe der 5 Winfel > aR, aber < 6R 
geben; fo koͤnnen 53.8. 2, auch 3 rechte Winkel im fohärifchen 
Dreiecke ſeyn. Allein wenn 3. B. im Dreiede HAI (fig. 19.) 
der Wintel AH = AIH=R, fo find nach $. 57. 4. die Sei⸗ 
ten AH, Al Duadranten, A ber Pol des Bogend HI, dieſer 
demnach dad Maß des dritten Winteld A (6. 57. 8.). "Diefes 
gilt aud, wenn man umgefehrt die Seiten AH, AI ald Qua⸗ 
dranten anninımt, in welchem Falle die Winkel H und I rechte 
“find. IR daher in einem fphärifchen Dreiede jeder Winkel ein 
rechter, fo iſt auch jede Seite ein Quadrant, und umgekehrt. 


Hieburch ift Far, daß die NRefolntion eben folder Dreiede 
keine Schwierigleit darbiete, Daß demnach das fphärifche Dreieck, 
das einen rechten und 2 fchiefe Winkel hat (nad der Analogie 
mit bem ebenen Dreiede — kurz das rechtwinfelige fphärifche 
Dreied genaunt), ber Hauptgegenftand ber Refolution Iphäris 
ſcher rechtwinteliger Dreiede ſey. 
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Uebrigens heißt auch hier die dem rechten Winkel gegenuͤber⸗ 
ſtehende Seite Hypotenuſe, aber die 2 audern Seiten erhiel⸗ 
ten den Namen „Perpendikel.“ 

Zuſatz 3. Auch folgt, daß in jedem ſphaͤriſchen Dreiecke, 

z. B. BDE (Fig. 19.), der äußere Winkel AED kleiner, als die 

Summe der 2 opponirten innern Winkel, d.i. (BED) 

ey. Denn AED-+-DEB —=2R, aber (B+EDB+-DEB) R 

(Zuf. 1.), alfo au > (AED-+-DEB), folglich (B EDB) 
> AED (vergl. Geom. 85. 39. 67.). 


6. 40; Erflärung. Entgegengefeßte, ſymmetri⸗ 
ſche Kugeldreiecke ABD, abd (Fig. 21.) heißen diejenigen, 
deren eines ABD über dem andern und hinter dem größten 
Kreije ADad liegt, und deren anderes abd vor dem eriten 
ABD und hinter dem größten Kreife BDbd liegt, fo, daß die, 
Scheitel der fich entfprechenden Winkel diefer Dreiede um einen 
Kugeldurchmefler von einander abfichen. 


Konftruftion. Es ſey auf der, in Beziehung auf den lie⸗ 
genden Kreis ABabA, obern Kugelhälfte das Dreieck ABD, 
deſſen Spitze in D iſt, gebildet. Man ziehe die Kugeldurchmeſ⸗ 
fer Aa, Bb, Dd und verbinde ihre Endpunkte a, b, d Zurch 
Bogen größter Kreife; fo ift das von diefen Bogen auf der 
untern Kugelhälfte eingefchloffene Dreieck abd, deſſen Spige in 
d iſt, das dem Dreiede ABD entgegengefegte. Denn diefe Bos 
. gen ab, ad, bd find, wie AB, AD, BD nur Theile der Peris 

pherien derfelben größten Kreife, weil fih je 2 größte Kreid- 
bogen, z. B. AD und BD, die fih in dem Endpunkte D des 
Kugeldurchmeflers fchneiden, fich verlängert in einem Abftande 
= 2Q von D, d. i. auch im andern Endpunkte d deflelben 
Durchmeſſers Dil fchneiben. 

Z3Zuſatz 1. Aus diefer Konftruftion folgt zugleich, daß 
fowohl die gleichnamigen Seiten, wie AB, ab,..., ale die 
gleichnamigen Mintel, wie D, d,... diefer Dreiecke gleich feyen, 
diefe folglich ſich nur hinfichtlich ihrer Lage unterfcheiden. Dem⸗ 
ungeachtet Tann man fie nicht Pongruent nennen, indem das 
Dreied abd, auch auf die obere’ Halbkugel verfchoben gedacht, 
fih doch mit ABD nicht dedit, wenn es nicht zugleich umge, 
wendet wird, was wohl bei ebenen, nicht aber bei fphärifchen 


‘ 
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Dreiecken geſchehen darf. Denn dieſer Seiten ſind nur Theile 
groͤßter Kreisperipherien, welche als auf ſire Punkte der Kugel 
bezogen, eine beſtimmte Lage und eben dadurch eine beſtimmte 
Bedeutung haben. 

Zuf atz 2. Auch können diejenigen fphärifchen Dreiecke 
auf derfelben Kugelhälfte entgegengefest heißen, wel⸗ 
che von den Bogen zweier ſich fehneibenden größten Halbfreife 
‚und dem Bogen eines größten Kreifes begrenzt werben, ber 
ald Halbirungskreis der Kugel betrachtet wird. Man fee ſich 
nämlich diefen Kreis BDEB (Fig. 22.) in der Papier» Ebene, 
Daher die eine Kugelhälfte über jene liegend.vor; fo find, wenn 
Ee und BA zwei halbe, ſich in C fchneidende, größte Kreife 
vorftellen, die Dreiede ECA und BCe auf berfelben Kugel, 
hälfte ſich entgegengefeßt. 

Allein diefe Dreiecke find nicht auch fymmetrifche. Denn 
nebſt den gleichen Scheitelwinteln find nur noch die Seiten Be, 
AE nothwenbig gleich, weil diefe Bogen die Maße der Scheitels 
wintel find, welche von den in der Ebene des Kreiſes BDAB 
liegenden Duxcchmeffern AB, AE am Kugelmittelpunfte gebils 
det werden. Die 2 andern, ſich entfprechenden Dreieckswinkel 
fingguecfelfeitige Supplemente von einander. Indem ſich naͤm⸗ 
lich der Halbkreis eE unter gleichen Winkeln zu eDAE neigt, 
oder CEA = CeD, aber CeD-+-BeC = 2R iftz fo ift auch 
CEA--BeC = 2R. Eben fo ergänzt CAE den Winkel CBe 
au 2R. 


8.491. Lehrſaͤtze. Zwei fphärifche, auf berfelben 
Kugeloberflädhe befchriebene, Dreiede find entwes 
ber fongruent oder fymmetrifch (wechfelfeitig gleidjs 
feitig und gleihwintelig), menn fie D einen Wins. 
Bel gleich und die diefen umfchließenden Seiten 
wecdfelfeitig glei haben; oder D wenn die an eis 
ner gleihen Seite liegenden Winkel wecfelfeitig 
gleich; oder 5 wenn die Dreiede wechfelfeitig gleidy 
feitig, ober 4) wecdhfelfeitig gleichwinkelig find. 
Beweis. Diefer fann in Aufehung ber 3 erften Saͤtze 
auf ähnliche Weiſe, wie für die Kongruenz ebener gerabliniger 
Dreiede (Geom. $.35.37. 41.) geführt werben, und bie Wahr⸗ 
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heit des vierten Satzes folgt mit Bälfe ber konſtruirten Polars 
dreiecke and dem dritten Sape. 

Daß aber nah Sag 1. der eingefchloffene Winkel (wie 
bei ebenen Dreieden — vergl. Geom. S. 51. Anmerk.) gleich 
feyn muͤſſe, erhellt durch die Konſtruktion: 

Sm Dreiede ADE (Fig. 25.) fey der Winkel D fpit. Mau 
lege durch AC einen Kreis fentrecht auf den, der zum heile 
von DE begrenzt ift, fo daß alſo die Winkel bei F rechte find. 
Man nehme ferner eEF = EF und: lege einen größten Kreis 
durch eAC; fo entfteht ein zweites Dreief ADe, das mit ADE 
die Seite AD= AD und Ae= AB (indem nach Satz 1. bie 
in PF rechtw. Dreiede kongruent find) und den von jenen Geis 
ten nicht eingefchloffenen Winkel D=D hat, und doch ifk die 
dritte Seite De nidyt = DE, weder der Wintel DAe= DAR. 
Auch ift nicht bee Winfel AeD—=AED, indem AED+AEF 
—=2R, aber AEF=Aef, folglih auh ABD-+-AeD=— 2ER, 
d.i. AeD nur das Supplement von AED iſt. 

Eben fo erhellt, daß der Sa 2. nicht, wie für ebene Dreis 
ede (GGeom. $.57. Zuf. 5.), erweitert werben fönne. Denn 
die Dreiede ADE, Ade haben eine Seite gleich, naͤulich AE 
= Ae, ben Winkel AED= Aed (weil AED-+-AeD = 2R 
= AeD-+Aed) und den (nicht anliegenden) Winkel D=d, 
ohne daß Die Kongruenz ber Dreiede, ober bie wechſelſeitige 
Gleichheit der übrigen Stuͤcke folge; fo it Ad> AD, und auch 
dAe und DAE, de und DE find nicht nothwendig gleich. 


8.42. Lehrſatz. In dem gleichſchenkeligen fphäs 
rifhen Dreiede find die Winkel an ber Grundſeite 
gleich, und umgelchrt. 

Beweis. Im Dreiede ABC (fig. 19.) fey bie Seite 
c—=b. Man fchneide von A aus auf c und b gleiche Theile 
Am= An ab und ziehe die größten Kreiöbogen Bn, Cm; fo 
And bie Dreiede ABn, ACm vermöge 6. 41. Satz 1. gleich, 
Bn=Cm, baher auch ‚die Dreiede BCn, BCm nad S. a1. 
Sag 3. gleich, und der Winkel mi = nCB, b.i. die Wintel 
an der Baſis BG gleich. 

Und umgekehrt: wenn nämli B= C, foitauh bc 
($.39.), folgli, wie vorhin auch B’= C', daher auch b und 
u als die Supplemente diefer Winkel, , gleich, 


Zuſatz 1. Daher ift ein fohärifches gleichfeitiges 
Dreied auch gleichwinkelig, und > umgefehrn (vergl. Geom. 
$, 39. Zuſ. 2.). 

Zuſas 2. Verbindet man an der gemeinſchaftlichen Ba⸗ 
ſis zwei gleichſchenkelige Dreiecke und legt durch ihre Spitzen 
einen groͤßten Kreisbogen; ſo beweist man auf gleiche Weife, 
wie Geom. $. a4., daß biefer Bogen jeden Winkel an ber 
Spige, fo wie auch bie Grundſeite unb bie ganzen Dreiede hal 
bire und auf die Baſis fentredht fey. 


8.45. Kehrfaß. In jedem ſphaͤriſchen Dreicde 
fteht dem größeren Winkel eine größere Seite gegen, 
über, und umgekehrt. 

Beweid. Im Dreiede dBC (Fig. 22.) fey ber Winkel 
BdC >C; fo fann man innerhalb des Dreiecks einen größten 
‚ Kreidbogen dp durch den Scheitel d fo Iegen, daß ber Winkel 
pic = C wird. Damm ift au dp = Cp ($. a2.). ber 
dp-+pB >dB ($.38. Buf. 3.), baher auch Cp-+bB, d. i. 
CB>dB. 

Der umgekehrte Gag wird nun mit ouufe des Polardrei⸗ 
eckes leicht bewieſen. 


b. Geſete der Reſolution rechtwinkeliger Kugel⸗ 
dreiecke. 


8.34. Allgemeine Proportion: 


Sn jedem fphärifhen Dreiede verhalken fich die 
Sinuſſe der Winkel, wie die Sinuffe der dieſen Wins 
keln opponirten Seiten: d. i. 

snA:sinB=sina:sinb, oder sin A = 

| sinB sinb 
Beweis. Es fey das fphärifche Dreied ABC Gig. 29.), 
"M der Kugelmittelpunft, daher AM, wie BM, CM Kugel 
halbmefier. Dean fälle vom Scheitel C aus dad Perpendilel 
CP auf die Bogenebene ABM und lege 2 gerablinige ebene 
Dreiede CPE, CPF fo burdy CP, daß ber Halbmeffer AM 
fentrecht auf Die Ebene CPE und BM fentredyt uf CPF werde. 
Unter diefer Boransjegung if 1) CE =sinb und CF = aina; 
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2) weil CE, liegend In ber Bogenebene ACM, und PE, lies 
gend in ber Bogenebene ABM, fenfredt auf AM find, in wels 
chem Halbmeffer fich diefe beiden Bogenebenen fchneiden; fo iſt 
der Winkel PEC der Neigungswinkel beider Ebenen Geom. 
6. 156.), folglich gleich dem fphärifchen Winkel A ($. 37. 7.). 
Aus demfelben Grunde ift auch Wintel CFP=B. Rum ill 
nach 6.26. 1. 

im A CPE, reditw. in P, r:sinCEP=CE: CP, 

im s CRP, » ss » », sin CFP : r—=CP:CR; 

folglich durch Subſtitution: sin A: sin B sin a: ain b. 

Auf gieiche Art wird dieſes hinſichtlich der andern Winkel 

und der ihnen opponirten Seiten bewieſen. 


Zuſatz. Iſt alſo einer der Winkel z. B. A ein rechter, 
daher a die Hypotenuſe; ſo gilt die ſpezielle Proportion: 
(1) r:snB = sinh: sin b, oder 
r:sinC = sinh :: sinc; 


d.1. der Tafel» Halbmeffer cober Sinus totus = r = 1) 
verhält fih zum Sinus eines fchiefen Winkels, wie . 
der Sinus der Hypotennfe zum Sinus des jenem 
Mintel opponirten Perpendikels Canalog mit @ im 
$. 26. und in gleichen Fällen ammenbbar). 


$. 45. Zweite und dritte fpezielle Proportion: 
(dD) In jedem rehtwinleligen Kugelbreiede ver 
hält fih ber Halbmeffer zum Coſinus eines ber 
fhiefen Winkel, wie die Tangente ber Hypotenufe 
zur Tangente des an jenem Winkel liegenden Per 
pendikels Canalog mit der Proportion 2) unter 1. $.20.)5 und 
(HD Der Halbmeffer verhält ſich zum Sinus eines 
‚ber Perpenditel, wie die Langente bed an biefem 
liegenden fchiefen Winkels zur Kangente des dies 
ſem Winkel opponirten Perpendikels (analog mit 2. 
im $. W.). 

Beweis. Es fey ABO Gig. 26.) das in A vechtwinfel, 
Dreiet und AM, wie BM, CM Sugelhalbmefjer. Fällt man 
aus C das Loth CD auf AM, legt durch baflelbe eine Drei, 
ecksebene CDE fo, daß BM anf fie ſenkrecht wird; fo iR for 
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wohl ber Winkel CEM, vls DEM und CDM ein rechter. Weil 
ferner ber Halbmefer AM die gemeinfchaftlihe Durchſchnitts⸗ 
linie der Bogenebenen BAM, CAM ilt; fo ift die auf AM 
fenfrechte CD auch fenfrecht auf die Ebene BAM, folglich auch 
auf DE, welche in diefer Ebene liegt; oder ber Winfel CDE 
ift ebenfalls ein rechter. Endlich iſt (wie im $. 44. gezeigt wurde) 
der Winfel CED = dem fphärifchen Wintel B. Run iſt nach 
6.20. 2. 
im AMCE, rechtw. m E, ME:CE=[r:tangh, 
» » MED, - s + s, ME:DE=r:tangc; 


daher » » » », CE: DE—tangh:tange. Aber . 


s s CED, +» »s inD, CE:DE=r:sinEDC 
=r:cosCED; alfo 
r :cosB = tangh : tangc;z; eben fo _ 
r :cosC= tang : tangb. 
Auf gleiche Weife hat man ferner aus jedem ber Dreiede 
CMD, CED, DME tefp. die Proportionen: 
| MD: DC =[r:tangb, 
DC :DE=taugB:r; 
daher MD : DE = tang B : tang b. Aber 
MD: DE =[r:sinc, folglid 
a ssinc= tangB : tangb, ober 
r :sinb= tangC : tangc. 
Zufa 1. Statt (2) und (5) kann man reſp. auch ſetzen: 
@) r:cosB= cote:coth; 
(3) r:sinb=cotc:cotC (nr. 25.). 


Zuſatz 2. Mit Hälfe diefer drei Hauptproportionen leis 
tet man, zum Behufe ber direkten Auflöfung mancher Aufgaben, 
noch drei andere, wie folgt, ab: 


Es ſey GSig. 26.) jede Seite des in Arechtwinkel. Dreieckes 


(2) 


ABC <Q. Berlängert man fie nieder» oder aufwärts), bis 


jede =Q wird, und verbindet die Endpunkte durch größte Kreis⸗ 
bogen; fo entfieht ein neues, in A’ coder A”) rechtwinkeliges, 
fogenamntes EomplementärsDreied CBA (oder BC’A”). 
Denn da B der Pol des Bogens BD’ ift, fo find bie Wintel 
bei A’ rechte (5. 37. 3.3 Weit folglich B’ fowohl von B, ale 
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A, um Q abfieht, alſo Pol des Bogens BD if; fo if and, 
BD = Q und die Seite A/B’ dad Complement von A’D oder 
des Winteld B; d. i. +B=R. Eben fo iſt der Bogen AD 
das Map des Winkels B, daher B-c=R, wie "+b=R 
und h+b=R, und nur der Winkel A A’ und der Winkel 
A’CB = ACB. 
Alfo ift im Dreiede ABC nad (1) $. aa. uf. on 
rısinB = sinh’ : sinb}; folglich 
(4) r:cose = cosb': cosh; 
eine Gleichung zwiſchen den 5 Seiten. Ferner 
r.: sin A’CB = sinh’ : sinc'; daher 
6) r:sinC = cosb: cos B; 
eine Bleihung zwifchen 2 Winkeln und 1 Perpen 
dikel. Endlich | 
r: sinb’ = tang A'CB’ : tangc’ (nad (83); 
daher (0) r : cosh = tangC :cotB: 
eine Gleihung zwifchen den ſchiefen Winteln und 
der Hypotenufe. 


Zuſatz 3. Mittelft jeder diefer 6 Proportionen wird un⸗ 
ter den 3 Stüden bed, Dreieded, auf welche fie fpricht, wenn 
2 gegeben find, das dritte gefunden. Es find daher mit Hülfe 
diefer Proportionen, oder der Gleichungen, die an die Stelle 
jener treten, im Ganzen 18 Faͤlle auflösbar. Da ed aber in 
(q) und 2) hinfichtlich der 3 Städe: Hppotenufe und 2 Per 
penbitel, oder 2 Winkel — gleichgültig if, welches von beiden 
letzteren Stüden gefucht werbe; fo bat man nur 16 Haupt 
fälle gu refoloiren. \ 

Die vollftändige Darftellung biefer Reſolution begreift jedoch 
10 Aufgaben, jede mit 3 Fällen, alſo im Ganzen mit 30 Faͤl⸗ 
len; weil nämlich, da ber rechte Winkel ohnebieß immer geges 
ben oder befannt ift, aus ben übrigen 5 Ode bed Dreiecks 


nur jedesmal zwei zu geben find, wodurch man d..i. 10 Aufs 
gaben erhält. 

Diefe vollftändige Darftelung ift durch die nach dem Zuf. 4. 
fogleich folgende Tafel gegeben, in welcher wir jene 16 Haupt⸗ 


0] 
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fälle mit einem Gteruchen bezeichnen, und flatt ber jedeömal 
citirten Propertion bie daraus für ben Halbmeffer = ı abges 
leitete Gleichung feßen. 

Zufag a. Zur Entſcheidung ber Zweibentigfeit, ob das 
Gefuchte > oder < Q zu nehmen fey, reichen in ben meiften 
Faͤllen folgende Kriterien hin: 

1. Jeder der fhiefen Winkel ift gleihartig mit 
feinem opponirten Perpendikel cb.i. jener > oder <R, 


wenn diefed > oder <Q if). 


Es fey in dem in A rechtwinkel. Dreiede ABC ($ig. 27.) 
3.8. das Perpendikel AB<OQ; fo it auch der Wintel ACB 


 —<R. Denn verlängert man AB bis zum Qnadranten (= BD) 


und legt durch D und C den größten Kreisbogen DC; fo ift 
D ber Bol von AC und der Winkel ACD=R ($. 37. 3.), 
denmah ACB<R. — SH aber AB>O; fo fey AB ber 
Quadrant, dam it ACE=R, folglich ACB>R.— Und 
umgekehrt: if 4.8. Winkel ACB<R, fo wird auch AB 


<0Q feyh. Denn man lege einen größten Kreisbogen fo, daß 


er fenfrecht in C den Bogen AC ſchneidet; fo ift der Punkt D, 
* welchem ſich die auf AC ſenkrechten, verlaͤngerten Bogen AB, 
CD ſchneiden, der Pol von AC ($.37.4.), folglich RAD=Q 
und AB<Q. Üben fo für den 4. Fall. 

2. Sind entweder die Perpendikel oder die fchies 
fen Winkel gleihartig; fo if die Hypotenufe < Q 


and umgekehrt. 


Es fey vorerſt AB, wie AC<0Q, demnach vermöge 1. andy 
Winkel BCA, wie ABC<R; fo il, wenn man ABD=OQ 
macht und DC zieht, der Winfel CDB >R und im Dreiede 
ADC ber Winfel CDA<R, folglich im Dreiede CBD die 
Seite CD>BC (S$. 3); aber CD=Q, aljo die Hypotenufe 
BC<Q. 

Iſt zweitens jebed der Perpeudilel > Q, demnach auch jeber 
der fchiefen Winkel > R; fo beweist man, indem E zum Pol 
von AC gemacht wird, auf ähnliche Weiſe, daß abermals BC 
<Q ie. 

Eben fo leicht erheilt die Wahrheit de umgekehrten 
Satzes. Es fey die Hypotenuſe .B. <Q, abe AB>Q, 
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fo wird auch AC Q ſeyn. Denn macht man den Theil AE 
—= 0, fo daß E der Pol von AC, auch CE=Q und CA das 
Map des Winteld CEA if; fo if diefer Winkel mit dem Wins 
fel CBA gleichartig, indem jeder mit dem Perpenbilel AC gleich» 
artig iſt. Ferner iſt der Winkel BEC < CBE, weil BC <EC 
<Qif. Aber ber Winkel BEC nicht >R, weil font CEA, 
demnach audı CBA < R, folglich auch die Seite CE< CB 
<0Q ſeyn müßte Alfo ik Winkel BEC<R, demnad CEA, 
wie CBA>R; aber AC mit CBA gleichartig, alſe tAC>Q. 
— Auf ähnliche Art im 2. Falle. 


3. Sind die Perpendikel, demnach and die fchiefen 
Winkel ungleihartigz fo-ift Die Hypotenufe >Q. 

Es fey wieder AB>0Q, AG < OD, demnach der Winkel 
AEC, wie ABC<R; fo ik der Winkel BEC>R, folglidy 
im Dreiede BCE die Seite BC >CE, b. i. die Hypotenufe > Q. 


Und umgetehrt: Wenn naͤmlich BE>Q, und man fegt 
AB<O; fo wird AC>Q feyn. Denn wirb AB zum Quas 
dranten verlängert, fo daß D der Pol von AC, DC=Q und 
AC das Maß des Winkels D wird, welcher mit ABC gleidy 
artig ift; fo ift im Dreiede BCD ber Winkel D> DBC (weil 
ex hyp. BE>Q>CD im. MM daher DBEC=R, fo if 

D>R, folglich auch AC>Q; if aber DBC <R, baher ber 
Rebenwintel CBA >R, fe iſt auch D>R, folglich auch 
AC>Q. 


4. In denjenigen Fällen, für deren Refolution foldye Pros 
portionen oder Gleichungen anzuwenden find, welche trigono⸗ 
‚ metrifhe Zunktipnuen von verfchiebenen Zeichen enthalten, kann 
man auch bie Zweidentigfeit dadurch heben, daß man jenen 
Funktionen die gehörigen Zeichen beigibt, um aus der Zufammens 
fegung biefer Zeichen das Zeichen der gefuchten Funktion, fohin 
die Größe des gefuchten Stüdes felbft zu erfeunen. - 

Beifpiel ı. Man ſuchteh ans b und c mittelft Ca), nach 
welcher Proportion cos h == eos b. cos e iſt. Bermöge 2. und 
5. bleibt in dieſem Falle nichts Zweifelhaftes; eben fo nicht ber 
Anwendung ber Zeichen, indem man hat entweder Pcos b. 4 cos c 
== +cosh, oder Heosb.+Fcosc=— cosh. hen jo wird 
h ungweifelhaft mittelft (6) gefunden. | 
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Beiſptel 2. Mittel der Proportion (5) hat man, bie 
Zeichen beigebend, + cosB 
1) +sinC .-+ cosb = +cosB; 2) — Feosb = -ksinCy - 


+ cosB 
„ * Imc” +cosb. Bei 1) und 5) bleibt keine Zwei⸗ 


deutigkeit, wie auch ſchon vermöge 1. erhellt; aber bei 2) vers 
ſchwindet das Zweifelhafte nicht, indem + sin. nicht erkennen 
läßt, ob C> oder <R zu nehmen fey. 

Wenn baber bloß Sinuſſe in bie Proportion oder Gleichung 
eingehen; fo koͤnnen die Zeichen nichts entſcheiden, und das 
Zweidentige, wenn es zu heben iſt, verfchwindet nur mit Hülfe 
der vorigen 3 Kriterien; fo 3.8. tft der aus der Proportion 
(1), namlih: r:sinB=sinh : sinb — gefuchte Winkel oder 
Das gefuchte Perpendikel vermöge 1. unzweidentig; aber h bleibt 
zweifelhaft. In diefem und in ähnlichen Fällen muͤſſen denn bie 
Bebingungen der Aufgabe felbft entſcheiden. 


Tafel über die Refolution rechtwinkeliger KRugeldreiede. 












































Gegeben Geſucht Gleichung | das Sefuchte it <Q 
I.h,c c Isine=sinh.suC D.wenC<R. 
tangb=-tang h.cosC (2). 
b oder 
coth j 
 [gotb= cos c 2). wenn h,C gleidys 
__cotC artig.. 
B ItangB= — (6). 
. sinc 
II. h, d C? IsınC= sch (1). ſpenn c<Q. 
__ tangc 
B® lcosB= tangh 0). wenn h,c gleich⸗ 
b?. icosb = cos h @) artig. 
cosc 
ULB,c | h* |coth = cosB.cotc (2).|wennB und o gleiche . 
artig. 


b? |tangb=sinc.tangB ($).|mennB <R. 
C* |cosC = sinB.cosce 6).|wenn ce < 








IV. B,b. 


1 — 
Gleichung 
. sinb 
h Isinh = mb (1). 
tang b 
tang B 
cosB 
cos b 
sinc 
sin | 
b* Iisinb = u (3).| }zweifelhaft. 
008 © 
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Gegeben [Befucht | das Geſuchte ik <q 











IV. B, b 


e Iinc = 





(5).|} zweifelhaft. 





CC incC= (5). 





V.C,c | h*? |sinh = (1). 








B® IinB = 


[5 | 


h- |coth = cotb.cosC (2). wenn C, b gleichartig. 
oc Itange =tangC.smb@).IwennC<R. 
B |cosB =sinC.cosb (S).ſwenn b<Q. 


Vif.B,bj b* 


Vec,b 


J 





sinb =sinB.sinh (1). wenn B<R. 
tangc==tangh.cosB (2).| | wenn B,h gleich 
cotC =tangB.cosh (6).|) artig. 











* cosh 
VEL.h,b| o Icosc = — (). wenn h, b gleiche 
_tangb artig. 
C | coC = tangh (2). 
. sin b 





IX.b,o | h? ſos h =cosb.cosc (4).|wenn b, e gleichartig. 

























B* itangB= unB> (3).|wenn b<Q. 

© ang = ug | S).wenn ce<Q. 
X.B,0 | h* kosh = (6). Iwenn B, Cgleichartig 

b Icosb ri: G)wnnB<ER, 

c? Icosc = 2* (5).|wenn C <R. 
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c. Geſetze der Reſolution ſchiefwinkeliger bobhiſcher 

Dreiecke. u 
6. 46. Analog der Reſolutions⸗Weiſe ebener ſchiefwinke 
liger Dreiecke bedient man ſich ‚auch bier der rechtwinkel. Drei⸗ 
ecke, die durch das Faͤllen des Lothes im gegebenen ſphaͤriſchen 
Dreiecke entſtehen. Dieſes Loth faͤllt in das Dreieck, wenn die 
Winkel an der Baſis gleichartig ſind; im entgegengeſetzten Falle 
außerhalb des Dreieckes. Hievon uͤberzeugt man ſich leicht, 


wenn man in Fig. 22. die größten Halbkreiſe Ee, Dd durch 


den Punkt C der Kugeloberfläche To auf den liegenden Kreis 
gezogen denkt, daß die Winkel rechts an d, E, D, e ſpitz, das 
ber die links, gleichfam gegen B zu liegenben, ſtumpf werben ; 
wo denn der fentrechte Kreisbogen BCA innerhalb des Dreis 
eckes CED, beiten Winkel an ED fpis oder gleichertig ſud, 
aber außerhalb -der Dreiede dCE, DCe fällt, is deren jebem 
die Wintel an dE und, Da.ungleihartig find (vergi. Geom. 
$. 50. 3uf. 3.). 


Die Proportionen aber, oder Gefeße, bie nebſt dr allge Ä 


meinen Proportion ($. 44.) 

(1) sinB: sinC = aiub:: siuc 
ed möglich machen, mit Hülfe der fo entſtehenden rechnet 
Dreiede das fchiefwinfelige Dreiec ſelbſt zu reſolvfren, ſind 
folgende: 

(2). Die Coſinnſſe der Segmente pP» gider Ba⸗ 
ſis, auf die das Roth trifft, verhalten ſich wie die 
Sofinuffe Der anliegenden Seiten. 

- Beweis, Man fälle im fphärifchen Dreiede ABE Fig: 
28.) das Koth AD auf BC ziehe zum Kugelmittelpunkte M die 


Salbmefier BM, DM, CM; fälle aus A auf die Ebene des’ 


Bogend BC das Perpendifel AI; lege durch diefgs Yie ebenen 
Dreiede AGI, AHI fo, daß BM, CM auf fie ſenkrecht find, 
und ziehe die Seukrechten DE, DF; fo iſt nun, weil auch IG 
auf BM und IH auf CM fenkrecht iſt, AGIM Qar EDM 
amd A MIH»AMDF, daher 
ME : MG = MD: MI und 
.MF:MH—=MD:MI 
folglih ME : MF = M&G: MH, 


di. () cosq : cos p =E cos AB ; 00sAC; 
oder far Fig. 29:, indem man CD und BD wieber reſp. mit 
p und q begeichuet, ' 
x @) eos p: cos q = cösb : cosc; | 
und für Fig. 30., in welher C< und B>R feyn foll, folgs 
Kch’ die: Hypotenuſe AO QC(S. 45. 3.) iſt, und weil nun BD 
gegen DB in Fig. 29. eine entgegengefeßte Lage hat, er» 


—* Wa) ce cos p: - cosqgr=— cosb: cos C. 


Die Sinuſſe der Segmente nerbalten fig, 
wie die Gotangenten der anliegenden Winkel. 
Beweis In dem in J rechtwinkol. N AGI ift tanglAG 
== cpk G cat Bʒ eben fo in. A AHI if.tay HAI= ol 
= cotC (vergl. 's$. 44. 45). Daher nad) $. 26. 


ur ‚im AAGI tangIAG —— 

. nr) Re} ‘cotB —— rt 

2 a AHAL " El : r.t= HI: AT. 
A... . . eG.:.coB=H GT. " 


er weil wie vorhin unter 2., HI: GI- = DR: DE = 
sin pıs.ain g, ſo hat man auch für Fig.2g: 
. . 6G) syp:sing = wtC: or a 
ober (3) sin-p ; sing = tangB : tang C, und für Fig. 50. ‚ 
wis oben, (37) sinp :— sing = —-tangB.:. tang C. 

„Aus (2) wird nach allgem. Ördgen!. $; 115. abgeleitet: 
eds.p + cosg.: cos p — cosq ==cosb 4-cose:cosb — cos cz 
ober cot Ip ): tang Icp-q) = cot4(b he): tangscb-—e). 
Dir. OD. Hieraus (4) tangstb-+c) : tang I( p ) =rtangi(p-—g) 
stangib—c). Oder weil in Fig. 29. I00 4 9) = Za und in 
Hg: 50. 3p-9= ia; fo hat man allgemein und analog mit 
ber Proportion im $. 30. 

, 653 tangga: tangilb+-c) = tangib-e): tängäcp Fan 
Es ſey in Fig. 29. der W. BaD m und W. DAC=n; 
‚” iſt nad) 8. 45. 2. 
r:cosm tange: tang AD, 
— cos n: r = tang AD:tangb. 
Alſo (6) cosm : cosn = lang b ; tango. 
Br 
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Ferner nach 8. 46. Zuſ. 2. (5) 


r:sinm==cosAD :cosB, 
sinn r=cosC: cos AD. 

Daher (DD sinm : sinn = cosB:cosC. Fuͤr Fig. so. 

wieder (7). sin CAD: — sinDAB = cosC: — cosB. 

Aus (7) leitet man auf. diefelbe Art, wie vorhin aus > 
Yermöge ur. 98. 99. die Proportion ab: 

(8) cot 4(B-C) : tang 4 B-C) = tang K(m+n) : tangä(m-n)3 
oder 

- (6°) 1:tang(B-}-C) .tang I(B-C) = tang Hm-+-n) : Linn). 
nr. 25. 

Man findet auf gleihe Weife aus (1) ' 

(9) tang3CB+C) : tang KB-C) = tang KCb-Fo) :t. Kb). 

Aus (Fa) iſt | 
sinp-+ sing: sinp—sing=tangB-HtangC :tangB—tangC'; 

ober 
(10) tangi(p-+q) : tang Ip- = sin(B-+C) : sin(B-C). 
nr. 151. 132. 
Ober (10) sin JCB+C) . cos KB+C) : sin KB-C) . cos 4(B-C) 
== tangi(p-4-g) : tang 4(p-qg). Ar. 146, 
Endlich auf gleiche Weiſe und nach nr. gg. if -aud (0) ° 
am sin $3(b-+-c) . cos$(b-Fc) : sinä(b-c) . cos$(b-c) 
=1: tangs(m--n). tang}{(m-n). 
Anmerkung. Daß diefe Proportionen für den gewöhns- 
lichen Gebrauch zur Refolution der fraglichen Dreiecke hinrei⸗ 
chen, werben wir unten bei Aufzählung der Hauptfaͤlle nach⸗ 
weifen. Hier erwähnen wir nur noch des befondern Falles, 
Daß, wenn eine Seite des fchiefwintel. Kugeldreiedes ein Qua⸗ 
drant, das entiprechende Polardreied folglich rechtwintelig ik, 
durch Nefolution des letztern (nach S$. 44. 45.) auch die. einzels 
nen Stücke des erflern erfannt werben. 

Beifpiel. In Fig. 20. fey A der Rorbpol, B bie von A 
um 90° entfernte Stabt Quito; An ber Meridian von Wuͤrz⸗ 
burg und nB der zu beftimmende Abftand Würzburg’d vor 

Quito. Weil nun BC einen Aequatorbogen, daher Cn die 
Breite Würzburg’d 49 46’ voritellt; fo kennt man im Dreis 
ee ABn bie Seite An = 90° — 40° 46 40 ı14.. ‚Eben fo 
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kennt man den Winkel A, weil BC, als deffen Maß, nur ber 
Unterſchied ber Langen beider Staͤdte, b.1. = 299° 45° — 27° 56 
= 272.10’; ober hinfichtlich der trigonemetrifchen Sunftion iR 
A= 560° — g720 10 = 87° 50. 

Statt, nun ein Polarbreied AB'n', in welchen wegen AB=OQ 
der Winkel nd = R ift, eigene zu Tonfruiren, ſetzt man kurz 
den Winkel AnB = 90°; den Winkel ABn 1800 - 400 a = 
130 46 und eben fo Bn = 180° — A = 180° — 87° 50° == 92° 10°. 

Nun kennt man in dem in n (oder n’) rechtwinkel. Dreiede 
ABn and) das Perpendifel.Bn (oder Bin’), ald das Supplement 
von A, mit. dem daran liegenden Winfel ABn, folglidy hat man 
"den Winkel A Ceigentlih A’ Cim Polarbr.), deffen Supplement 
das geſuchte Bn iſt) nach (5) im Zuf. 2. $.45., namlich 

r : sin ABn = cosBn : cos A, 
und burdy. Rechnung: J 
log sin ABn = log cos 40° 46' = 9,8101666 
log cos Ba = log cos 87° 50° = 8,5775660 

| log cos A = 8,35877326. 

Alſo A = 88° 25. Da aber cos Bn in ber Proportion 
= 009 Bi if, folglih A ſtumpf = 91° 37; fo ift deffen Sup» 
plement, d. i. Ber. gefuchte Abitand = 88° 25 — 1325,75 geogr. 
Meilen, wenn man 15 Meilen auf 1° rechnet. 

8.097. Gleichung, in weldhe 2 Winfel B,C und 
2 Seiten a, b eingehen, welde einen jener Winkel, 
nämlich GC, einfließen, um daraus den andern Win 
kel B, oder die Seite b zu finden. 

Es fey wieder in Fig. 29. dad Segment CD=p unb DB 
z=q. Man hat nady $.45. (2), r=1 geſetzt: 

tang p tang b. cosc. Ferne if - 
sing Sin (a-p) sin a· cos p - cos a. sin p. nr. 6. 
Oder Alles durch sin p dividirt: 
sing _ sina 
säinp tangp | 
Subſtituirt man den vorigen Werth von tang P und den 


Werth von an aus (3) $. 46., fo iſt 


— (034. NT. 18. 


wngC _ " sına H IL ur . 1:0 

tang B — tangb.cosC cos a, und mit 
tangB.tangb.cosC multipligirt, dann tang B,. öber usb, 
eſucht, Hat man . 
seſucht, 8 tangb.sinC 


(12) tang B = sina—cosa.tangb. cosC 
u sin C 
— sina. cotb—cosa.cosC 
sina.cotb | 
oder (17’) cot B * — ou cos 8 . cotC. Und 
sına. tangB 
sınC-+ cosa.cosC. tangB 

sina 


— sinc. cotßB-+ cosa. cosC” 


t 
Oder 13) cotb — = ae -+ coaG . cota: 
ı 


(15) tangb = 


+ 


Weil in Fig. 30. sin BD oder sin q=sin (p—a) iftg fo ers 
heilt, daß auch für Diefe Figur bie vorigen Gleichungen, aber 
mit verwechſ elten Zeichen gelten. 

Zuſatz. Um 1) die Formel (12) fuͤr die logar trigonom 


Rechnung bequemer einzurichten, ſetze man p= Q, demucch 
ift, wie oben, 


) 1 
tang p oder tang ® —tangb ‚cos, oder ct — — ——⸗ 
und ꝙ als bekaunt zu betrachten. Ferner iſt coa6.tangb 
‚sing .cotb BI sina_ aber - ‚ cotC 
sin C „tang b.sinO’ — cost ⸗ 


sina sına.cotC 


TG ba cosC.tangb” Un Dun Suhl in cı2) 


cotB = == eina.colC . ——— — 0058.cC0tC. 


1 
cos6.tangb 
> sina.tölC.cot® — cosa.cotC. 


. 003 
== cotC { sına ze cos a). 


ın$ 


= * Ksina.c0os®—cosa..sin 9); alſo 


(12’JcotB = a 





. sinca—P). nr. 66. 


+... Zur bequemeren Linrichtung der ‚Formel (13) fielle 
man ſich aus U’ ein Perpenditel CD’ auf c gefällt vor, nub 
feße den Winkel BCD = 9; fo hat man nadı (6) im 3uj. 2 2. 
des $ 28. 


tan ngPp=- ci, Fi woraus ® betannt und AB = tangQ. cos a iR. 


inc stang®.cosa 
ein a 


* inc. tang® . col & + cosC .cota. 
— (sinC.sin® + e. alfe 


Alſo cotb = + cosC.cota. 





. :f 
” ” ” 


cos 6 


(13 Ycoatb= 5 . cos(C—P). ur. 70. 

$. a8. Gleichung zwiſchen den 3 Seiten und 

ı Wintel. - 
Weil (Fig. 29.) cos CD oder cos P = cos{a-q)=cosa.cosg 
+ sina .viag (ur. 70.), ober, durch cos q dividirt, 
_ Rn cosa + sina.tangg, aber 
cos’ 
tangq—=tangc.cpsB ($. 45. 9) und 
(2) ift; fo Hat man durch Subftitution 
cosb 
cost . 
(14) cos —E cos a. cos + sina.sino.cosB, und 
cos b - cos’a.cosc 
un ine 
Da fir Fig. 30. cosp = cos(a+g); fo gelten zwar dieſel⸗ 
ben Zormeln auch in dieſem Falle, aber, wie nr. 69. zeigt, mit 
verwechfelten Zeichen. 

Zufag. Man kann auf die, im Zuf. des vorherg. Paras 
graphen eingehaltene, Weife die Formel (19) trandformiren, 
indem man P == q oder tang == langc . cos »B fegt. Hieraus 
hat man 


cosB = 





cosp _ cos b 
084g  cousc cnach 











= cosa + sina. tangc. :cosB, und hieraus 


tang® _ tang®. COSCc 


unge sinn ° fh 
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sinc.coB= tang . cosc= = .cosc; alſo durch 
Subftitution und Reduction | 


ge .cosP + sina. sin P), „der nach ur. ro 


cs) cosb = 





6 cos (a—P). 


Diefe Formel bient, um aus 2 mit dem eingefchloffenen Wins 
kel B gegebenen Seiten a, c fogleidy bie dritte Seite zu finben. 


8.09. Gleihung zwifchken ben 5 Winkeln und 
1 Seite . 

In Fig. 29. ift cot CAD oder cotn cos b. tangC 6. 45. 
Zufag 2. (9); aber sin BAD oder sium = sn(A—n) = 
sin A.cosn—sinn.cosA (nr. 66.), baber 

sin m 
sion 
cos B 


a6” sinA.cosb.tangC — cos A (hurdy Subfit.). 


Alſo Br cooB=sinA .sinC.coob—osA. cosC, und 


__cosB-+cosA. cosC 
117) cosb. = sinA.sinC 


Zufag 1. Um die Formel (10) 
cos A = sinB.sinC.cosa—cosB.cosC, 
wie man fle gewöhnlich ausdruͤckt, zu transformiren, ftelle man 
fi) ein Perpendikel BD’ aus B nuf b gefällt vor, und feße dem 
W. DBC= 9; fo iſt nad; (6) im Zuf. 2. 5.45. tangp— TC 


* cosa’ 
co ar . 
baher cosa — ange‘ Subftituirt man dieſen Werth in obis 


ger Gleichung, fo findet man auf ähnliche Weiſe, wie in ben 
früheren Bufkten: 


ao) cA = 35. sin B-5). 


Dieſe gorme. dient, um aus 2 mit ber greifdjenliegenben 
Seite a gegebenen Winfeln B, C den dritten zu finden. 





— snA.cotn—cosA, ober nach $. 46. (7) 
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Zuſatz 2. Aus Formel ci?) erhellt, DAB; win ber Win⸗ 
til <R if, der Quotient nothwendig 4. cosb, d. i. b<:Q@ 
fey, daß demnach, indem b jebe Seite vorftelit, in einen fphäs 
zifchen Dreiecke, been jeber intel <R if, auch jede Seit⸗ 
Qſey. 


§. 50. ‚Die Neper'ſchen Analogien. 
Erſtens. Zur Auffindung ber 2 erſten Aualogien geben Die 
5 Proportionen (9), 7 (10) im $. 46. bie Gleichungen: . 
1) tang$(b+c).tangä(b-c) =tangi(p-+g) .tangs(p-g). 
2) tangs4(B+C). tang à cb-c) = tang} (B-C).tangscb-++c). 
5) sini(B+C).cos$(B+C).tangi(p-q) = sin} (B-C) 
.cos$(B-C).tangs(p-+g).. 
Multiplizirt man biefe 5 Gleichungen mit einander, indem 
man zugleich ben gemeinfchaftlihen Faktor tangzcb+c) und 
tangäcp—g) wegläßt;_ ferner gemäß nr. 94. und nr. 06. 
sing (B+C) flatt tangs(B-+C) . cost (B+C); dann ftatt der 
QDuabrate nur bie einfachen Faktoren bes Probufts und ja flatt 


 4p+g) nach Fig. 29. ſetzt; fo erhält man die Gleichung: 


4) sin 30BO). tang I(-) = sin B-O). tang a. 
Multiplizirt man 1) und 5) mit einander und dividirt die 
erhaltene Oleichung durch 2); fo hat man durch Reduktion nach 


nr. 94. 95. und Subflitution von Ja flatt I0 9) nad Big. 29. 
bie Gleichung: 


5) cos$(B--C).tang $(b-Fc) = cos$ (B-C).tang Ja. 
Für-Fig. 50. laͤßt man B den Winkel ABD vorfiellen, um 
in dieſer Hinficht vorerft nichts an ben 5 erften Gleichungen 


zu ändern. Allein die allgemeine Proportion (5) im S. 46. gibt 


nun, ba a=p—q ifl, die Gleichung: 
tang 4 (p-g).tangs(p-+q) = tangzcb+o).tangycb-c). 
Multiplizirt man daher diefe Gleichung mit 2) und 3; fo 
erhält man, wie oben, indem man zugleich tang ja flatt 
tangi(p-g) febt: 
4) sin(B+C). tangja = siny(B- C) .tangs (b-+e). 
Und nun weiter, wie vorhin, verfahren, befommt man flatt 5) 
5) oos4CB-+O): tangga = cos4(B-C) . tang 3«b-c). 


S 


7 .@&.., tangilb—c) = tangia. 


©. .. tang$ (BC) = cot} A. 
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: Magnat V wirnuch ten wahren Winkl ABD, in 4) 
uud 53 tingufähren, sunß man ſtatt B fegen 2R — ABD, was 
Wir den Gleichfoͤrmigkeit wegen kurz durch M— B ausbrüden 
wolen: Demmad) iſt in Meichuug auf 4) sinzeB-HC). = 
sin3@R—B--C) = oos3(B—C), und sin (B—C) = 
sing (2R—B—C) = cos$3(B+C); und eben fo in Beziehung 
auf 5) cos$(B-+C) = sin (B- C) und cs4(B-0) = 
siascB+ C). Alſo ſtatt 4) 

Aa) tos B-O). tang ja = cœni (B+C). ung, Z 

"Und ſtatt 5) 

5) siny(B--C). tang ja = sing (B+O). —R& 

Män findet alfo tangich—c) ſowohl aus 4) al8 5”), id 
tängscb+c) fowohl ans 5) als aus 4’) mit demfelben Wer⸗ 
Ihe, d. i. mit allgemeiner Gültigkeit bie 2 erſten Neperf hen 


Analogien: 
sini BC) 


sins(B+C) Cy- 

i. ... * 
W. .„tangitb-4+c) = tangia. Se en 
Zweitens. Die 2 andern Analogien find: 
sin £(b-—c) 
sinjcb+c) J 

cosi(b—c) 
cos4(b-+c)" 

Man findet fie mit Hülfe der aus den Proportionen (9), 
11) und (8) des 8. 46. abgeleiteten Gleichungen: 
0) tang BC)y. tang I (b- -c) tang B-O) · tang I (b- I. 
2) sinz(b- -c).cosi(b-c) = sinz(b-+oc). cos$ (b+c) 

stangj(m+n).tangi(m-n). 

5) tang$(m-n) = == tang}{(B+C).tangz (B-C) .tangs (m-n). 

Man multipliziert wieder biefe 3 Gleichungen mit einander; 
dann auch 2) mit 5) und bivibirt bie hieraus geflindene Gfeis 
chung durch 1); ſetzt ferner ZA flatt lm-n). Daß endlich die 
auf diefe Weife für Fig. 29. erhaltenen Gleihungen (2), (p) 
auch für Fig. so., db. i. für den Fall gelten, wo das Perpendikel 
außerhalb deß Dreieckes fällt, bennacy 4 CAD--BAD) oder 





@:. ‚tangj B+C) = cotjA. 


— IE O2 er u . 
Km—u)=:4A if, wird eberfalls auf gleiche Met; ie when, 
Dargethan, indem man nämlich bie Seiten der britten Gleichung 
(wie oben ber erften Gleichung) verwechfelt und zulett bewertt, 
aß tangà (BAC) cotätB-—-C), u. ſ. w. fep. — 
Zuſatz 1. Die Anwendung dieſer Analogien zur Auffin⸗ 
dung des dritten Winkels oder der dritten Seite, ſo wie He 
haupt jedes Faktors — erhellt von ſeldſt. | 
Zufag 2. Da in der Gleichung z. 8. aus * l 
taug I(bc)· cos (B-+C) = tenb ia cos; (BC), 
oder aus (po) ' 
tangi3(B+C). ‚cositb-tc) = * cot àA. coS acb-c) 
die zweite Seite gewiß +, demnach auch bie erite iſt; fo 
folgt, daß die halbe Summe zweier Seiten und die 
halbe Summe der denfelben gegenüberliegenben 
Winkel immer gleihartig find. 


$. 51. Die Delambre’ ſchen. oder Yanfı Tor 
Öleihungen.?) 


’ sin$&cB-+C) _ cos$(b-c) 2 — — —— 


cos A "0 c0sJA = ana 
s sin sinzcb-+c) _ cos 3 (B- C) „ Cosicb+c} cos$(b-Fc) cosäcb-+c) _ cos} B+C), 
BT To in JA. . cosfa , sinjA 


Wir leiten fie aus den Repericen Analogien auf folgehbe 
fehr leichte Weife ab: 
Ans (A), dan aus cp) 8. 50. hat man sep. 
einzcb-o) _ sin} (B-C}. tangda ober 1 „_ Q.tangse tangia 
coss(b-c2) > = — — 
sin3cB+C) _ e0s3(b»-c).cotzA . 
2) sKB+O) cosKB4+-C) m nosite) ° ober DR N — 
Der Kürze wegen begeichne man bikfe Siriengen 1), 2% 
wie wir unter, 1') und 2) thaten. In 2’) verſeße mm bie Geis 
ten und maltipligire fie dann mit 1); fo hat man 


_n cotzA 


m.cot}#A. Q.tangja ober m.cosJ}A - Q.sinia 
q = gm q.singA — N.cosia 


*) Delambre ſtellte fie in „Comnaissance des tom“ 1809. p. 65, nd 
Gauf in „theoria motus corporum toelestium etc.“ Hamb. 1809, 
und zwar fpäter, als Erherer, ab, wie diefer, abuse Beweis auf. 


£ durch ein Ja. oos JA dividirt, und q und N 
verſetzt, wird 
— — — _ die in —— I m — N 
sinja.sinäA cosja.cos$A’ cosjA Anja cosfa sinjA 
aufgelöst wird. Durch Subftitution iſt die erſte diefer 2 legten 
Gleichungen die obige Gleichung 2. und Die zweite ift die obige 
Gleichung 4. Durch baffelbe Verfahren leitet man aus den Annas 
logien (u) and (p) die audern Gleichungen 1. und 3. ab. 
Zufag. Durch Aufhebung ber Brüche wird aus 1. bis a. 
. 1. cos$a . sin4(B+C) = cos$A . cos4(b—c). 
2. sinja . sin}(B—C) = cosjA . sin} (b—c). 
3. sinjA .sin$(b+c) = sinfa. cos4(B—C). 
a. sin$A :cos$(b-4-c) = cos$a. cos$(B-}-C). 


$. 52. Gleihungen zur unmittelbaren, Auffins 
dung a) ber dritten Seite aus den mit Dem einges 
fhloffenen Winfel gegebenen Seiten; A) des drit⸗ 
ten Winkels aus den mit ber zwiſchenliegenden 
Seite gegebenen Winteln. 

Erſtens. Vertauſcht man in (14) $. 48. b gegen a, L 
hat man den üblichen Ausdrud der Formel: 

cosa==cosb.cosc-+sinb.siuc.cosA 
"© weoosb.cosc+sinb.sinc (sin$A? cos 4) 
+- sinb.sinc(cos$JA?— sinJA?®. nr, 151. 
. Und indem 1 == sina? + cosa? iſt, wird ferner 
"cosa:=(cosb.cosc — sinb . sino)singA? 
+ (cosb .oosc 4 sin b .. sin.c) cos A? 

‚= cos(b+o sin$A? + cos(b-c) cosjA?. nr. 69. 70. 

3-C08 a=(sinzA"}-oeszA?)-ooscb+o)sin4A?-cossch-c)cosA?, 
=singA?(1-cos(b+-c))-+coszA?(1- cos(b-c)), d.i. 
sinja? = siny(b+-oJ?’sinJA? + sinj£b-c)?.cos$A?. nr. 156. 
. Sept man en. cot3jA =tangP, wo folglid; nad 
0) $.50. P = z(B-C) it; fo hat man 
sin$(b-c).cosJA sin® 
‚ njtb+o).sinygA —cos® 





alſo ift 








sin ja? eds @ -+- sin 9?! 1, ober ' 
sin$(b-+o)sin$A ‚oder = sin 3b-c)cos$A 


(m)sinjda =1= — m 


Eben fo erhält man 
1.4cos a ober cos$a?=cos4(b-+c)?. sin 3A’}-cos 4(b-c)?.cos yAR. 


cos} (b—c) 


Rimmt man wieder cos$cbFo) cot4A tangy, daß. alſo 
nach (p) 8. 50. v=z0B+0) iſt; fo hat man, wie vorhin, 
cos (b-+c).. sin ‚sinzA _ 084 (b-0). cos$A: 

PT ain V 
Dieſe Formeln dienen, a zu ſinden, ohne einen der ine 
B, O felbft zu kennen. 
Zweitend. Da bie Formel (16) $. 49. 
 oosA=sinB.sinC. cos a - cos B. cos õ 


auf aͤhnliche Weiſe, wie die vorige für cosa, zuſaumengeſebt 
iſt; ſo ſindet man, wenn 





«(n) cosja = 


s 


cosg(B-C) u 
—— „tangja = tang o 
OB 
u SET) tangza = tung w gefeht wird, 
ins = Ehen cos}B-C).einze „, 
p cos vu sin y 
c(q) — = singcB+C)cosie _ sinz(B-C). ).einda, 
1 “ cos Ws “ Fan 


wo wieber nadı den Neperihen Analogien (A) undb.c«) bie 
eingeführte Größe v die halbe Summe und w bie halbe Differ | 
venz der Seiten b, c if, 

Dividirt man m durch n ımb ſubſtitnirt ſtatt cos ꝙ feinen 
Werth cos cB-C), und eben fo cos (BO) ſtatt cos y; ſo 

findet man tangja gerade fo, wie ed aus ber Analogie (a) 
entwickelt wird. Auf gleiche Weiſe (q) durch (p) dividirt, Hat 
man cotZA, wie aus der Analogie (p). 


Zuſatz. Mittelſt vorſtehender Gleichungen kann man bie 
dritte Seite oder den dritten Winkel finden, wenn man,bie halbe 
Summe ‘oder halbe Differenz der 2 andery Seiten ober Winfel 


— 7 7, Va 
kennt. Soll über andy biefe Bedingung andgefchkeffen ſeyn; fo 
eutwidels man bie gewuͤnſchten Gleichungen auf folgende Weiſe: 
H Hinſichtlich der dritten Seite: 

<A. .sinb.sinc == c08a— cosb.cosc (nach (14) $. 48.), 
Oder, wegen cosA=c0sjA?-siniA?—=—ı+ 2cos}A? (ar.152.), 
G—1-4+2cds$3A)sinh.sine + cosb.cosc==cosa, Daher. 
cos (b-/-c) + 2cos3jA?.sinb.siac = cosa (nr. 6Q.). 

Setzt man nun 

2.0085A?. sin h. sin == 2sin n? =1-—cos?n (nr. 152.5“ 
il osclh+0)-F1—0082n = eosa m 1-—-2sinja? (n2.151.)5 
alfo 2sinja? = cos2n — cpa Cb-+c), folglich 


(r) sin ja = Van ("7 #n). sin CE) nr. 100. 


\ Suößfkairt man ober vermöge ı ur. 152, ſtatt sh; ſa 
hat man 
(1 - 22in JA sinb sine 4cos b. cas c=1 psinzar. 
Nimmt man nun "2sin FAR, sin b. sino z=2sins? =21—cos?z; 
ſo erhaͤlt man nach nr. 70.. 
cos cb -c) + cos 22 = 2(1 -einja) 2 008 a’, nr. . 182. 


’ 


2 Daͤher nach nr. 92 | | ' rel, 
(9) cagja'= —— 42) el). J 


3a VeHiaſichtlich bes dritten Winkels: 

Wird in der vorhin unter Zweitens angefüßrten Formel 
1- —8 ſtatt cos A, und cos Jaꝰ — ain 3 oder —1+ 2eoaa⸗ 
Rast cosa geſegzt; fo iſt 
ii 285inJA®— sinB.sinC (1 -+2c0s Ja?) - 005B.00sC, 

’ zu 200s3a?.sinB.sinC — cos (B—C). 
SGetzt man 2cosja?.sinB.sinC = 2sin v? = 1-cos2v; fo. 

hat man 
sinzA! = cos2v 4cos (B- O), und hieran 


B hr). cos B— =). ur. 92. 








—& Veos(— 


— Gi — 
Dber im obigen Auöbrude, uhmlkh in Cosa! ‚sin i ja?, 
nen flatt cosIa* fubfkitwiet, wird 


1— sin$A?— (1 —2sin Ja. sinB; ain C — cosB.cosC 
= — cos (BO) — 2sin at, sinB.sinC. 


“Seht wan wieder 2ain}a? ‚sinB.sinC=2sin = 1- cos 2X; ; 
fo findet man 


(u) cos 3A = Ysin Z+2): ‚sin (Z B+C _ 2). 





:& 55 GSleichungen 1) zwiſchen einem Winter 
and den 3- ei 2) zwiſchen einer Seite and den 
3 Wisteln,- " a 0. ln tg 2 | 


Erftens. Aach cas) Sail . 1 
cos a — cosb.cosc ! ce) 


— Daher 


sinb.sinc 
1 co A = sing; Sub sinb.sinc dreoeb.ogsc— 088 
sinb . sın % 
cos (b-c) - cos a 


— — M. — 
sinb. sin c vr. ” 


_? sinz (a+b-0). sin$(a-tc-b) 
\ sin b.änc AK * 


14 .'.. 


% > 
coA = .. 


“ Pr er 


(7) 





Demut (a+b-0).sing(a+c-b) 
sinz a -C ‚sing a c- 
a inAmy sinb.sinc . 
Setzt man 1-Ho0sA = = 20084 A? Cor. 162.)3 fo eutwideit 
man anf ähnlidye Art 
(X) 0044 = — u 
. . sinb.sinc Fe 
Begeichnet man ben halben Umfang bes Dreisden darq 233 
ſo hat man durch Berbindung von (W) wit (x) 
sin$(e+b-c).sin(at-c- by u 
@> tangjA = Vensar b-+c) .sinjcb+c-a) 
_ ya (3-c).sin(a-b) ' 
— sins.sin(s-a) 
Zweitend. Nah (17) 8. 29. iſt 


— 08 A -}cosB.cosC | 
En Daher 





= 1123 — 
sinB.smC —cosB. cosC —— oo A 
‚snB.snÜC 
„_ 008 (B--C) — casA 
zn wwe 09- 
—_ 2cos}(A--B+C). cos} (B+U - A) 


sinB.sinC 


1—-caa=2sinam 


vermöge ur. 2. fo 
— c0osJ(A+B+OC). cos}(B+C-A), 
) ain Die — sin B. ainC 
Da die halbe Summe der Winkel >R ($. 38. Zuſ. 1), ihr 
FKofinus folglich — ift; fo findet man sinja immer . 
Setzt man 1--cosa, das = 200532” ift; fo entwidelt man 


ferner Fi 
cost(A--B-C). esHCA+O- B) 
(2) oosja = V— sinB.sinC 


Daher, wie oben, 
— 0083 A+B-+C).cos2(B+C-A)- 
@& tangja = * cos3(A+B-C).cosi(A4C-B) ° 


| $. 54. Bei Anwendung der aufgeftellten Geſetze (Pros 
portionen, Analogie, Gleichungen ober Formeln) auf bie Mes 
folution fchiefwinteliger Dreiecke Tommen im Ganzen zwölf 
Faͤlle in Betrachtung, wie wir fie fogleich anführen werben. 
Sechs berfelben, die wir mit H bezeichnen, koͤnnen als Haupt⸗ 
fälle genommen werben, indem die Nefolution eines jeden ber 
ſechs abrigen Falle auf die bed entfprechenden Hauptfalles mit 
Huͤlfe des Polardreieckes zuruͤckgefuͤhrt werden kann, was wir 
hinſichtlich Ball rt. uud 2. ausdruͤcklich nachweifen wollen. 
Fallı. 9. Aus 5 Seiten a, b,c einen Winkel 
8 O zu finden. 


1) 000 = vet, 6.55. (X). 


yma-9.8 (s-a).sin(s- b 
sina.sinb 

sin(s-a).sin(s-b) 
sins. sin (s-c) 


c0O8C—- Cosa. cosb 
sina. .sinb $. 48, (15). 





2) siniC = $. 55. (W)., 


Hangil= V . 5.55. (a). 


4) cool = 
5) Stellt 
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7 SE Stellt wien fi Cwie in Sig, 20: 50) ein Perpeibitel 
auf die Brundfeite a gefällt vor, und nennt d die halbe Diffes 
Tess der Eyegmense, und b>ca; fe 


tangd = tang S(b-Fo).tangi(b-c).cotäa. 


das Zeichen — hat und zugleich <Q 
gente mit —. J 


Fall 2 Aus; Winkeln 1Seite z. B.'b zu 


De indem 


;8 Weber bie halbe Summe der 3 Winfel, bezeichnet, 
= „7°08 (3- A).cos(s-C) on 
| » ee — — — $. 53. 2). | 21 
oss cos (5-B) 
5 9 kung — — $. 53. BD | 
cooB+cosA.cosC 
4) cab — — snA.snC . 6.29. (17). 

* 53 Es ſey A der Vertikalwinkel (Fig. 29. 2) mn 
feyen bie 2durch dad Fällen des Perpenbifels enffiandnen Win 
tel ober Segmente; U fey ihr halber Unterfchied uud B >CGy 
ſo iſt nach se. . ..; a 
.. .tangd = sang 3 (B-HO) .tang3(B-C).tangzA, 
Woraus” man denn die Winkel m und n ſelbſt, dann nach 
5. 46. q 

cos b cob:.' des anliegenden. Segmentg xcot.C C 
ſindet. — wird hier zum kleineren Winkel' das 
größere Segment . genommen, und wenn bad kleinere Segs 
ment das Reichen — Hat una <R iR, fo fehe man bie Eotans 
gente des Segments mit demfelben Zeichen. W 

O, Stellt mean; ſich das Polardreiack konſtruirt vor, bezeichnet 
mit A’B’C’; fo kennt man aus ben 3 gegebenen Winkeln ABC 

Dr. GMän’s Lehrbegriff der bohern Mathematik. \ 8 " 


finden. ' 


U 
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die Geiten a’, d', c’ dieſes Pelarbreiedes, nämlich: am 2Q- A, 

u. ſ. w. fann daher nah Fall ı. 3.8. den Bintel. €; ſiuden, 
wodurd; man auch ce = 2Q-C hat. Und umgekehrt: eb⸗ 
laͤßt fich eben die Auflöfung des Falles 1. durch ar. des Falles 
2. bewerfftelligen. 


Falls. H. Aus 2 mitbem eingeffoffenen Win⸗ 
kel gegebenen Seiten a, b, einen ber abrigen iin 
tel zB. B zu Mena 


1) co Fr t 





10 T sin (a- 9 wo nach, * Be. —* 
— tangb . cosC if. . 
cost(a-—b) 
sink(a—b) _.__ „ic 
sing(a+b) 8.50.90). 
Hieraus hat man zugfeich ben größeren und neiurren Win⸗ 
tel A und B. = 

3) Man fälle aus dem Scheitel des dritten Wintels A ein 
Perpenditel auf die Seite a und ſuche das au O:ähtgends Seg⸗ 
ment K nach $.45. (2), naͤmlich 
tang K = c0sC. tang b. a LE Wu 


Wit Hülfe diefed Segments findet man, da a gegeben.ifl, 
ſowohl für Fig. 29. ald 50. auch das an B liegende Sramatı 
daher denn 1. B. für Fig. 29. —00— — 
sing : sinp = ang: tangB. . chen . a 


Zalıa. H. Aus 2 mit dem eingefhloffewen Mins 
fel C gegebenen Seiten a, b die dritte Seite c. AL 
finden. b 

1) sin dc = ysın nu +") ‚sio( In); ; oder 

u 4 BB, Ca 27 P 
2) cos ⁊ = Vcos( ) co(- u )- 5 FR 


.t. 


’ und X 


tangi(A-B)=cotiC. 





Hiebei ift n aus cosiC?. sina.sinb = sinn? und z aus 
siniC?.sina.sinb = sing? nad u und — * * 52. auf. 
belennt. + 


[4 1 153.* ı 1 


= 13 — 


1% bh 
9» =. ko la- qu. wo (nad; (14) ins a, Zuf) 
tan Ze tangb.00sC if. on 


4) Man fucht, wie bei Fall 3., die Segmente p. q und 
Bann o uadı 9:46. (2) Durch Die Proportion: 


Ur 08 p 8:cosq = cosb 3 008€: -: ° 


5) Indem man im vorigen Kalle 5. bie 2 unbefannten Pins 
Ri.nad) den Delambreifchen Formeln CS. 51.) ſucht, findet 
oder berechnet man zugleich auch Die dritte Seite, 


Beifpiet. Es ſey ber. eingeſchl W. A— 1140 20 16"; 
b= 50 19 0; c = 20.16 38”; baher + A = 571g 08” ; 
1cb-+e) 2 38° 18°. 09"; (be) = 18° 01’ 31”; u ſteht die 
Rechnung fo: _ 
d)lsinich—c) - - . — 90905716. a 
e)l.cosiA..... MEN ie tom 
Hl c0si(b—c) . . . = 9,9781441 
" MR sinda .sin!(B—C) — 9,2247027 9,2247027 au U-Le nach Borm. 2. 
% Weinta. eost(B--C) = gr166sıdushhits “, Es 
DL um i(B—-C) . . = 9,5080217 a 

IGB-O = 17 51 AR", 708. ur 
FON —— .298 —ERE Zuſ 2) 
bul.sinkcb+c) . .„ . =g7ag ° : 
i)l.sinA.. .. - + = 9,9244201 
k) l.cos ibto) . . . = 9,8947309 
l. cos a . sin &(B-+-C) = 9,7122752 aus e+fi nach Form. 1. 

y) 1. costa.cosä(B--C) = 9,8101510 » itk » ss a. 
ij. tangilB-+-C). . . = 9,8931242 . 

3(B+C) = 38° 01’ 12”, 446. 
Hl.eositB+C). . . 98061120 U 


Daher aus 38001 12", 445 I. sinta = 9,7381 190 and x) BJ nad 
+ 17 51 17, “| Form. 3. 
‚B=56°57 50”, 243 |l. cos 28 = Q,9227581_ AUS ) d) nach 
ud C—% 09 54,647. Ltangia=9,8153809. Gorm. 4. 
Dritte Seite a Alſo ka = 3? 10 22”, ‚060. 
el, 120 
vermöge der NRebemrechnung 


* rn} 


3 * 


3 








— 16 — ' 


Suchte man nun unmittelbar 3. B. log sin 55° 10 .... ımb 
fände ihn entweder = 9,7381190, wie ihn obige Rechnung gibt, 
oder Doch diefer Zahl fehr nahe gleich; fo hätte man hieran 


eine Berifilation der geführten Rechnung. 


galı 5. Aus 2 Winkeln B,C unb ber zwiſchen 
dieſen liegenden Seite eine ber übrigen Seiten z. B. 
b zu finden. 





1. 1) cotb=_ cot a 09° . c08(C- 9), wo tang = ot ⸗) 847. 
2 tang achte) = tangla. — — * Su und 


Yo & B—C . a .f 
. tangs.(b—c) = tangia. at 5.45. (2), Q) 


Hieraus findet man beide Seiten b, c auf einmal: 
5) Man löst biefen Fal dadurch, daß man ihn auf Sal 5. 
mittelft des Polardreieckes zurädführt. 


Fall 6. Aus 2 mit ber zwifchenliegenben Site 
c gegebenen Binteln A,B den dritten Winter 9 J 
finden. 


ı) inc = ven" e+r). (en): oder 


cosiC— Yain(43 +2). ——— | Eu 


wo denn v aus costc?.sinA.sinB = sinv? und x and 
sinic?.sinA.sinB= sinx? vermöge CE) und (u) $. 52. Zuſ. 
bekannt iſt. 
2) Man ſucht die Segmente m, n des Winkels A; zn 
lic, nad) (6) im Zuf. 2. des S. 45. iſt (Fig. 29. 
cotm — cosc.tangB, und hieraud.n = A—m. . " 
Daber nach (7) $. 46. 


coC = 





A+B 





J 


sinn.cosB 
| sinn 

3) Die Refolution diefed Falles kann wieder auf bie bes 
Falles a. (und umgefehrt) zuruͤckgefuͤhrt werden. 


4) Nach den Delambre'ſchen Formeln findet man auf 
ähnliche Weiſe, wie vorhin bei Fall 4., wenn B und C mit a 


— 117 — 


gegeden find, auf einmal bie z Seiten b, c und ben dritten 
Wintet A. 


Beifpeit, Es feyda 33° 10 22”, 06; B=55°52 30, 245; 
C =.20° 09. 54”, 647; daher 1(B-C) = 38° 01 12”, 445 and 
1(B-C) = * 17 51 17", 798; fo ſteht die Rechnung fo: 


‚dl. sins«B-C} . .‚= 9,4865887 
e) l.sinda . . . . . = 09,7381190 
D 1.cos&(B—C) . . . = 9,9785620 M 
l. cos . = 0,2242027 = d+e nach Korm. 2. 
a). CostA. cosi(b—c) = 0,7122751 = h+i » ss 1. 
Hlhteangilb—c). . .= 9,5124270 
(bc) == 18° 01’ 51”, 009. 
P)l.cosglb—c).. . . = 0781490 ‚aus 2 
h)l. sini(B+C) 0. 92895371 - 
i) l. cos Ja. .. . = 90227380 
:k) L cos: 1(B+0) . . + == 9,8964129 
1.sinzA. sint(b-to) == 9,7166810 = e-+-f nad} Form. 
m)1.tangichb-4). . . = 9,819159 =itk ss # ».A4. 
2 i(b+0) = 58° 18’ 09’, 054. | 
H1.cositb4o). : . = 9,8947509 


Daher aus 38° 18'09",034 } |1. sinZA —9,9244200 qus y) N nad} 

+ 18 01 31 ,009 FSorm. a. 

b= 56 19/40”,043 |1. 00s$A =9,7341311 aus «) ß) nach 

ad c= 20 1638 ,025. || tan 2A —0,1002880. Borat. 

Drittel W. A Alſo *5 — —— 08”. 
== 114 20 16,000 
vermöge der Nebenrechnung. 
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Fall 7. Uns 2 Seiten a, b und 1 epponirten 
Mintel A, den der andern Seite b gegenüberliegehs 
den W. B zu finden. Ä ji 


.„  sınb.sın A 
sınB = - 
sina 








.$4. (1). 


In wiefern die Zweideutigkeit, ob B> oder <R zu neh⸗ 
men ſey, verichwinden kann, dient, nebit ber im $. 50. Zuf. 2. 
angeführten Regel, die Vorſchrift: ‘ 


Ein Winkel it gleihartig mit ber ihm. oppouir⸗ 
ten Seite, wenn eine der an ihm liegendeg Selten 
einen Werth hat, welcher entweder zwifhen die Wers 
the jener oppohirten Seite unb ihres Supplemente 
fällt, oder welcher einem der zuleßt genannten Wers 
the gleich ift. Bon der Richtigkeit diefer Borfchrift uͤberzeugt 
man ſich durch nähere Betrachtung ber Gleichung (15) $. 48., 


nämli 
ch: cosb—cosa.cose 


sina.-sinc —.? A 


aus weicher ethellt, daß B mit b gleichantig fey, ſobal os h 
>cosa.cosc iſt. Dieſes iſt immer der Fall, ſobald ab, 
oder a=2Q—b, oder der Werth von a zwiſchen dem von b 
und 2Q — b liegt, indem dann cosb entweder = oder >icpsa, 
folglid, jedesmal auch > cos a. cosc ifl. 


Der Bortheil, nach dieſer Borfhrift ſogleich and der Auf⸗ 
gabe über die Größe des Gefuchten enticheiden zu koͤnnen, tritt 
auch hinſichtlich Fall 8. und 9. ein. 


Fall 8. 9. Aus 2 Seiten a,b und 1 opponirten 
Mintel A den von ben gegebenen Seiten einge 
fchloffenen Winkel C zu finden. 


1) Bald nach Fall 7. gefunden betrachtet, hat man nad 


(p) $. 50. oc — 6084(a+b) 
RI T c 
So oft. alfo B im Falle 7. zweifelhaft bleibt, bleibt auch 
der Werth von C unentfchieben. Auch erhellt diefed, indem mar 
2) die durch bad Fällen eined Perpendikels entſtandnen 
‚Segmente m, m bes Winkels C fucht. Naͤmlich nach (6) $. 46. 
Zuf. 2. if 
‚cotm = tangA.cosb, unb nad (6) $. 46.) 
cos m .tangb 
tanga 
Allein nun bleibt C= m + n zweifelhaft (vgl. Fig. 29. 50.). 
Mie bisweilen dieſe Zweideutigkeit zu heben fey, kommt vor 
bei folgendem 


cB= = 


° tang ı (A+B). 





cosn — 


— u9 — 
. Melle m Uns Seitena, hund ı opponirten 
Winkel A die dritte Geite ec zu finden. . 
1) Faͤllt man wieder ein Perpenditel auf o und bezeichnet 
die entflandnen Segmente mit d und o; fo ift 
ber I I tngd—=cosA. tang b nach. (2) $. 45. 
{ . 
ur Wr el 5 a6 


cosb 
ne Hieraus aber iſt = d +e, d. i. zweifelhaft. Die Unges 
wißheit fowohl für biefen, als den vorigen Fall verſchwindet 
uweileıt durch Die aus unferen oben im 6.46., hinſichtlich der 
die Segmente betreffenden Proportionen, beigefügten Bemerkun⸗ 
gen hervorgehende Regel, nämlich: 

Wenn die Summe (de) oder (m--n) > 2Q it; fo ik 
der Unterſchied d-—e= cm m—n=C5 und wenn d—e 
oder m—n negativ if, d.i.e>d sdern>m;foifidte 
=cwmwdm+tn=(C. 


"27 Rähme man wieder B nach Fall 7. ald gefunden an, 
1° hätte man nach (u) $. 50. | 
cos4(A-+B) 
cos 2(A—B) 


: gall 10. Ans 2 Winteln A, Bund ı opponirten 
Seite a bie andere b zu finden. 


2 ' . sinB.sina 
n sinb = — — . 8.46. (1). 


Zur Hebung der Zweideutigkeit gelten auch hier die bei Fall 7. 
angeführten Regeln; nämtich: &(a-1-b) ift immer gleichartig mit 
&(A-+-B); ferner b ift mit B gleichartig, wenn ber Werth von 
A entweder zwifchen die Werthe von B ımb 2R—B faͤllt, oder 
einem dleſer Werthe gleich iſt, wie aus (17) 8. 49. erhellt. 


Fall 11. Aus 2 Winkeln A, B und 1 opponirten 
Seitea die zwiſchen jenen Winkeln liegende Seitec 
zu finden. 

1). Suchte man b nach Fall 10., fo hätte man auch o 
durch Die Gleichung unter 2) Fall 9. 


4 


. tangic = ‚.tangi(a+b). 


2) Ein Penpenbilel auf c von E ans gefäit gebwiht, if 
'tangd = tag a .eosB. 6.4. 2). ’ 
. sind.cot A oo 
ne * cotB 8.20. 9. 13 
Und nun c= d+e, md zwar gilt +, wenn A, B gleiche 
artig Fig. 29.) find; im entgegengefegten alle aber (Fig. 30.) 
muß man in der legten Gleichung sin e und cotB m — ſetzen. 


Faltız. Aus 2 Winkeln A, B und ı opponizten 
Seite a ben dritten. Winfel C zu finden, 


1) b, wie vorhin, als gefunden betrachtet, hat mn C 
aus der Gleichung unter 1) Fall 8. f 


2) Sind wieder m ımd n die 2 Segmente bed Winkel 
G; fo iſt 


cot m = cosa .tangB. 9.45. Zuf.2. (. 
. sinm.cosÄ 
sion = TE . 6.46. (7). 


Daher C=m+tn. Hiebei gilt +, wenn A und B gleidy 
artig find. Ferner ift der größte Werth, den man aus sin m 
für n erhält, zu vermerfen, wenn berfelbe m--n > 2R madıt. 

Die 5 letzten Fälle gehören mit ben 3 ihnen unmittelbar” 
sorandgehenden Fällen an und für fich zu den zweifelhaften, 
mb die Auflöfung ded Falles 10. 11.12. kann auf bie keſp. des 
Falles 7. 8. 9. zuruͤckgefuͤhrt werben. 

Zuſatz. Fuͤr ſphaͤriſche gleichſchenkelige Dreicde 
werben unfere Formeln noch einfacher, wie folgendes Schema 
“zeigt, in welchem a jeben Der beiden (gleichen) Schenkel; A je 
den der (gleihen) Winkel an der Baſis b, und B ben von ben 
Schenkeln eingeſchloſſenen Winkel bezeichnet: 











SegebenGeſucht/ Formel zur Auflöfung - 
ar 
æin (a b) 
*. a,b | A ItangiA= re 6.55. (a). 
. __ sinib 

B intB = Freud §. 44. (1). 
2.0, A ‚b ftaug&b = tanga.cosA. $. 46. (2). 

B JcotZB = cosa.tangÄA $. 45. (6). 


[4 


— u — 
Gigeden ' ET: Bordell"; 
| sintb = sing. sinäB. ‚304.0, . 21 
cot A cos a. tang 2B wie ater 2. 4 


a. A, b & '|ceta cz eotb ..c03 A..$5.5: 02) Mitur. uf 
ſeot B zw’ o0sa. tang fi. Bargeei: -:- -. 


fr: 410 ) 9 
















6. 4, — — eotA. -cot2B. Basta 
b =. Bag. 5. 2 





⸗ 8. .. 


5 55. Aufgabe. Den Bläßeninhali des 1177 
then Dreieces gu finden. I 


Auflaͤſung. Bezeichnet dz=2e den Durehmefler bed Sue 
PY p beffeu Peripherie und = bie: Eubelgkfhe Bahl x 
3,1415 ...; fo if allgemein p == dr == Zur Boom. %.108 
- 3uf.)5 Daher ¶ ald Einheit angenommen) Sp ober: (nad). der 
gewöhnlichen Geragefimaleintheilung) 180° == m = 8,3015. .% 
Ferner ik allgemein ber Klächenraum bed Kreiſes = re (Ben 
. 195), und ik r der Kugelhalbmefler, fo iſt die geraten 
fläche F= Ar'r (G eom. $. 176.) oder IF = 2er. 


Diefed vorausgeſetzt, ſey durch den größten Kreis ADBEA 
Gig. 22.) die Angel in bie obere (gleichfam über der Papier, 
Ebene liegende) und in bie untere Hälfte getheilt. Ferner 
feyen Dd uud Eo die Peripherien von zwei größten, zur ober 
Hemifphäre gehörigen, Halbkreiſen, beren Bogen CE, CD mit 
dem Bogen ED des liegenden Kreifed bas fphärifche Dreicd . 
CED begrenzen, deſſen Winkel wir mit m, n, s und ben ge 
fuchten Flächeninhalt mit a, fo wie (ben Bogen ACB wegge⸗ 
dacht) bie 5 Abrigen Dreiecke kurz mit t, U, U" bezeichnen wols 
len. Demmach iſt die halbe obere Kugelfläcye oder 


IF =a+H + Ho. 


| — 123 — | 
Endlich ſey die rifchen ben halben Peripherien Dd, DEI 


egende Sber ſlache deo veitformigen pxxcqer 
durch die zuk jenen Peripherien gehörigen und. ſich im Sugels 
durchnle Br fhtreidenden Halbfreife entfteht,. mit £ begeiche 


web. : ie Groͤße dieſer Fläche f hängt,. wie. [chen oben im 


$. 37. uutan bewertt wuzbe, ‚von dem phaͤtiſchen Winfel n 
Sqh vder dem diefen Wintel wmeſſenden Bogen ab; d. h. ver 
wieviele Kell pheſer Winkeln von AB, oden diefer Bogen .a 
von der Peripherie p eines größten Kugelkreiſes oder von 3600 
iſt; der ebenfpoisißerTpeil ik F ven ver gaͤnzen Kupelfläde F; 
b. f. man findet f durch die Pröportion: ' 


ss: Pau F za): N 
ober Ap le A —— ——— 


Alſo allgentin f = 2x. 


—*— e Meile u wird ‚bie (Sräße £ der. von ben halben. 


* EDe begrenzten Dberflähe bed, von ben fi w; 
im —— Ee ſchneidenden Halbkreiſen gebildete 
Seilfätmigeis Anoſcittes darch den ſphaͤriſchen Winkel in ( e) 








andere ‚oder untere Kugelhaͤlfte verkäungert vor, bie fie ſich in 
eisen Ahftenbe yon 480° von ihrem Urfprünge, d. i. von O auß, 
sder in dem dieſem Pankte C entgegengefegten Punkte c bei 
Bugeldurchmeilerd Co nochmals ſchneiden; fo begrenzen dieſe 
Helen. Peripherien die Oberfläche £” eines dritten keilfoͤrmigen 
Eugelausſchnittes, und die Größe £" hängt vom IB. dCe = s 
auf obige Weife ab. Zugleich erhellt nach $. 40., daß die Bers 

ngerungen von Cd, Ce bis zu c, b. f. bie Bogen cd, ce mit 





dem Bogen de bed Tiegenben größten Krelſes ein fohärifched, | 


dem Dreiede DEC fymmetrifches oder entgegengefebteg, Dreicd 
einfchließen, welches mit dem fphärifchen Dreiede del (= t”) 
die ganze Fläche f” ausmacht, und deſſen Flächeninhalt ebens 
Ya = = a, d. 1. gleidy dem unferes betrachteten Dreieded DEC 
iR, indem jenes, wenn man es umwenden bürfte, mit dieſem 
kongruirte. | 
Es iſt alſo, 
ser 


A 
wie f= nr 2r?, eben ſo f°= 202 uud "= U 2202, 


190° 180P . 190° 


Jefimmmt. — Stellt man ſich ferner die Bogen Cd, Ce: in. bie 


Wie ferner- Pthe aber te Er ns schen fo. ° 


Y=f-ıml=f—a kei Bu re 
za Tr r -4 Ir) a a | 
————— 


mar (4 + 


Mein‘ 180° = ir für den Halbmeifer — 1; folglich, wenn 
man zugleich flatt n, m, s die fohärifhen Dreietswinte 
D> —R Qꝛoder, der CHeichfürwigheit. wegen, A, H. C ep, 


( a=r (A+B+Ö— 1809; b. i. der Flaͤchen⸗ 
inhalt das ſphäriſchen Dreieſs ABC iſt glei dem 
Produkte aus dem Quadrate des Halbmeſſers der 
Hngel in den Ueberſchuß der Summe der 5 Mintel 
des. Dreiecs über 180° oder über 2R, biefe (== 3,1415 

.), wie jene oder die Bogen, bie ihre Maße find, 
im: Verhaͤltniſſe zum Halbmeifer = 1 im Längem 
maße ansgebrädt (rectificirt). ren 

Beifpiel. Es fey das Dreied ABC ein Theil der Ober, 
flaͤche der Erde, deren Halbmeffer nahe = 860 geogr. Meilen 
if; die Winkel A, B, C feyen reſp. gleich 50%; 60°; 150, 
Die Rectification berfelben ober der fle meſſenden Bogen ge⸗ 
fchieht nad) einer ‘der Formeln der Geom. 5.142. Zuf. 1., im 
weichen unferer Borausfegung gemäß ber Halbmeſſer = =1 und 
= 5,1415... il. Man findet 


50° 5 
We ra... ‚= 0873...» 





O0 =... =... lite 
10=... =: . 3141....= 2,618... 
Daher ALB+C—ı800 . .:  . = 4,558 — 5,142 = 1,506; 


folglich Der Klächeninhalt a = Bo. 180 = 1082010 geogr. " 
Quadratmeilen. 


* 





| = am — 
Zufas:ı. "Mo der Flaͤchenraum eined Lin OÖ): 
vechtwintel Dreieded = Mm tA+B — 0909; | 

eines gleichſchenkel. »s» ‘ =.m@AFB— 1809; 
5 gleihfeitigen »s » = 17? (3A - 1809). 

Zuſatz 2. Setzt man a Pra, 1wo 8 ben frauglichen Ueber⸗ 
ſchuß bezeichnet, fo iſt ),; 

'F: a = 4er : Ar ar 6; 

. & 1. die ganze Kugelflaͤche verhält. ſich zum wWwhariſchen. Drereac, 
wie 2 180° oder 720°. ju do, or 


Anfat 3: -Has.- 99: Diefes Paragraphen (ent ſeliec 


ein, daß man and fegen könne: | 


Ei AO - un = Eu BE 
| Nach dieſer Borat man bloß deu in Graben ansgebrüd, 

ten ueberſchuß ij mi a. zu inuftipligiven. Iſt aber biefer ue— 
verſchuß, wie eß Bf, ber Ber iR in. Setunhen gesehen ; 3 :fe 


mutipliziten. 





muß man mit ——— 100. 0. > & 
“ Kur findet man burch bie Proportion 


x: 1* — 68000): R . F 
pen dem Kreishalbmefier =>1 gleichen und in Sekunden auege⸗ 
drintten Bogen R’" = ——; aber auch R" = m re (was 





evident iſt, indem der * Ausdruck daſſelbe ſagt, was ſchon 
R” für ſich bezeichnet, Daß naͤmlich dieſer Bogen ſo viel Sekun⸗ 
den habe, als wie oft der Bogen von 1" in dem Halbmeſſer— 1 
enthalten if) und arc.1” = sin1” (weil der Sinus eines fo 
Heinen Bogens. mit drſen ſelbſt zuſammenfaͤllt); folglih R’ = 


« 
I und sin 1" = = om = on Demmad, kann man auch 
feben: . "az r? . sin ı” . de, h 


oder, weil log sin 1” = log 3,141595 — log 648000 = 
0,63855749 — 6 ift, dieſem Logar. aber Die Zahl 0,90000484813 = - 


— 


1aber iher —8 
er m fe m u u san 
206105 at Sana ine ) 
entſpricht, rn FB Pi gernn.d ..n 
— —4.. ———. * 
15757 .. 396264,8 


Baht man wieder r den Erdhalbmeſſer = 889,5 gm ei- 
few bedenten; fo iſt logr®. sirt dk, 0, 5749—6 
= 0,5640667 ,‚ und Dee BE ii BE red 
N a le. 
zuten da vr Opa dr 


ser α *4 ——— 
ua od nun, zund hund 
Iſt 3.8. a z= A. geogr. Quapr, Mel. und r wieder = 
859,55 fo findet man dieſen Ueberfchuß ber’s Winkel über 
2 Rechte = 22”,28 (ſehr nahe). Da nun auf ber Erde, wegen, 
befchtaͤntter Austen; bad ſphaͤriſche Dreleck, verfani?s'tärfel 
wo yerseifen wefven Löten, den Flaͤchenrauim a nicht Veibaͤcht⸗ 
lich überfleigen kann; fo wird der Trigonometer, "Der daſſelb 
& beträchtlich 3, B. um 2++3-Miy.) orößer and, des Meffung 
findet, mit Hecht fchließen, daß die Winkelmeſſung unrichtig fey. 


Nebſt diefem Vortheile gewährt biefe Gleichung für d auch 
den, daß fie in dem Falle, wo ein auf der Erdflaͤche zu beſtim⸗ 
mended Dreieck wegen feiner beträchtlichen Groͤße nicht als 
ebene8 gelten Tann, bie Koxzeltion.ber Winkel gibt, indem 
man nämlich von jedem Winkel des Dreiecks den dritten Theil 
des berechneten d Cobgleid; dieſes immer fehr Plein iſt) abzieht. 


Zufag 5. Der Ueberſchuß d läßt ſich auch 5.8. aus A 
und ben umfchließenden Seiten b,'c finden. Nämlich wegen 
38 = — IR—3(A+B-+C0)] if 


otld= — tang3(A+-B--C) 
tang$A + tangä(B+C) 
 1—tang2A.tangi(B-+C) — ar. 80. | 
_ _ cos 3(b+c) .tangiA +cotiA. cos$(b--c) 


u coaätbhe) — cosätb0) . .,, 0). 





x 


— Mi — 

0. vosicb — cosib—c)cosfA? e 
( | | Tico cosi(b-}0)} ka im nis. 
. cosib.. cos% --sin!b . sintc(cos2A?-—ein$A ' 
sinäb.sinäc.sin A . 
| - | ar. 69. 20. 72. 146. 
‚Daher, wermöge nr. 151. und indem man durch cosib.cosäg 
'tangäb.tangie.sinA ° | 


. . zb .tangic. inA any 
u ee au 


Der auch, indem nian bie 2te Sek der vorigen Gleichung 
durch tangib. tang &o bividirt, 
mn ln 0 gotdb.cotfcit-cosA ” 
a re 
"Eben: bisfe. Formel gibt auch den Flaͤchecarm a- bes ſpha⸗ 
tifchen Dreteckes aus benfelben Stuͤchen A zuid b, 2; beun Dem 
Halbee ſſer r Zgeſetzt, Hl ;: ©: oo: er 
ee uen— ang A+BFO m etäl © 


‘ 
. . «| 





cotid = 


Georg 
..;5; 


MV. 
Höhere Algebra, 


% 


Brand ya 


Don den höheren Gleichungen überhaupt. 





5.56. 1. In wiefern man die erſte Seite einer hoͤheren Glei⸗ 
chung, die auf Null gebracht iſt, als gleiches Produkt aus lau⸗ 
ter Binomialfaktoren darſtellen ſoll, macht es keinen Unterſchied, 
die Werthe von x oder die Wurzeln der Gleichung ſeyen moͤg⸗ 
liche ober imaginaͤre Größen (vgl. allgem. Groͤßenl. SS. 72. 
82. Zuf. a). Wie nämlich die Gleichung 
x2 a? oder x⸗ - a = 0 durch (x-a) G-)= —0 

bargeftellt wird; eben fo hat mar, wenn a wieber eine + Größe 
bezeichnet, fatt der Gleichung j 

z?=-anderx?-a=0 biefes (x-Vav-D-Vav- Do, 
we x=+ty-a=+tyay-—ı iſt (allgem. Größent. 
$- 58.). Auf ganz gleiche Weife entwidelt man aus "= —a 


bie Burgen x—= + v-ı=+ vv-a) == Verya v—V, 
oder "= tryay—ı; baher hat man auch ftatt der Gleis 
ung | 
x” pa=0biefe: @" +yay 1a" —Vay—1)=0. 
"Sirn=2mwird z=tyltvay—ı), wo bad wieder 
holte Zeichen — zeigt, daß x vier imaginäre Werthe, ober jene 
Gleichung 4 imaginäre Wurzeln habe, folglich x* * ao0 dar⸗ 
geſtellt werden koͤnne durch 
— ayev a vn) 
.(z-vCe-vay-D=0- | 
2. Ans biefer Genefls imaginärer Wurzeln erhellt 
gleich, daß fie in einer Gleichung nur paarweife vorhanden 
feyen,. daß folglich eine Gleichung von nugeradem Grade 
Dr. Shan's Ledrbegriff der Hödern Matgematil. -— 9 
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wenigſtens eine mögliche oder. reelle Wurzel haben muͤſſe, 
vorausgefegt, daß (wie wir unten beweifen]. fie eben fo viele 
Wurzeln habe, ale ihr Grad anzeigt. So if 5.8. von x’=a? 
die mögliche Wurzel x = a. Allein diefe Gleichung, vollſtaͤu⸗ 
dig aufgelöst, wird 5 Wurzeln haben. Um baher die 2 andern 
Wurzeln zu finden, dividire man x* — a0 durch x— a0, 
wodurch man den Quotienten + ax > a?=0 (allgem. 
Groͤßenl. $. 82. Zuf. 5.) erhält. Aus biefer fetten Gleichung 
entwidelt man bie beiden imaginären Wurzeln 
x —. am —— 
und Die gegebene Gleichung x* — a’ = 0 wird bargeftellt durch 


(x- a) Ger . a) —— )*0. 


3. Schon dieſe wenigen Formen unmöglicher Größen lei⸗ 
ten darauf, daß jede unmoͤgliche Größe auf den Aus 
drud: P+QYy-1, | 
wo P und Q möglidhe + oder — Größen bezeichnen und P 
ah=0, Q=1 feyn kann, gebradt werben könne, was 
allgemein fo bewiefen wirb: 

Borbereitung. Um ben Ausdruck: YcA+yB) eis 
facher zu machen, feyen x und Hy y die Wurzeln des Bino⸗ 
miums A+yB, oder efey vCAtYyB)=yx+yy, baher 

AtvB=awstyW=xtyay+y. 

Setzt man nun den rationalen Theil bed Binomiums gleich 

- dem rationalen heile der andern Seite der Gleichung, naͤm⸗ 
lich A= x-+y und eben fo den irrationalen +vB=-+2yaxy; 
fo ft auch = +ıxıy+- y? undB=uxy, daher A?—B 
= x? — 2xy + y? = (x—y)?, oder v (A?—B) = x—Yy;, 
folglich wet A=x+y) hat an A-y (A?— B) = 2x und 
are —B) oder vi var —B) Eben fo 


‚iR aan —B) ober Vy= vera, Da 
m denn vxtyy ober 


varyd)a ya D) 


A-vV(A?— 
+y 2 By 


zz 131 — 


nun A?—B ein vollkomunes Quadrat = M?, daher 
vV(A?—B) =M = einer Rationalzahl; fo hat m man den eis 

facheren Ausdrud: 
arM 


v(AtrB=V + vazM 


S it .B.vcr+ Yısy. wei Koroa und A?—B 
= 9—13=36, alſe = 6 iſt, einfacher ausgedrückt 


=, Zeswstws VD 
Wenn demnach 3. 5, B=—b, alſo -—B=b? iſt; fo hat 
man v(eaAtyvBi=ytAtv-b9 oder | 
VAtby-ı= ars, * 


Aber dieſes legte Glied iſt auch V —— -') 


2 VArHDIA, v—13 folglid) iſt 


VGASAV- —— , — ———— — 1. 


Setzt man nun das erſte Glied, ald mögliche Größe = P 
nud die Größe ver! - Q; fo iſt auch 
vcArby—-n=P +0v-1. 


Dieſes die (auch noch in anderer Ruͤckſicht nuͤtzliche) Ables⸗ 
tung unſeres obigen Ausdruckes, — und nun den Beweis, daß 
auf eben diefe Form jede imaginäre gebracht werben koͤnne. 


Der Exponent 2n im allgemeinen Yusdrude vb eitter 
ammöglichen Größe if entweder eine Potenz von 2%, D.i. 20 
— 2”, ober er ift ein Probuft and einer folchen Potenz in ir⸗ 


gen eine ungeräbe Zahl p, d. i. n=2 .p. Im erfien Halle‘ 
iſt auch * — a, und im aweiten Falle —— ein Ausdruck ei⸗ 
ner unmöglichen Größe. Aber "7b = —R— b) und, weil 


p ungerade, V-b eine mögliche Größe, die wr = — 8 ſetzen 
9°» 





Ava 


— 12 — 
konnen, folglich blonnt auch im zweiten Falle der anedrua 
VEB bie Gorm va ſtimmend mit der des autbri· v. 
. Man kann alfo jede imaginaͤre Groͤße auch durch . ==. 
av, oder, die mögliche Größe Ya — A gefest, durch 
Av—ı ausbrüden. 


„m—ı 27 „uni 


Run iſt — = vv = yvvD= = Vo+v-n 
‘= Yvow-v) 
Aber nach Obigem ift voty- )=Y Yornte 


+ „eezaz ZU yazyatys- —— y-i 
= ı4y2C $>y—1), und biefe „teste Brdfe hat bie Born 


p+gyv—i, folglich {ft auch v-i = Ye +gav-D). 
Auf diefelbe Weife iſt auch 


ve +q v-n=VWat +q vi ve’ +g’v-nD 


= vo’ +qv—V)= 7 +a"yv—N, u. ſ. w., d. i. 
man kommt auf dieſe Weiſe ſicher einmal auf den —*8* 


Yatıy-ı= = Vorts VD=phavet fo daß alfo 


auch Az =p+qgy—1, bemnad A v-= =Ap+Agy— 
iſt. Setzt man nun Ap=P und Ag=Q, And beruͤckſichtiget, 


wie oben, das doppelte Zeichen +5 ſo iſt + Ava =P+QOYy 13 
d. i. von dieſer Form iſt jebe 'imaginäre Größe. 


4. Weil demnach je zwei zufammengehörige, imaginäre 
Wurzeln einer Gleichung durch 

p+av-—ı und p-ay—ı | 

allgemein ausgedrüdt find; fo erhellt, daß ihre Summe eine 

mögliche Größe = 2p, aber ihre Differenz wieber eine 

anmögliche Größe = + 2y—1 ſey. | 


' » 


‘ 
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5. Wem Ha; Ib und Po die 3 einzigen, ganz ver⸗ 
fhiedenen, möglichen und zwar rationalen Warjzeln einer Glei⸗ 
dung (a) find; fo find dieſe Durch 

(<—-a) (<—b) (x—c)—=0 
dargeftellt, ober fie ift, bad. Probuft entwidelt, biefe: 
(a)... x’—(a+b-+c) x? + (ab-F-ac + bc) x— abc x’= 0 | 
Geber jener Faktoren, = 0 gefebt, macht, wie es feyn muß, 
die Gleichung zu 0, oder läßt einen Werth von x erkennen, ber 
Ratt x in (a) fubflituirt, der Gleichung Genüge thnt; man hat 
nämlich aud —a=0 wider x—=-+a, u. ſ. w. 


Da die kubiſche Gleichung (a) andy dadurch entſteht, daß 
man die durch (x — a) (x—b)==0 dargeftellte Quadratiſche 
x?— (a+b)x-Fab= 0 noch mit x<—c multiplizirt; fo entwi⸗ 
delt man aus 

“-9)&-)a-96-4= 
leicht bie biquabratifche (8) burch —— von 8 mit 
x—d; man erhält nämlich 
(BJ)... x “arte +Dzrtabtaotad+betbdreße 
— (abc +abd —acd-+bed)x + abedx? = 
U. f. w. 

6. Gleichungen, wie (a) und (B), heißen vollſtändige 
und nach den Potenzen der unbekaunten Groͤße x georbnete 
Gleichungen. 

Eine allgemeine Gleichung dieſer Art wird demnach, wenn” 
die Goefficienten der einzelnen Glieder mit ihren Zeichen uns 
entwidelt bleiben, oder kurz dvurh FA; +B; +C:..+P 
bezeichnet werden, die Form haben muͤſſen: 


)...z"+AxX” LBS LH" +...-$Nxı+P=o. 


Diefe Normgleichung, wie (x) und (8) volftändig aufloͤs⸗ 
bar gedadıt, kann in n Binomialfaktoren zerlegt werden. Denn 
man feße +a fey eine Wurzel; fo hat man durdy Subfitution 
dieſes Werthes a ſtatt x in (y) den Werth: 


za Ad" -Bar -. .. — Na, 


- 193 — 


wo a, als gemeinfchaftlicher Faktor ber rechten Seite Der Glei⸗ 
dung, auch Falter von P feyn muß. Diefen Werth won P-im 
CD eingeführt, geht diefe Aber in 


(ra) HA" a) BE -a )$..+Na-9)=0. 


' Da diefe Gleichung durch ben gemeinfchaftlihen Faktor 
x—a theilbar ift, fo erhält man durch biefe Divifion eine aͤhn⸗ 
liche, aber um 1 Grad niedrigere Gleichung, die folglich, wie 
GG), wenn +b eine andere Wurzel ift, abermals durch x — b 
theilbar ift. Da dieſe Schließart immer rekurrirt, fo folgt, daß 
die erfte Seite der Gleichung (y) in n Binomialfaftoren, wie 
(x—a) (x—b)... zerlegbar feyn muͤſſe. 


7. Bermöge 5. folgt hieraus weiter, daß auch jede 
Bleihung von jener allgemeinen Jormn Wurzeln, 
d.i. fo viel Wurzeln habe, als der hoͤchſte Erponent 
vonx Einheiten habe. 


8. Reßektirt man auf bie Zeichen der Glieder von (x) 
und (8) unter 5., deren + Wurzeln wir ald möglich annah⸗ 
men; fo flieht man leicht, daß der Zeichenwechfel nicht zufällig 
feyn Pöune. Nimmt man naͤmlich 5 oder 4 mögliche — Wur⸗ 
zein an, bezeichnet buch —a; — b; — c; —d, unb entwidelt 
nun aus (ꝓP) (x Hb) x +) 0 

oder (<a) (x b) (Ar o (x HI) =0, 
wie oben, bie Gleihungen Ti) und Ck), in welchen bie Eoeffis 
eienten kurz burdy m, n, p, q ausgedrüdt find; fo tft 
G)...z+mrnx-+-pri=0 
und ck)... x’ + mx’ + nx?+px +gx’=0 
Gleichungen ohne allen Zeichenwechſel, ober mit lauter Zeichens 
folgen (Wieberholungen deſſelben Zeichens). 


Diefe Betrachtung führte durch Induktion zur Regel: Eine 
vollſtaͤndige Gleichung, deren Wurzeln moͤglich ſind, 
bat, wie (a) oder (y), fo viel + Wurzeln, als Abs 
wechslungen der Zeihen -—, und fo viel — Wur⸗ 
zeln (wie (i) oder ck)), als Wiederholungen deſſelben 
Zeichens Statt finden. 
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Die allgemeine Guͤltigkeit dieſer Regel erhellt kurz fo: Die 
Rormgleihung (y) unter 6., deren Coefficienten A, B,... 
+ oder — Zahlen feyen, werbe noch wit x—a=0 multiplis 
zirt. Dadurd) entſteht die neue 


x"! LAx"LBx”" +Cx”"”?+..+Px 


— ax" — aAx” - — aBx” —...—aNx—aP 


Man fee, daß der Coeffieient A. bes zweiten Oliedes bed 
obern, mit (y) in den Zeichen. übereinftimmenden, Theiled, einen | 
+ Zahlwerth habe, der >—a fey; fo bleibt das Zeichen des 
zweiten Gliedes ungeäudert +. Setzt man nun, ber Coeffi⸗ 
cient —aA im untern Theile von Ce) fey eine Zahl >B; fo 
fieht man, daß das dritte Glied des obern Theiled (oder unfe 
zer Gleichung (79) wur dann das Zeichen — befommen fünne, 
wenn, wie im zweiten, fo and) im dritten Gliede das Zeichen +, 
di. eine Zeichenwiederholung Statt findet. U. f.w. Ans 
genommen endlich, daß. man durch Feine Zeichenwiederhofung 
genöthigt werde, das Zeichen eines Gliedes des obern Theiles 
oder von (y) in das entgegengefette zu ändern, oder daß Dies 
fe8 Theiles Zeichen diefelben, wie in (y) bleiben; fo findet doch 
in der Gleichung (5) wenigftens ein Zeihenwechfel wes 
gen des letzten zugehörigen Glieded —aP Statt. Haben daher 
fchon mehrere Abwechölungen der Zeichen vermöge mehrerer 
Zeihenwiederholungen Statt gefunden; fo wird, indem 
man mit x—a multiplicirte, vermöge ber letzten Zeichenwieder⸗ 
holung und wegen —aP eine Zeichenabwechelung mehr ent⸗ 
ftehen, wie wir in (B) verglichen mit (x) fahen; d.i. eine 
Zeichenabwechslung mehr in Cs) läßt fchließen, daß Ce) eine 
+ Wurzel (x = a) mehr haben müfle, als (y). 


Wird ferner (y) mit <-+a=o multiplizirt, fo reſultirt die 
weue Öleichung 
SPMLAX" BETT +... +Px a 
+ax”+aAxX"" +... +aNx+aP j 


Andy in diefer Gleichung find die von den Zahlwerthen ber 
Goefficienten A, B,... abhängigen Zeichen der Glieder bed 
obern Theiles diefelben, wie in (y), und man findet fi nur 


==0. 


Ce)... 


(4)... 
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dann genoͤthiget, eines dieſer Zeichen in das eutgegengeſetzte zu 
verwandeln, wenn bei 2 hınmittelbar aufeinander folgenden Glis⸗ 
bern eine Zeichenabwechslung Statt findet. Denn man 
feße wieder, ed gelte +A, daher im untern Theile von (A) 
auch aA, deffen Zahlenwerth zugleich Pleiner als B fey; fo 
kann das britte Glied (B4 aA) x” nur dann das Zeichen — 
erhaften, wenn B diefes Zeichen hat, d. i. wenn eine Zeichens 


abwehslung, nämlih + Ax"—Bx”", im obern Theile 
oder in der Gleichung (y) Statt findet. Rimmt man baher an, 
dag in (y) ober im obern Theile von (A) lauter Zeichenabwechds 
lungen vortommen; fo hat doch (A) wenigftens eine Zeis 
henwiederholung, indem aP mit Px nothwendig daſſelbe 
Zeichen hat; oder man erhäft, indem (y) mit x—a multipligirt . 
wird, in dem Probufte eine Zeichenwieberholung mehr, wie 
wir biefes oben in (k) verglidyen mit Ci) fahen. 


Sn wiefern demnach eine Gleichung nten Grades, deren n 
Wurzeln moͤgliche Größen find, aus der Entwiclung ded Pros 
duftes der Binomialfaktoren von der Korn x+a entftanden 
betrachtet wird, geht aus dem Gefagten klar hervor, bag zu 
den n+ı Gombinationen (Abwechslung und Wiederholung) ber 
Zeichen ihrer Glieder nothwendig dadurch eine Zeichens 
abwechslung fomme, daß man wegen Einführung einer neuen 
+ Wurzel die Gleihung mit x—a multiplizirt; daß hingegen 
zu jenen Sombinationen eine Zeichenwiederholung kommen 
miüffe, wenn man wegen Einführung einer — Wurzel (x = —a) 
die Gleichung noch mit x-+-a multiplizirt. Woraus denn folgt, 
daß der Zahl der Zeidyenabwechslungen eine gleiche Zahl von 
+ Wurzeln entfpreche, daß dagegen die Gleichung nur fo viel 
— Rurzeln babe, als fich unmittelbare Wieberholungen derſel⸗ 
ben Zeichen in ihr vorfinden. 


9. Daß man aber mittelft diefer Kegel nicht andy bie Zahl 
der etwa in einer Gleichung vorhandenen 2 ober 4,... imagi⸗ 
nären Wurzeln erkennen fönne, erhellt fchon aus den unter 1. 
angeführten Beifpielen. Stellt man ſich naͤmlich eine Gleichung, 
die 3.8. 2 imagindre Wurzeln hat, in lauter Binomialfaktoren 
zerlegt vor, unter welchen ſich demnach auch zwei von der 
Ferm x+bi (wo bi die kurze Bezeichnung der imaginären 
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MWurzel it) befinben; fo verſcwinden die imaginaͤran Theile ver 
Binomien bei Entwidiung bed Produktes, auf welches dahen 
obige Regel nicht weiter mit Zuverbäffigfeit anzumenben if. 
Sicherer fchließt man auf das Borhandenfeyn- imaginären 
Wurzeln, wenn durd die Multiplilation einer Gleichung. ent) 
weder mit x+-p, 3.8. mit x1, die Anzahl der Wieder⸗ 


holungen defielben Zeichens, oder mit x — p, die Zahl ber Zeis . 
chenabwechslungen nicht (wie es boch vermöge 8. feyn muͤßte) 


vermehrt wird. Ganz gewiß hat aber eine Gleichung imaginäre 
Wurjeln, wenn zwei Glieder derſelben, zwiſchen welchen ein 


Glied x” fehlt, daſſelbe Zeichen haben. Es ſey 2 B. cine fols 
che Gleichung diefe kubiſche 


+ 20x — 194=0, 


in welcher man das fehlende Glied mit gleichem Rechte durch. 
-+ 0x? und — 0x? ergänzt benfen fann. Allein im erften Falle 


fanden 2 Wiederholungen deffelben Zeichens +, und im andern 
Falle 2 Zeichenabwechslungen, demnach auch 2 — und 2+ Wur⸗ 
zen zugleich Statt. Diefe Ungereimtheit verfchwindet nur durch 
Bad Dafeyn imaginärer Wurzeln, indem bei dem vorhin bes 
merkten Berfchwinden bed imaginären Theiles der Binomial⸗ 
faltoren der Uebergang von —x° zu +20x erflärlich wird: 
So entwidelt man unfere kubiſche Gleichung, deren 3 Wurzeln 
fad: —2--ay —2; — 2—4y2 und +4 ganz richtig aus 


+2 9a + 49 a-9)=0. 
10. And dem Gefagten folgt zugleich, daß man, wenn ein 
Glied x” einer Gleihung zwifchen den Gliedern + x” und 


— x fehlt, wegen -+ Ox”auf das Borhaudenfegn einer moͤg⸗ 


lichen 4 und — Wurzel fchließen dürfe. 


11. Die gleichförmigen Entwidelungen vollſtaͤndiger Glei⸗ 


Auugen, wie (=) und (8) unter 5., zeigen klar, daß ber Coeffi⸗ 
cient bed zweiten Glieded die Summe ber Wurzeln, ober 


aller Unionen (c a, b, ez· · M ber Eoefficient des dritten 


Gliedes die Summe aller reinen Binionen (ce @&b;%.- 2); 
ber Coefficieng deö vierten Gliedes die Summe aller reinen 
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Ternionen,.... der Coefftrient bed letzten Sliebes, wenn 
man nämlich, den Faktor x? hinzubenft, oder das letzte lied 
ſchlechthin das Produkt aller Wurzeln der betrachteten Gleis 
dung, d. i. allgemein Cin Beziehung auf nm Wurzeln) = 


n 
o(a,b,c,...) fey. Man kann daher Gleichungen, dien + Wurs 
zein haben, Kurz durch 
ET u DE WE DE RE Dr ..texFe=0, 

und Gleichungen, wie Ci) und ck) unter 8., it lauter — Wars 
jeln kurz durch Ä 

Ä hei rcx Lex” +..tox+to=0 
allgemein darſtellen. (Bgl. allg. Brößent. S. 158. Zuf.2.). 

12. Hinſichtlich des Drbnnens einer Gleichung (ſ. oben unter 
6.) bemerfen wir hier noch eigens, daß x", als erficd Glied 
(mit der hoͤchſten Potenz von x), mit + und ohne ausgedruͤck⸗ 
ten Goefficienten ſtehen muͤſſe, die Kbrigen lieder aber die 
Form ganzer Zahlen haben follen. 

Um 1) flatt — x” zu haben + x”, ändert man kurzweg bie 
Zeichen aller Glieder in die entgegengeſetzten; ift 2) fx” ges 
geben uud £ tft gemeinfchaftlicher Faktor; fo verſchwindet dies 
fer durch Diviflon. In jedem andern Falle macht man x = 3 ur 
fubftituirt biefen Werth in der vorgegebenen Gleichung und hebt 
die Brüche durch Multiplifation auf, wie das folgende Bei⸗ 
fpiel zeigt: 


Es ſey a’ — br? -cx—p=0 
bie vorgegebene Gleichung. Kür biefe hat mau, x = Z geſetzt, 
hv? 
’ L — * — I— p=0, oder P—by?—acy—a’p=0. 


Wäre das lebte Glied = 1; fo ſetzte mar x =, 3.8. in 
iox? 4° — 5 — 1 0 ſubſtituirt ſtatt x, hat man 
— 22 1=0, oder 10 —4y—5y”?’—y’=0, und 


nach den Potenzen von y geordnet, y’+5y? + 4y— 100. 


Exrſcheinen 3) mehrere Glieder ber Gleichung unter der Pruch⸗ 
form, fo ſucht man hinfichtlich dee Renner nadı $. 48. der 
allg. Größenl. das kleinſte gemeinfchaftlicye Bielfache = k, 
ſetzt x= z und verfährt, wie vorhin. 

Sep 3-8. gegeben 


ax? 


4; —J wo mnp=kif; 
fett man daher = fo hat man 


a 6 
ran + — * —. p 7 + aupy ’+ bmtap’y 
++ cm’n’p? = 
Sind 4) die Enefficienten Serationalyahlen: fo verwanbelt 
man fie in Decimalzahlen, die jene fo nahe, ald man will, aus- 
druͤcken. 

15. Hat eine fo geordnete Gleichung lauter 
ganze Zahlen zu Evefficienten; fo Fönnen bie reels 
len Wurzeln derfelben durch feine Art von Bruͤchen 
genau ausgebrädt werden, find alfo entweber ganze 
oder Irrationalzahlen. 


Denn in der allgemeinen Gleichung 
xQ.... Tx-V 
ſey der achte oder unächte, auf den kuͤrzeſten Ausdruck gebrachte 
Bruch — 725, d. i. eine Wurgel; fo geht jene Gleichung, wenn 
man =. mit b” multipligiet, in biefe Aber: 
a” + Pa””b + Qe”*p... + Tab" .+ Ub’==0, 
oder a? +b(Pa” "+ Qa””b... + Tab"* + Un”")=o. 


Nun iſt das erfte Glied a” nicht eben fo, wie das zweite, 
barch b meßbar, indem b fein Faktor von a ift; folgfich find 
beide Glieder nothwenbig ungleich, bringen alſo bie Glei⸗ 


hung nicht auf Null. Demnad kann u durch deſſen Sub⸗ 


ſtitution fuͤr x die Gieichuug nicht zu Null wid, feine Wurzel 
derfelben ven. 
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14. Die Methode, bie gleichen Wurzeln einer. 
Gleichung'zu erkennen, beſteht wefentlic in Folgendem: 
a) Man feße, die allgemeine Gleichung 


aM)..." + PET -Qr + Re... +Tx+U>=o 
habe die Wurzeln a, b, c,..., fo daß alfo x-—a=05 
x—b=0;...fey; fs iſt x, obgfeich in jeder dieſer Gleichun⸗ 
gen eine verfchiebene Größe ausdruͤckend, doch der allgemeine 
Repräfentant aller der Gleichung genugthuenden Werthe. Man 
fege ferner, von (M) fey eine Wurzel a gefunden, und ber Uns 
terſchied zwifchen a und jeber der Kbrigen Wurzeln fey y, fo 
daß alob—a=yz; c—a=y;..., obraty=b; aty=c; 
.. fey; fo iſt auch y Repraͤſentant aller jener Unterſchiede. 
Nun ik aber x=b ober x=a+y; eben fo x=c vder 
x=a-ty;... folglich laͤßt fih a+-y als Repräfentant aller. 
nebft a noch in (M) vorhandenen Werthe von x flat x im 
( M) fubftituiren. Thut man dieſes und entwidelt nach Der Bi⸗ 
nomialformel (allgem. Groͤßenl. 6. 65.) die Potenzen von 
a 43 ſo erhält man eine um einen Grab niebrigere 
Gleichung (N), naͤmlich: 


m.m-i1.m-2 
x" =a” ma” 77 a2 Hays... 


pn ı__ Pa" 4-(m-1) Pa" "y+T = Pa am y’#.. 


Qt y + — pr. 
Rx" RR — en Ra’ ya... 





Ix=1Ta+-Ty | 0, 
U=U 


Da nun die Summe (V) der Glieder in ber erften Vertikal⸗ 
veihe, nämlich a” --Pa” "’-L..., == 0 if, indem (V)==0 (da 
x== a gefunden feyn fol) unfere Gleichung (M) ausdrädt; fo 
kann CV) aus der neuen Gleichung CN) weggelaffen werten. 
Wenn man ferner alle Coefſicienten von y in den zweiten Glie⸗ 
dern mit A, bie von y? mit B, u. ſ. w. kurz fo bezeichnet; fo iſt 


= 


143 — 
&).. Aytey+ KR Bere y® =0; u 
ober, alle Bier durch dividirt, 8*8 | 
MD Atz Ey ta ———— 


b) Angenommen, (M) habe woch eine der a gleiche Wacxi 
Hi es fey entweder ab ober az=c,..., figlih ba, 
wie c—Arr 0... ſo muß auch, weil y=b—a ode =c—a 
it, ein Werth von ya CN’) =,0 ſeyn. Mein in dieſem 
Falle verfchwinden in CN’) alle Glieder außer A, welches 
denn = 0 wird. Es thut alfo die Wurzel a’ ſowohl ver Gleis 
dung (VI =0, al der Sleihung A=6 Genüge, indem jene 
Gleichung dadurch erhalten wurbe, dag man bie ald wahre 
Wurzel angenommene Größe in CM) ſubſtitnirte flatt:x ,: bie 
legte Gleichung A=0 aber dadurch entkand, daß man aben 
mals a als wahre Wurzel von (M) annahm. BR 


Hieraus if denn klar, daß, wenn bie ueforäugfiche —* 
dung (CM) 2 gleiche Wurzeln a, alſo (x — q) (x— a) ober 
(x— a)? um Faktor hat, auch die Gleichungen (Wo und 

==0 eine Wurzel = a, folglich einen Faktor x—a mit (M) 
gemein "haben muͤſſen. | 


c) Hat (M) 5 gleiche Wurzeln a=b=c; fo muß noch 
ein Werth von y in (N) =0 feyn; folglich wird auh B= 0. 
Denn wegen des exften y S 0 wurde das erfte Glied von (N’), 

nämlih A==0. Dividirt man daher bie Übrigen Glieder 


y; fo verfchwinden fie wegen bed zweiten y=o bis auf = =, 
das =0 wird, oder man hat B=0. 


Unter der Annahme alfo von 3 gleichen Wurzein in (M) 


thut a ben 3 Gleichungen (V; A=0 und B=0 Genuͤge, 


und (M) hat (x=a)° zum Faktor. U. f. w. 


3) Man kann daher and) umgelehrt fließen, dah, wenn 
in (N) A=0 if, die wrfprängliche Sleichung (M) och «ine 


.der a gleiche Wurzel habe, daß folglich, wenn (VY=om 


A=0 einen gemeinſchaftlichen Faktor x—a oder (<— a) 
(x — A) haben, der unbekannten Größe x in (M) 2 Werthe, 
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jeder = a, oder Cim andern Falle) jeder == und dann noch 
2 andere Werthe, jeder = 8 zufommen, (M) ſonach im erſten 
Kalle (x — a)? und im zweiten, Falle x — a)’. (c— A)? zum 
Faktor haben muͤſſe. U. |. w. 

e) Die Gleihung A = 0 oder: (vermöge der bem A geges. 
been Bebentung) ma” 4 em) Pa” "+.., „T=0;, die 
mitteiſt der Hypotheie x== a erhalten wurde, demnach mit 

mx"? L(m-ı)Px”* „+T=0 identiſch if, kann aus ber 
‚Bleihung (V) = 0 oder aus x" +Px""L0x”* 
+Tx+U=0 leicht hergeleitet werden. Das Verfahren iſt: 

Man multiplizire jedes Glied der erſten Seite 
dieſer legten Gleichung mit dem Exponenten von x 
deſſelben Gliedes (<”" mit m; P5 mit m-13..) 
anb vermindere daun ben Erponenten von x in je 
dem Gliede um bie Einheit. Auf dieſe Weiſe hat man 
ax" rim-1)Px” "+... und da and U oder Ux° wird 
0.U>=0, aber aus Tx wird 1. Tax"; b. i. T; fo hat man 
auch das letzte Slied der abzuleitenden Gleihung A=0. 

Auf gleiche Weife wird aud AO aud) B=0, und aus 
biefer C=0, u. ſ. w. hergeleitet. 


Beiſpiel. Es fey bie Gleichung v. 5. gemifchten Grade 
(m)... 25— 15x? + 67x°— 171x? + 216x— 108 =0 
vorgegeben, aus weicher nach e) abgeleitet wird 
(0)... 53° — 52x? + 01x? — 542x 4 216=0. 

Man fuche (nach allgem. Größenl. $. 47.) von (m) und 
(n) den gemeinfchaftliben Faktor. Zu diefem Ende bividire 
man die zuvor mit 5 multiplizirte Cm) durch (n); man findet 
den Duotienten x — 13 mit dem Reſte — 6x? + 43x? — 126x 
. $F108, oder Cindem man durch — 6 dividirt) x? — 8x? -- 21x 
18. Hiedurch cn) bividirt, ift 5x der Quotient ohne Reit; 
alfe jeder lebte Diviſor gemeinfchaftlicer Faltor von (m) 
uns (nm). 

Diefer Faktor iſt felbft = 0; denn wenn man die een 
Seiten von (m) amd 1m mit m’ und n', den erfien Quotienten 


, _ u 
mit q, den erhaltenen unveränderten Neft. mit n mb den 
veränderten mit r' bezeichnet; fo it = q, daher u = 
nq+r oder r= m’— ng; aber m "nie n =0, folglich 
audhr=0 m ud !=x’—8x?...—0, di. man hat bie 
Gleichung v. 3. Grade 
(P) .. - 9x! 4 21x - 18 0, 

welche vermöge 6. Fr Prodult aus 5 Binominifaftoren vom 
1. Grade zu betrachten if. 

Man entwickle nun aus (m) oder Az 0 bie Gleichuug 

B=0. ‚ober 

(9)... 20x? 1562 + a02x — 32 =0,: 
und dipidire, wie vorhin, die zuvor mit 20 multiplizirte Glei⸗ 
chung (p) durch (. Man findet <—5 ale legten genauen 
Divifor, oder als gemeinfchaftlichen Faktor von jenem erfien 
(p) und von B= 0 ober von (q). 

Demnach hat bie urfprängliche Gleichung Cm) drei gleiche 
Wurzeln, jede = > 5 unb baher zu ‚einem: ihrer Binonial⸗ 
fattorsn den Faktor (x— 3). Wllein wenn Man. (p) durch 
x—5 und ben Quotienten (x?—5x-4+6) abermald dur <— 5 
dividirt; fo findet man x—2 als legten Quotienten, Kolglidy 
hat (m) noch +2 zweimal zur Wurzel, indem dieſer Faktor 
x— 2 den Öleihungen (m) und (n) (ober A = 0) gemein⸗ 
fchaftlih if. Es wird alfo Cm) durch | 
dargeſtellt. (x— 3)? .(X— 2)? =0 

15. Um aus ber allgemeinen Gleichung 


(M)... x" LAx""LBx"*L... + N<+P=0, 
das ‚weite Glied wegzufhnffen, fege man <=y+G. 
Diefen Werth in CM) fubflituirt, wird 


—y 4ay'c+7  @+... | 
A wet a! +in- Day ER GH... 
Bx” J nun. —— 


iMan hat daher ſtatt CM) bie Sleicheng 
y+ac+A)y (aa 2 EG N ACHB)y +... 


Son nm hieraus das zweite Glied wegfallen, fo muß 
nG-+-A = 0, folglich = — — A ſeyn. Run febten wir 
s=y-+G, bemauh iſt —— Auby=xs—-G= 
x44 A; — d. i. um aus jeder Gleichung das zweite Glied 


zu eliminiren, addire man zur Unbekannten x noch den ſoviel⸗ 
ſten Theil des Coefficienten des zweiten Gliedes, als der Grad 
der Gleichung ausdruͤckt, nämlich die Hälfte bei einer quadrati⸗ 
ſchen, den britten Theil bei einer kubiſchen Gleichung, u. f. w. 
und fege dann diefe Summe, oder Differenz (wenn — A gilt), 
gleich einer andern unbekannten Größe. 


Umtgrfchrt wird das zweite fehlende Glied in bie Gleis 
. dung gebracht, wenn man zur linbelannten x. eine beliebige k 
ebirt, ober davon fubtzahirt, und Die Summe ober Differenz - 
(<+k) gleich y ſetzt, fo daß folglich x=y+k ifl. 


16. Bermöge 11. tft das lebte Glied P ober U einer auf 
0 gebrachten Gleichung das Produft aus allen Wurzeln berfels 
ben. Um fich nun, wenn P oder U in einer großen Zahl ges 
geben if, dad Zerfällen derfelben in ihre Faktoren 
und fomit auch bie Prüfung, welder Faktor eine rationale 
Wurzel der Gleichung fey, zu erleihtern, kann man (ohne 
eine Tafel der einfachen Faktoren — vgl. allgem. Groͤßenl. 
$. 24. Anm. — zur Hand zu nehmen) auf folgende Weife vers 
fahren: 

Es fey die numerifche ober bafür bie allgemeine Eubifche 
Gleichung 
(S)... x— 124x — 200, 

oder (CT)... X Fpx +gqxt-r=0, 

welche ‚Iebtere die befondere Gleichung (S) unter ber Bebins 


gung auddrädt, daß p= 0, g= — 14 md r = — 290 ifl. 
Es 
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Es ſey ferner a eine Zahl, von ber man mittelſt eines leich⸗ 
ten Verſuches weiß, daß ſie in (8) ſtatt x geſetzt, das letzte 
Glied < 240, oder, in CT) ſubſtituirt, Die Gleichung 

(N... aꝰ paꝰ +gatr=o 
hervorbringe. Subſtituirt man daher in dieſem Yale y Pa 
ſtatt x in CT), fo erfält man die neue Gleichung 


(I... 4 34y2 4 32a2 y - oe 

+p! —- 2pal + pa? 20 

+qga) tal 

‚rt r 

deren letztes lieb immer * C(V) iſt. Weil nun z. B. — 3 

ſtatt x in (S) geſetzt, die Gleichung: — 27 + 372 — 240 = 150 

oder — 267 + 372 — 105 = 0 gibt, deren letztes Glied < 240 

ik; fo fept man a=—3; x=y—3, und entwicelt aus 
(Q) die beſtimmte Gleichung 


(W...P—-97°?—gy+105=0. 


Die wenigen Faktoren von 105 find, 1,3,5,7, unter wels 
den 4-1, als Wurzel verfucht, CW) zu Null macht, folglich 
tine wahre Wurzel von CW) if. Daher denn xs=ytra= 
1—3=—2 eine wahre Wurzel von (S). Auf gleiche. Weiſe 
läffen die 2 andern Wurzeln von CW) die von (S) erlenuen. 


Diefe, an und für fi allgemeine, Methode läßt ſich 
Anch leicht. auf biquabratifche Gleichungen anwenden. Es fey nun 
(3 ... #9 — 20x — 300; 
.ı KM... rrete=0 
daher (V)... a +pa-g®? +ra+s=o0, 
und CO)... -Aa y* +62? 1y?-+-4a° \y-+ CV) 
+P Hal + 5a’p S6 
* 4) +29 J— 
r 


Weil nun — 3, ſtatt x in (S) geſetzt, die Zahl — 98 < — 520 
gibt; fo ſey a= — 3, und (T) mit (S) verglichen, it p=03 
g=9 12 — 20 und S= — 320. Diefe Werthe in (O) ſub⸗ 
ſtituirt, iſt 

(WV ...- 12y 632 - 182y - 90 0. 
Dr. Eqbu's Lehrbegriff der dohern Mathematik. 10 
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Setzt man ans ben einfachen Faktoren bes letzten Gliedes, 
naͤmlich 1,2,7, 7 ben Faktor 7=y, fo hat man, dba (W) zu 
Null wird, auch eine Wurzel x—= y +r3ı=7—-5=+4 mw 
ferer Gleichung (5). 


* 17. Eine andere Methobe, eine oder mehrere, und 
jwar rationale Wurzeln einer Bleihung zu ent 
decken, wollen wir an der dem Grabe nach fpeziellen | 

(9... 2 +Ax’--B+Cı+-D=o, 
in welcher die Eoeffiienten ganze Zahlen find, erörtern. 
Subftituirt man flatt x bie ald wahre Wurzel von (O) ans 
genommene Zahl a, bie ein Faktor von D if, in (O)z fo:ik i 
== — Ca — Ba? — Aa’ — a° 
und = — C— Ba — Ant— a’ = einer ganzen Zahl, wie BD: 
Setzt man ferner bie ganze Zahl 2 +C=E, fo ift J 


* = — B—Ar-a= einer ganzen Zahl, wie =. 


E | .F a 
Eben fo are geſetzt, ——=—A— a — eing 
ganzen Zahl. Endlich — a end a dividirt, ik, 


Man kann nım auch amgetehrt ſchließen: a iſt eine wahre 
rationale Wurzel von (9), wenn bie obigen Quotienten in den 
erften Seiten der Gleichungen in einem gegebenen Fälle ganze 
Zahlen, d. i. wenn die nachftehenden Gleichungen richtig; find: ’ 


y+0=E; 3 + B=F; DE+a=G; 9 =0. 


Hieraus geht die Regel Nar hervor: Um gu prüfen, ob 
ein Faktor a bed lebten Gliedes D einer gegebenen Gleichung 
eine wahre Wurzel derfelben fey, bividire man 1) das letzte 
Glied durd; a und addire zum Quotienten ben Goefficienten 
von x; 2) eben diefe Summe (— E) diridire man wieber durch 
a und abdire zum Quotienten den Coefficienten von x?, wo⸗ 
durch man den dritten Dividend hat; m. f. w. 
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Man kann uͤbrigens +1 unter den einfachen Faktoren des 
letzten Gliedes unberuͤckſichtigt laſſen, weil leichte Subflitutjos 
nem zeigen, ob 4 oder — ı eine wahre Wurzel ſey. ' 

Beifpielı. Man wil prüfen, ob 
CGV) · . — 3x’ — 7ER’ 27x 8 0, . 
die vernoͤge 8. eine — Wurzel und drei + Wurzeln hat, den 
Faktor — 2 unter ben einfachen Faktoren von 18, nämlich: 
+2,3,6,9 zur wahren Wurzel habe. Nach der vorigen Res 


gel iſt ı) —=-9 und -—9-7=+18; att=4g 
and o—7=+2; »°=}i und 1-3=—2; 9 = 


— 1 und —141=0; alſo +2 eine wahre Wurzel von nn. 


Auch tan man biefe Prüfung mit allen Faktoren des letz⸗ 
ten Gliedes, dieſes ſelbſt mit dazu genommen, mgleich enftellen, 
wenn ber Faktoren nicht zu ‚viele find, 


Beiſpiel 2. Br Gleichung ſey , 
— 722°. 356 == 0. 


Weil hier das dritte Glied fehlt, oder + 0x verſtanden 
wird; ſo iſt der erſte zu addirende Coefficient 0 und man ers 
hält folgendes Schema, indem man die oben mit E, F, G bes 
zeichneten Summen unter ben- entfprechenben Faktoren anfegt: 
+-56.18.12.9. 6.4.3.2 | —36.18.12. 9. 6.4. 3. 2 

1.2.5.4. 6.9.12.18[— 1 .-2.-3.-4.-0.-9.-12. -18 

ee m.mm. db. B.2 un. nn... -. 5.42 
= mn. menden. 0.2 -. -. -. a. 42. 0 
fo ‚find bie Faktoren + 6;. + 3 und — 2 die wahren Wur⸗ 
zelin unferer Gleichung, deren Darſtellung iſt: ar) (<+ 3) 
G+29)=0, oo. j 
18. Wenn eine Wurzel +a fällt wwiſchen 2 Zahlen +g 
und +k, fo Daß La< tg, ‚ aber za>r£ il; fo heißen 
die Zahlen g und k überhaupt Die Grenzen der Wurzela, 
und zwar g bie größte, k bie Meinfte Wurzelgrenze. Aehn⸗ 
liches gilt hinſichtlich mehrerer oder aller Wurzeln einer Glei⸗ 
hung. Wenn 3.8. —2, — 10 und +12 die 3 Wurzeln einer 
10* 
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kubiſchen Gleichung find; fo ift «in Beziehung auf ganze Zahr 
len) — 1 die kleinſte — Grenze = — k, und — 11 bie größte 
— Örenze = — gj aber + 15 die größte + Grenze m +. 

Es erhellt für fich, daß die Prüfung, welcher ber Faltoren 
bed legten Gliedes einer Gleichung eine reelle (rationale oder 


trrationale) Wurzel fey, durch Die Kenntniß dieſer Grenzen um 
fo mehr erleichtert werde, je enger diefe Grenzen find. ° - - 


Bei kubiſchen Gleichungen entdeckt man bie Wurzelgrenzen 
mitteft Leichter algebraifcher Kunſtgriffe. Jede diefer Gleichun⸗ 
gen, in welcher bad zweite Glied fehlt, ober nach 15. wegge⸗ 
ſchafft iſt, hat eine der drei Hauptformen: 


Yx’+mı—- p=05 Dr’— mı—p=0; Sx!mx-tpi=0. 


Aus ı) if x: Pmx=p, alfo x’ für ih <p ober x<yp, 
d. ĩ. v p=g (größte Grenze). Weil nun xeyp, Daher auch 
X<vp und x i<ıyp? iſt; winimzprrr oder 
x(m-+yYp)>p; oder > —_, d. i. 


m+yp? —F 
Cleinfte Grenze). So ift 3.8. für die Gleichung 


rsnn=o (deren eine Wurzel =-L-3 » 
42 
—5+12,08 24 
Aus 9) in g=x<y(ptm) md kK=x>ynor Denn 
bividirt man nur die erfle Seite ber Gleichung x -—mx—=p 
durch x; fo wird 2 —m<p, daher x? < p-moderx<y (p-+m). 
Weil ferner x’ für fih > mx, fo id au x>ym., ©o.find 
3.8. die Wurzelgrenzen hinfichtlich ber Gleichung. . ı - 
3 — 31x —- 30 2 0 
z<y61<7,8... nnd x>y35l>5,s... 





=k 


Endlich für Gleichungen von der Korm 5) iſt g=x<ym 
und k=xı>H. Denn weil + p=mx, fo ift x* für fi 
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<.ma,.9,1.,2.< m. And ˖weil p— mx = — x’, fo if 
m<>p; d. i. >. So find 5.8. fuͤr 

| 7x +6=0 
die Bergfäraten g=xuyr=26... mbkox>$ 
= 0,8. 4 


BEI, var dergleichen allgenteine Ausdruͤcke laſſen ſich ſchon 
für biqguadratiſche Gleichungen die Wurzelgrenzen nicht beftim- 
men. Man muß. baher zur Anwendung anderer Methoden feine 
Br nehmen. . ’ 
0. on ortfegun 9. Diefe allgemeineren Methoden Bil 
zugleich das Fundament der Auflöfungen der wichtigen Auf 
gabe: eine irrationale, oder eine Wurzel überhaupt 
durch Naͤherung zu finden, ſo wie der Beantwortung der 
Frage über Zahl und Beſchaffenheit ber in einer Gleis 
hung vorhandenen Wurzeln. 

1, Methode. Beimöge 18. kennt man von 

\ I)... 2 —-sx—-0=0. 

die Wurzelgrenzen x <y/90< 9,48... und x>y30>5,47.: 
Man fege daher x==54-B und entwide den Werth von B 
au der neden Gleichung, bie man durch Subflitution von 
5+3% ſtatt x in (L) erhält. Dan hat nämlich 


ı= 125 + 75B 


anfe Pe > und st Fe Allein dieſer 
Werth ſtau x in CL) geſete macht I hat 0 —* Daher iſt 5 
zu groß. Seht man folglich x = = — B und entwidelt 3, wie 


vorhin; fo firidet man B = 0,556 und x* - — 0,556 ... 
= 6,838 —0,536 = 6,352... U. f. w. 


[4 


- 190 — 


2. Methode, die zuweilen auch ane. rutienale Mirel ne 
decken laͤßt. Ef. 
(M). _ 122° — ioox 70= =0, 

J gefet, * J 
x = m’ + 3m?u + Bmp? u 
— 12x? = — (12m? 4 24m 4 124°) 

7 u 1) = 7 (109m -F-1098): Daher hat man fatt (M): 

&M..(a— 12m? — 109md-}- Cam? — Dana 10. IR 
Er . + 9m-+12) Ara WO. . ν u.: 

Run nehme man ben Werth von m fo; aldi ey mue 
m. 12m? - 109m = — 720; fo. ifl, wenn man eben jeue erſte 
Größe von — 720 abzieht,. auch der Reſt D=6m? — 
+Gm—ı9u'+r°. Dieſe letzte Größe, folglich auch iſt 
70, wenn jener erfte Reli D=0 ifl. Wenn, man 3. 8. m ſo 
nimmt, daß m’— 12m? — 109m bie Zahl — 720 nicht uͤber⸗ 
fteigt, fondern ihr am nächſten kommt, daher m='s fegt; ſo 


wird m’— 12m? — 109m = — 720, alſo D= — 720 -+ 720° 
—0, folglich and wem a up xp > u =6 = Hy: ratio- 
nalen Wurzel unferer Gleihung (Mb.  ,,;,. 


Wird aber, D nit = 0,.fo fucht par zu ber anf bie ges 
nannte Weife genommenen Zahl m bie zweite Wurzelziffer m 
gerade fo, wie. man (nach allgem. Größen, 5.68. 2) bie 
zweite Wurzelnose überhaupt re. Der Kürze wegen ſey 

(P). — 2% = =5 
die vorgegebene Gleichung. umt ꝓ gefegt, wird bie nee 
Gleichung 
(D.. m — 2m) -} (5m? — 2) + Smu?--u’>=5, 
( + 320 .b-+35ab? —b*) 

in welcher die erite eingefchloffene Größe bie Bebeutung ber 
untergefeßten a°, d. i. des Wuͤrfels ber erften Wurzelnote a 
(hier na), u. f. w. hat. Nimmt man num wieder m fo, daß dies 
ſes erfte Glied m’—2m entweder —=5 ober biefer Zahl ſehr 
nahe kommt, daher m = 2; fo iſt D oder 5m ’— 22 -5mu* 
L2=5— (m’—2m)=1 ftatt =0. Um bahber zu m=2 
noch eine Wurzelziffer zu finden, dividirt man jenen erſten 
Reſt D= 1 durch 10 = 3m?— 2 (welche Größe dad breifache 
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Quadrat der erſten Wurzelnote vorſtellt). Der Quotient „u 
oder o, 1, wodurch man x — 2,1 erhielte, zeigt ſich zu groß, 
indem jede ganze Zahl > 0, ftatt x in jenem Sgliedrigen Refte 
5m? — DA Pie. fubftituirt, ein Refultat > 1 gibt. Daher iſt 
s=2,0... und a kann nur dem 0,1 zunaͤchſt, 3.8. = 0,09 
genommen: werden. Wirklich erhält man durch Subflitution 
biefed Werthes in jener Sgliedrigen Größe nun ein Refultat 
< 1, naͤmlich 0,9395295 daher hat man x = 2,00. 

Will man nun noch mehrere Deeimalen ; fo bat man, indem 
mon biefe Zahl 0,949... vom vorigen Reſte = 1 abzieht, dem 
neuen Belt 0,050671. Diefen wieber durch Sm? — 2 = 11,1043 
(indem nun m== 2,09 tft) dividirt, hat man den Quotienten 
# == 0,004, daher x = 2,094. Die Beltandtheile 5m? — Du 
Fr 5ma? + 25 wieder nachgebüldet, die gefundene Summe = 
0,044517 :.. vom: vorigen Reſte S 0,050671 abgezogen und den 
neuen Ref = 0,00615 durch 5m? — 2 == 11,154503 dividirt, 
findet. man a == 0,0005, felglih <= m+a = 20085... 
als Wurzel dur Näherung. 

3. Methode. Grundſatz. Wenn zwei Zahlen, die 
nad und nad in einer Gleichung ſtatt x ſubſtituirt 
weuden, Refultate mit entgegengefesten Zeichen ges 
ben; fo kann man fhließen, Daß zwifchen jenen zwei 
Zahlen wenigfiend eine reelle Wurzel der Gleichung. 
fiege. u 

So gibt. 3.38. in. 
3 13x2°4+72x—1=0, oder +(x?’+72)— (13x? - 0. 

die Subflitution von +1 das Refultat — 6 und die Subſtitu⸗ 
tion don +21 das Refultat 43673; die Summe diefer ent: 
gegengefegten Nefultate ift 5667. Es iſt fohin im erften Falle 
der + Theil x’+-7x gegen den — Theil der &leidyung zu Hein, 
oder x>2, aber im zweiten Falle ift jener ‘Theil gegen dieſen 


zu. groß, ober x <21. Werden +2 und +20 flatt x fubs 


Rituirt; fo wird nun die Summe der entgegengefegten Reſul⸗ 
tate (— 51 und + 2930) Feiner, ald die vorige, d. i. Der 
4 Theil der Gleichung, welcher auch jegt wicder für x=2 
fleiner, und für x=20 größer als der — Theil if, hat 
fih doch nun dem letzteren mehr, als vorhin, genähert, nach⸗ 
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dem und; engere Grenzen gewählt wurben. Deut man fidh 
biefe Grenzen immer enger und enger genommen; ſo wirb auch 
die Summe der entgegengefegten Refultate, ober die Differenz 
ded 4 und — Theiles der Gleichung immer Fleiner, d. i. ed 
wirb zwifchen je 2 Grenzen, bie jene entgegengefegten Refuls 
tate hervorbringen, wenigftens eine Zahl liegen weÄflen, 
welche die genannte Differenz verfchwinden, oder bie Gleichung 
zu Null macht, folglich diefer als reelle Wurzel genugthut. 

Anwendung. Um eben diefe Zahl zwifchen den aufges 
fundenen Grenzen oder Zahlen, welche jene entgegengefeßten Mes 
fultate hervorbringen, entweder, vollftändig oder genähert, d. i. 
als reelle rationale, ober irrationale Wurzel zu fuchen, nimmt 
man 3. B. das arithmetifche Mittel a als erften genäherten 
Werth von x. Zu biefem eine kleine Größe w abdirt unb 
a 4 w, ald zweiten genäherten Werth, in ber vorgegebenen 
Gleichung ſubſtituirt, erhält man, bie höheren Dotenzen von w 
weglaffend, eine Gleichung von der Form A+Bw=0, aus 
weldyer man w beftimmt. Bermehrt man dieſes wieber um w', 
und beftimmt diefed w', wie vorbin; fo befommt man einem 
Dritten genäherten IBerth von x. U. f. w. 


Beiſpiel. Der Kuͤrze wegen ſey die vorgegebene ——— 
u (RJ... 2 — 8X +80. 

Subftitnirt man +ı und +1,56 ftatt x; fo werben die 
Refultate 1 und — 0,625; es liegt alfo zwiſchen 1 und 1,5 
eine Wurzel von (K). Setzt man diefe genähert = 1,2—=a 
md fabfituirt 1,2 4 w flatt x in (RD; fo hat man, fih nur 
anf die erften Potenzen von w befchränkend, für x* nur (1,2)° 
+3.(1,9?.w, dann für — 8x die Größe — 8(1,2 + w) gu 
berechnen und 8 zu addiren. Die Reduktion gibt 

0,128 — 3,68w = 05 alfo w==0,035 und ber zweite gends 
herte ‘Werth von x = 1,2-+ 0,035 = 1,235. 

Man feße ferner x =1,235-4+w, fo findet man rauf bie 
vorige Weiſe | 
-  0,00365 — 3,42451w';5 alfo w = 0,001066 und bie britte 
genäherte Wurzel oder x = 1,255 4- 0,001066 = 1,250066. In 
der That find die 5 Wurzeln von (R) x=—ı1ryV5 = 
1,256068...;, x=—-ı—y5undx=2. 
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a. Nethode. Srundſab. In jeder Gleichung 
 ymx mp Qt. | .Ix+U=0, 
gibt ed immer einen Werth von x, der daß erfte 
Sfied "> als die Summe ber: übrigen Glieder 

macht ; no 

. Dean man hebe unter den Coefſtcienten P,Q.- ‚Tr ij 

ſey 8 ber graͤßte; noch wechr, jeder ber übrigen Goefficienten 

fen gleich diefem größten; .fo.ift in dieſem unguͤnſtigſten Falle 

die Differenz 

. Dust Ss"? 2x"? +); Bu 
—— * 


‚oder Da, (allg. Groͤßenl. $. 132. 2 
m 8 . 2!l 
er Da." EEE DL 


Jt 


Man- ie aife +D, wenn man x pi wenn u | 


wär, daß in x” übergeht, welches gefchieht, wenn man 


xXM(8464) fegt. Dagegen hat mar — D für ze (-H1% 
Sept man alfo ftatt x den um 1 vermehrten größten Esefficis 
enten der Gleichung; fo bat :man die Zahl, weiche flatt x im 
x” yefebt, dieſes erfte Glied größer, als bie Summe der Ahr 
gen Glleder gibt. 


Zuſatz. Hieraus folgt: 1) jede Gleihung vd, deren | 
hoͤchſter Erponent m eine ungerade Zahl ift, hat wenigftens 
eine mögliche Wurzel (vergl. oben 2.); 2) diefe mögliche Wur⸗ 
zel it +, wenn das febte Glied' U das Zeichen — hat, und 
umgekehrt. Denn für +U erhält man auch + y, wenn 
x==20 gefegt wird. Sept man dann x — (8-1), fo Kat 
man, wie —D, fo auch —y. Es faͤllt alfo eine Wurzel pwi⸗ 
ſchen 0 und — (S--1).. Gilt hingegen — U, fo bat man auch 
— yfirx=o, abe fr x=-+ (+1) hat man +y, folge 
lich fällt eine Wurzel zwifchen 0 und +CS4N). 5 Wenn m 
eine gerade Zahl ift, fo wird, wenn — U gilt, und man für 

‚x nad und nad fegt 4P(841); 05 —(S+N) der Werth von 
y refp. mia 4, mit — und mit .erhalten. Eine folche Gleis 
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hung ‚hat daher wenigſtens 2 mögliche Wurzeln, deren eine 
zwifchen 4 (S+2) und 0, und die andere zwiſchen 0 und 
76*h. liegt. 
Anw endung. Wiil man bloß den + Theil einer Glei⸗ 
dung größer, / als den — Theil (wie oben x!+7x) > — e13x? 
+1)) haben; fo genügt, daß man, flatt x—=S+1 zu nehmen! 
x 8+4 febt, wo 8 den-größteh — Coefficienten der Glei⸗ 
ung, C(im vorigen Beifp. — 13) bezeichnet. Die + Wurzeln 
fallen bann zwiſchen 0 und Si, oder 8341 cim Beifp: = 19) 
ift die Grenze der + Wurzeln. , 
Um aud) bie Grenze der — Wurzeln zu finden, trausformirt 
man die in x vorgegebene Gleichung in eine.andere mit Ys⸗ in⸗ 
dem inan-— y ſtatt x in ber erſten ſubſtituirt (wobei, wenn m 


ungerade ifl, — y* nad 12. unter 1) in + y” Umgeäubert 
wird). In diefer durch Umwandlung erhaftenen Gteichhhg ftels 
len die + Werthe von y gleiche — Werthe von x der erften 
Slkichung, :und umgelehrt, vor. Y daher R der größte — 
Goefficient der neuen Gleichung, folglich R-+ı die Grenze ihrer 
+ Wurzein; fo it — Ka1) die Grenze der — Wurzeln bei 
vorgegebenen Seihung. dei. Die Grenze der — Bere ® von x 
.Beifpiel, In der Gleichung | | 
ME ... x-Ax* — 5x 27 0 
if, ınegen des größten — Goefficienten 4-Fı ober 5 bie Geem⸗ 
der + Wurzeln, d. i. die moͤglichſt größte + Wurzel von (9); 
liegend zwifchen 0 und 5, il <5. | 
In Ca) —y flatt x gefegt, hat man . on 
(9... y 4y +3y+27=0. 

Da dieſe Gleichung vermöge 8. lauter — Wurzeln hat; rl 
yat (x) lauter + Wurzeln, deren Grenzen die genannten Zah⸗ 
len oO and-5 find. Zur Beftiminung engerer Grenzen nad) und 
vach x=1,=2, =3, =4 in (a) ſubſtituirt, erhält man refp, 
die Nefultate +215 +55 — 93 +15; alſo liegt nach der 
3. Methode eine Wurzel zwifchen 2 uud 3 und eine andere zwi⸗ 
ſchen 3 und 4, bie man uun nad eben jeuer Methode durch 
Naͤherung fiuden kann. 

Vergl. unten $. 75. und $. 37. 
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zu 5* Bl! j 1 Zr. 
Befondere Methoden,. Böbere. leichndsen 
un „aufzulöfen,. 


:1. I, , ra 
Be 7 


ndrendg 
| tt Auflöfun kubiſcher Steigungen \,_ 
$. —* % Gartans R a2 Es ſey die aͤltgemeine Gleichung 
. 9r>« er ratpb=ci..) : 
Durch Suspitution von y-+z ftatt x bat man . 
T . Eyar sy riWaytasipheio. - 
Segt man ferner n (TV), . -:, MER J 
OD... yPrafbae, 0° 
yud, bipibirt den —X Y23. ſo Wird, "td nen 
Syn-+a=0, daher y-2 v3 


— 2 tıl8.. 


Diefen Werth in (O ſubſtituirt und —8* geordnet, hat 
man "to. a erw -=0| nn 
and hieraus (mad; altgem. Größen. $ 88. Auf. 2) 

BevmbtvVabta 
folglich uns & P=—-g#_-b=—bT Vub 4588 und 
ya VI-BFY@R + Ha. fo y+z oder ' 
eva NN]. 


rer] 


2) Um fi die Berechnung biefed Werthes von x zu er⸗ 
leichtern, bedient man ſich mit groͤßtem Vortheile der Einfuͤh⸗ 
rung der Huͤlfswinkel oder der goniometriſchen Formeln. Setzt 
man naͤmlich 





N 


aa‘ 1. gas 
v(i 55 = va rlange)=—— (nr,13.), or tange‘, 


- 15060 — 
fo hat man 
1. x= ee rl-eeten al und 
2, tanga 8 Fr ‚2yga: Der Kätje wigen ſey 


ayja=ım, daher a— ui und tange=  ‚alfezb = = 
fo hat man durch Subftitution in 1. 

_3ST: u casa—17], 5 :m’ -cosct1 
s=v|- gtanga cos a Il: Qu3 æ | 


ie u —** . 11. nr. 18.) 


sin 81n & 














my angje — Vote) 6.22. Bu. nr. 1.170. 77.) 
„m Weste Senaæ. 


Nun iR nad nr. 171. col2a = Sie Zee, ſetzt man 


baher 
5. tange = Vungje: 


o wird cut 2a = Yeot ze — Yeotze— Yngge je —E u 


4.,—x=nm. Got 2a = cotze. 2vyje. 
Beiſpiel Es ſey a S 8; b= 263; fo ift nach 2. 
a N Vo’ oder logtange | 


_e en 20003 TE 29303 + E 5? = 8,5183792 «5 = 8,51887925 alfo 


da 1053 22 16.. ‚und = 56 ai”,08. Daher nad 5 - 
log tang & == log Ylang ja —— 40574363 
alſo a’ = 14° 16 49, 47 un 2u' = 29° 35 33”,94 Daher nad) a. 
logx=logcot2«' Hogy= 2 _ 10,26413714+0,5130143= 0,7781514. 


Da vielem kogar. die Baht 6 entfpriht; fo it — x=6 ober 
x=—6, di. — 6 eine Wurzel der Gleihung (SI. Diefe 
daher duch’x--6==0 bivibirt, findet man aus dem Duos 


— 11 — 


tienten x? — 6x 4. a44 ==0 bie zwei andrru imngmärer Wurzelu 
xz=5 VSSVI3 (8) wird ſohin dargeſtellt davch ur 


(x-3- VE -Da-I5sHVEV -DatH =: ” 


Zufagı. Iſt (S) x*Pax bo; ſo erhaͤlt nan bei 
der Entwiciung b ſtatt — ib, daher nun = ro 20 


.2 Y ja. \ 
98 feruer S= 25. - ax-+-b =0r fo gibt die Eutwitiuug 
(a)... xy pt (+b’— za”) * [4b Yh!-yay 


Oi. [ee rel 9]; 


— Verechnang wegen ſetze man wieder | V— 
vi en =V G-sinP9)=cosß($.10.nr.11. . er 
fo hat mau en.) 


"ıx= N-1bü-cosd-+V—IbU4+c0s9); Ez u J 
2. ein o .2V4a. Eben fo ſey wieder | 


evkep daher a= im’; = ıb= = ung! ß 
wird Durch Subftitution iu 1. .. 
re y— vn hen . 

__nm. n.Y msi + Y cotiP (wie oben). i | 
Fa iſt (nach $.22. Buf. nr. 10) = tangP +eot, 
In 2 
ı babe N 
3. tang — = Vtangz9 geſetzt, wirb 
m ___ 2yja U 
ng sin2p ei: 
In dem Galle, daß bad tete Glied auch — b u dat ı man 
1* 


Prey et en 
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Menn abrigens ist: einer vorgegebenen Gleichung das gweite 
Glied vorhauden if; fo muß man es, um Cardaus Regel 
anwenben zu können, nach $. 56. 15, wegichaffen, 


:. . Bufaß 2. Der irredutible Fall. 
| , .4 8 
Wenn in 6) des vorigen Zuſatzes Zn >ıit; fo famn 
man bdiefe Zahl nicht = sin 9? ſetzen, indem kein Sinus (für 
den Hulbmeſſer = 1) 21 vder > Ein. tot, iſt; mit andern 
Worten: wenn 4a?,> 27b? oder nach (a) „ya? bꝰ iſt; fo er⸗ 
r 3 ‘ [1 27 
ſtheiut der iusdruck Y (1-7 oder Y4b’— ya’) ald uns 
möglich ober imagindr. Weil nun Die Fubifiye Gleichung, 
in welcher bei fehlendem ziveiten Gliede das dritte das "Zeichen 
— hat, vermöge 10. bed 5.56. drei mögliche Wurzeln haͤben 
muß; ſo emtfteht eine Schwierigkeit für die Anwendung -ber 
Cardan'ſchen Regel auf dieſen Fall, welchen die Aualyfien 
casum irreducibilem darum nannten, weil fle ihr nicht, wie 
die übrigen Fälle, burch bloße Subflitution in Cardan's aua⸗ 
Iptifcher Formel, ſondern mittelſt unendlicher Reihen aufzuloͤſen 
vermochten. Eine ſolche unendliche Reihe entſpringt, wenn 


man YCA--BY-1) ober (A-B Y-178 ſowohl, als TA-B 
nach der Binomialformel (mit Berädfiihtigung des Zuf. 1. 9. 89. 
der allgem. Größen!) entwickelt und dann beide Reihen 
abdirt; wobei denn die noch mit. dem Faktor yL-1 behafteten 
Glieder wegen ihrer entgegengefegten Zeichen wegfallen, bie 
refultirende Reihe daher Iauter mögliche Größen enihäft. Die 
möglichen Werthe von x oder die möglichen Wurzeln der kubi⸗ 
ſchen Sleihung, wie x* — ax +b==0, find alfo im- irgedncibs 
fen Falle durch bie Form des Smaginären im Ausbrude Ledigs 
lich verfchleiert. 


Schneller jedoch, als das Mittel unenblicher Meihen, führt 
bie trigonometrifche Auflöfung in eben dieſem Falle zum‘ 
Ziele, wie Folgendes zeigt: BE W 

Macht man die Gleichung sin 3a 38in æ — Asin a? ($. 22. 
ur. 162.) gleichartig, indem man mit Huͤlfe des Halbmeſſers 


a} 


sr ſedem Gliede eine gleide Anhahl vor ewiaven aibt; ie 


at W . 
hat ma r?, sin 3a = 31? sina — sin.” 4 W 


oder (P)... sin æ* — dr? sin a + Ir? sin « =0, . 
 Dmt X — ax +b ==0.... 


verglichen, werben beibe Gleichungen - Äbetstifch, wenn mar 
1) x=sin«e; 2) a Irꝰ; 5). h5 pr? sin« fekt. Aus 2) ift 
daher der Halbmeifer der Gleihung r=2yYa, folglid, dba 
hieraus ja= 4r?, durch Subftitution in 3) anch b* ‚Jaein 5a. 


Ehen bierans iſt zwar ins, ale, am a zu finden, 


muß man fi erinnerw, baß nach $.4. Zuf. 2, gi Luk 
if, daß man folglich, um sin 5« mittelft ber gafein zu finden‘, 
diefen Sinus durch den Halbmefler r unferer Gleichung divis 
diren mäffe; mweßwegen man hat 
5 1 1, 
Deo. us= 757 sin®’ 

Hiedurch ſindet man denn sin 3«, daher auch , foölglich 
auch zx=sina (nach 1)). Es wird aber sina aus ber für 
den Halbmeſſer = ı berechneten Tafel genommen, ed muß da⸗ 
her diefer, um dem auf ben Halbmeſſer r unferer Gleichung 
bezogenen Sinus gleich zu ſeyn, vermöge des vorigen Eitats 
mit r. multiplizirt werben; d. i. man hat 

(5)... x= sin. nat.a . 2yR. 
Um nebſt diefem aus CS) zu findenden Werthe von x mod 
einen zweiten zu finden, fege man flatt 3x ben Werth 560-4-3«, 
fo daß «= 12 + wird. Weil nun (nach $. 18. nr. 65.) 


sin (360° + 3&) = sin 360°. cos 3a + cos 360° . sin 32, aber 
sin 360 =0;5 co 360 —=—- 1 iſt; fo hat man sin (560°-- 3x) 
= sin3a&; d. i. die vorige Gleichung (O) gilt auch für diefen 
Kal. Allein weil 60 — «x dad Supplement von 120° P a, folgs 
lih sin(120°--&) = sin (G00 - a) ift; fo erhält man ftatt (8) 

CT) ... X = sin. nat. (600 - æ). 2V44, 

and welcher Gleichung ein zweiter Werth von ‘x gefanben 
wird. ' 


- 18. — 

MWill man einen beitten Werth von x ſuchen, fo fehe man 
Ratt 5a in (P) den Werth 7200 34, woburd man fiatt a ers 
hält 2300 -+a. ber sin (720°-+-3x) ift, wie vorhin, = sin 5a, 
folglich bleibt auch (O) für diefen Fall. Aber sin (240°-L-«) 
= sin (180P-F (60-4 0)) = sin @R+y)=—siny ($.5. Zuſ. 2.) 
= — sin (60°%-+ a); daher flatt (S) 

| ‚DD... x=— sin. nat. (60°-+a) . 2YYa. 
Waͤrde man die Peripherie verdreifachen, vervierfachen, 
fo wärbe man entdecken, baß feine von ben Gleichungen (5), 
CD), (2); burdy bie unfere ibentifche @leichung CP) aufgelöst 
wird, abweichenden Gleichungen weiter zu finden feyen; was 
denn zur Betätigung der Theorie Äber bie Zahl der Wurzeln 
einer Eubifchen Gleichung dient. 


Beiſpien Die vorgegebene Gleichung ſey 


Weil hier ga’ = (2), beren kegar. = 0,485. . und 


2 
arb?= 27 ni ‚ deren Logar. = 0,422..., folglich g85> 27h 


147 
iſt; fo dat man ben irrebuciblen Kal; Daher nach (O) 
in 5a —23. 6 a 1 414 1 
RT ar 05” av 403 403° 1612 
3.41 1523 


und die Iogarithmifche Rechnung ſteht fo: 
log 1612 = 3,2073050 
c. log 1323 = 6, 8784402 
j | 0,0858052 
:2 _0,0429026 = log. const. 
C .log. const, == 9,9570974 
log 414 == 2,6170005 
C.log 405 = 7,5946950 
log sin 52€ == 0,09087927 
alſo 50 = 68° 52 18',59 uud «= 22° 50° 46°,195 
P—a = 37 vg 15,81 und 60°-a = 82° 50’ 46,19. . 
Daher 


Daher 1) x = sin. nat. x. YV—— Ion, oder 
log sin = 9,5891206 — 
log. const. = 0,0429026 


logx = 9,65%0252 — 10, 


4285714 1 3 
alfo x == 0,4235714 = — * 2,33... = - z ſehr nabe. 


2) x== — sin.nat. (00° — a). V 2, 


log sin (0° —a) = 9, 7810061 — 
log. const. = 0,0429026 
logx == 0,8239087 — 10, 
2 


alfo x 0,6666 . . « = rE 


3) x == sin. nat. (60°-F a). vn — oder 


log sin(0’+.) = 0,0066060 — 10 
log. const. = 0, 0429026 
logx =:10, 0305086 — 10, 
alfo x = — 1,0952380. 

Da in der vorgegebenen Gleichung das zweite Glied = 0x? 
ift; fo muß vermöge 11. des $. 56. die Summe ber 5 Wur⸗ 
zen = 0, oder ber legte — Werth von x gleich der Summe 
der gefundenen zwei 4 WWerthe ſeyn, wie es fi zur Berififas 
tion unferer Rechnung wirklich zeigt. Man kann daher das 


legte x auch durd; den vulgären Bruch — (+ +;) =. 2 
ausdruͤcken. | 


Anmerkung. x —ax—b=o zu refoloiren; fo 
wird, weil nun sins« das Zeichen — befommt, und sin 3x 
== — sin(180°-+3x) If, bie entfprechendbe Gleichung erhalten 

(P)... sina®’— ir? sin a— Irꝰ sin 5% 0. 
Man muß folglich auch 60-a ſtatt ſetzen und das Zei⸗ 
hen der zweiten Seite ber vorigen Kormeln in das entgegen 
gefegte ändern. Man erhält denn ftatt (S) <= + sin (60°-42) 
. 2V403 flatt (TI x: —sina !2y Ja; flatt (2) endlich die 
Kormel x = — (sin OP —a). 2VJa. 
Dr. Gqhon's Lehtbegriff der Höhern Mathematit 11 
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b. Aufloͤſung biquadratiſcher Gleichungen. 

$. 58. 1. Lodovico Ferraris oder Bombellies 
Methode, wefentlich darin beſtehend, eine kubiſche Huͤlfs⸗ 
gleihung zu fuchen, durch deren Auflöfung auch die der vor⸗ 
gegebenen biquadratifchen Gleichung gefunden wird. 

Es ſey die allgemeine, vollſtaͤndige Gleichung 
(@)... mx’ +Inr-pxtg=0, 
in welcher m, u,... Feder — Zahlen bebeuten können. Mau 
feße, (a) fey mit 
(x? + Imx 4- A)? — (Bx-+-C)? = 

' ober, entwickelt, mit 


x +- mx’ +4m’, X + mA)x-+-A? 
Ha — 2BC -e|=0, 
d. i. mit — B 


(B). +. x +mr’+4m?+2A-BY X¶IMA-2BC) x FA?-C’=0 
identiſch; fo iſt | 
1) n=4m?+2A-B; 2)p=mA-2BC; 3) q= A?-C}. 
Aus 1) if 4) = 4m?+2A—n, oder B’= m? +-8A— An; 
daher mit O?= A?— q (aus 3)) multiplizirt, hat man 
4B?C? = 8A’-- (m? — 4n) Aꝰ - 8Aq—q (m?’— An). 
Aber 4B?C?=cmA-p)? aus 2); daher biefen .entwidelten 
Werth fubftituirt und die Gleichung auf Null gebradyt, hat mau 
()... 8BA!—AnA? + l2mp—8g) A—m?’q+ang—p? = 
weldye Gleichung die gefuchte kubiſche Hälfsgleihung wit einer . 
einzigen Unbekannten A iſt. Kennt man die 5 Werthe von A, 
fo hat man andj die von B und C, indem 
+ B= Y(dm’ +2A—n) aus 9 
und 2 P aus 2 iſt. 
Man findet denn audı aus 
X+4jmı+-A=+ veBx+O'=+@x+0) 
oder aus + Im — Br = —A+C 
und 2 -4m+B)x=—A-C, 
deren jede zwei Murzeln gibt, die vier onen der biquadra⸗ 
tiſchen Gleichung («). 





8 - 
Beifpiel. Es fey aufzulöfen 
0)... HAIR +2 pics +00. 

Her iſt a=ım; 22n3 4=p5 40=g. Daher geht nıin 
Y, indem man zugleich durch 8 dividirt, in 
(87... A— A? -SA—-R—=0 5 
über, welche Gleichung (vermoͤge $. 56. 19. 4. Methode Zul.) 
wenigfiens eine mögliche 4 Wurzel hat. Diefe Wurzel wird 
entweber nach $.57., oder, da das lebte Glied nur aus ben 
wenigen einfachen Faktoren 1, 2, 5, 7 befteht, auf leichte Weiſe 
= + 7 gefunden. Demnach A = 7 gefegt, hat man weiter 


B=yatu—9) = vı6=4 und = I 35 alfo 
1) — 2532 — 4 und M x +6x—=— 10. Worand denn 
bie 4 Wurzeln von (x), naͤmlich | 
xz= ırY-swmx= 1-,—3 au ı) 
x= —5+rtYy-ımdx= — 3-y—1 
ſaͤmmtlich tmaginär gefunden werden. 


6. 59. 2. Des cartes's Methode. 
Es ſey die Gleichung mit fehlendem oder weggefchafften 
äweiten Gliede | 
(F)... a PAR +Bxr+-C=0. 
Die erfte Seite von (F) = (?+-mn+n) (x —mı+r) 
geſetzt, hat man flatt (F) 
(G) . .. n O. 
Sellen beide Gleichungen identiſch feyn, fo muß 
A=n+r—m’; B= m(r+n); C=nr; daher auch 


nEr=A+m: und vn ſeyn. 
Durch Addition und Subtraction dieſer zwei legten Gleichun⸗ 
gen hat man ß BR 
— 1242 m. 
(H)... 2r=A+m Tr, und an = A--m m. 
Diefe 2 Gleichungen mit einander multipliziert und flatt den 


den Werth 4C ſubſtituirt, entwickelt man 
11? 


‘ 


— 19 — 


(D... m’+2Am?-+(A?—- Cm? -B0 
weiche Gleichung durch Subfliturion von y = m? auf bie 


kubiſche 

(X) ... y 2Ay2 (A-40)y — B’=0 
zuruͤckgefuͤhrt wird. Die Aufloͤſung von (K) gibt den Werth 
von m, durch deſſen Subſtitution in CH) auch die Werthe von 
n und r in den bekamten Größen von CF), folglich nun auch 
mittelſt der vorausgeſetzten Gleichungen 

xxno und X—mı+tr=0 

die 4 Werthe von x unſerer Gleichung (F) gefunden werben; 
nämlich (unter Vergl. mit CH)): 


=—im+yYGm’—n)=—ImtYy (am) und 
s=+mtyQqgm’—)=+imtyV (-4A-1m- 2.) . 


WIN man die Rechnung wieber, wie oben im $. 57. mittelft 
Einfährung von Hälfswinteln vollenden; fo fchafft man aus 
(K) das zweite Glied weg, indem man y—z — 3A feht. 
Man befommt 

()... 2 — (A? -+-40)z + (JAC — AA’—BY) = 0. 


(L) iR mit (9 d.i, mit #—ax+b=0 G. 57. Zuf. 1.) 
identifch, wenn man ſetzt 
a—=4A?+uC und b=$AC— AA’—B., 


Diefe Werthe in dem Ausdrucke (8) in jenem Zuf. gehoͤrig 


fubftituirt, entwidelt man 


«= V[-sA0t mA + (HC) 


404 4 
v(1- 27GAC— —5) * v[e«. 
Herner findet man I. ui Subflitution im dortigen 2. nun 
für unfern Fall Arrtac 
1) sin = Fre er, . 2 (5A?+-4C) 


A?-+-12C 
= Te Gere. . VCA +12C). 
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2) tang$’ = J tang 39 (wie oben unter 5.). 
UL _WAC+120). 
= sin 20 

Dieſe Werthe gelten denn wieder, wie im citirten Zuf. 1., 
wenn im Werthe von z 4CHAC-40)? <27(F AC - AA’- BY? ifl. 

Iſt aber II. die erite Größe > ober == ber zweiten Größe, 
ober, was baffeibe ift, wenn unter 1) sin ® oder befien Werth 


—1 iſt; fo hat man den irreduciblen Fall ded Zuf. 2. 8. 57. 
Demnach, wird in (O) dieſes cit. Zuſatzes 





(wie oben unter 4.). 


indem... ferner Ratt (S) sun == + sine .Iy (A?+12C); 
Ratt (TJ z= + sin 60—a) · 2 CA?+12C); und endlich 
fatt (2) 2==T sin (60-4) „Ay (A?+120); 


wo die untern Zeichen gelten, wenn bas lebte Sieb in CL) 
das Zeichen — hat (vergl. den Schluß bed Zuf. 5. im $S. 57.). 


Um bie Bleichungen CK) und (L) zu befommen, fetten wir 
m’=y oder m=tyy u y=z—$A; baher ift aud 
m=+v(s—3A), d.i in jedem ber gefundenen Werthe von 
2 befannt, folglich können bie obigen 4 Wurzeln von CE) auch 
fo ausgedruͤckt werben: 


i=—- miv(-j4-2+ —) unb 


<= +imtv(-44-2- 2); 


und zwar gelten diefe Werthe von m und x allgemein, d. i. 
auch fuͤr J. und II. 

Wenn III. das letzte Glied in CP) — C und zug leich nun 

44 — a0) 

im obigen Zähler bed Zaltord (1 STEAC ZA EN GAC-z 85) 
das letzte Glied 4C>FA? oder 120 > A? if; fo muß in den 
obigen Formeln gefegt werden -— (A?+-12C); ferner tang ® 
flatt sin und tang 29 flatt sin 20, weil ſich unter beiden 
zugleich ftattfindenden Bedingungen bie frühere Form Ya—f) 
jeßt in YCı4-f) umwandelt. 


‚ — 16 — 
Beiſpiel zu J. Es ſey 
x 4 35 390 - 32 =0. 
Hier t A=35; B=350;5 C=32, daher 
9-+12.32 
22.06-18-0.000 IV 9-12: 32) = 05 IV 58 
Dad Zeichen — im legten Werthe von sin ® zeigt bloß, daß 
man zu dem ſpitz gefunpenen Q noch 2R ober 180° abbiren 
muͤſſe. Diefen Umſtand vorerſt nicht weiter beachten, fteht bie 
Rechnung fo: 
log 598. 
—A2 


sind = 


— alfo @ = 243° 17’ 51",04. 
12165 | a ı2ı SR 55,52 
. log 2 = 0,5010300 | log — — 0,2101530 
C .log 5 = 9,5228787 5° 
log&y 393 = 1,1211050 * tang P' = 0,0700510 
log 151 = 2,1172713 ® = 150° 23’ 56", 58 
O. log 1938 = 6,7126462 | . 29 = 260 47. 53 ‚16 
log sin ® = 9,9510225 log #y 505 = 1,1211050 
“ C. log sin 20’ = 0,0050862 
log s = 1,1267502; 
baher +z == 13,388446 and m= Y(z— 2A) =y (13,38... — 2) 
= 8,524677; folglic Ä 
ı=— 1,667339 + v(- 1— 347111 4 5* 6,70 er 
=—1,68...+ v 0,097757 = — 1,687339 + 0,512061 , 
alfo =— 2 und xX—— 1,374678. Die 2 andern Werthe | 
von x find, wie bie Subftitution in der zweiten obigen Formel 
für x zeigt, unmöglich. 
Beifpielzull. Es fey 
x’ — 22° KIA—3=0. 
Hier iſ A=—ı2; B=ı2 md C=+-3. Der hieraus 


.. . o s h 14-0 _ 56 
für sin @ Leicht zu entwidelnde Werth = 24.36 -+8.194-9-198 


x 3V108 = ve va it > 1; bemnad; hat 


1 
man ana — =m—. — = = 0,9622504, 


- m — 

baber 3u == 14° 17'.29”,695 & == 24° au’ 8',23 und sine = 
0,4184518. Hieraus findet man, ba das lebte Glied in (L) 
nach unferem Beiſpiele . wirb, vermöge ber erſten Formel 
unter II. 


= + 0,4184518 . 6,9282032 = 2,80898 unb 
ım = -+ 3,5013615 eben fo nad) den 2 andern Formeln 


2 =4; ' *B z = — 0,89898 
2) m = 3,4641016; | „Im 1,049205 
‚ober Vi2 2V3; 


Hieraus entwickelt man endlich und zwar mittelſt ber Wer⸗ 
the von z und m unter 2) j 
12 


erſtens x=—-vstv(a-t, —B vn 


db. i. x ==} 0,4437768 und x = — 3,9073784 ; 
zweitens x— + VS yYC5— v9), bemnad 
x =} 2,8580881 und x = + 0,6000185. 
Diefelben 4 Werthe von x oder Wurzeln unferer Gleichung 
finden ſich auch mit Häkfe ber Werthe von z und m ſowohl 
unter 1) als unter‘ 3). 
Beiſpiel zu III. Sey 
x? — 5? - Sox - s8 0. 
Hier iſt Am — 33 B=—30; 0 — 56 md zug leich 


1202 A.. Folglich ang Peg V R-8B-0) 
— 39,10 
m -582 ° ’ j 


Hieraus ift O, welcher wegen des — Werthes ber Tangente 
flumpf zu nehmen iſt, = 094° 25’ 15°,94 und 49=47° 17° 36”, 97. 

alſo log tang P ==log Vangip= 558 
Äolgli 9’ = 35% au’ 19",66 und 29’ = 91° 28’ 29”, 32. 

Weil demnach Cin der Formel für 2) tang 20 als Divifor, 
oder cot 29 ald Faktor das Zeichen — bekommt; fo hat man 
2—= + cot29.43Y—(cA?+12C) = cot 2. IYı a7 = 
0,555582 und m = 1 2,555582 = 1,598558. 








' 


- 


Aiſo x = 0,799278-+ Y10,234625 = 0,19... +I3,MOraR; 
d.i. x=4 und x==— 2.401444. Die 2 andern Wurzeln dee 
vorgegebenen Gleichung find imaginär. - 


8.60. 5. Euler’d Methode — Die kubifche Gleichung 
(MM... y’+ff+gy—h=o 
habe die 3 Wurzeln p, q, r, deren Summe alfo pFg+r=f; 
pgq+pr+tyr=g und deren Produkt pqr = iſt (8.57. 11.). 
Man fege x=yp+tyvarvr; fo hat man 
x? =(p}+ytr) +2ypatyvprt+van 
oder ®—f= av pq+vpr-- var); biefes nochmals 
quabrirt, wird 
xt— ft -P= acpg-Fpr+gn) + ev prar+vV party pgı?) 
= a4a8 +ayp+vatrrdvh; 
ober (N)... x—2fx—sxıyh rtP—g =D. 
@leichwie nun dieſe biquabratifdgde Wleichung vermoͤge ihres 
Urfprunges die Wurzeln x=yp--yg-+Yr hat, welche mits 
teilt der angenommenen Wurzeln p, q, r von (M) bekannt 
find; eben fo muß eine gegebene biquadratifche Gleichung 
von der Form (N) die Wurzeln, vorgeftelt buch x=y ptya+tyr 
haben, und zwar werden biefe Wurjeln bekannt, fobald man 
die Wurzeln p, q, r von (M) unter der Bedingung gefunden 
bat, dag man zuvor die in CM) beliebig angenommenen Coefs 
ficienten f, g, h in den Coefficienten der gegebenen Gleis 
chung beftimmt; was allgemein, fo gefchieht: Sey 
(O0) ... x— Ar— Bxı-+UC =0. 
Diefe Gleichung iſt mit CN) identifch, wenn 
»2f=A:; 9 syh=B; 3 rP—4g=C if. 
Aus 1) folgt £==4A; aus 2) h=4B’; aus 3) _- =. 
Der Auflöfung von (O) dient alfo, flatt (M), bie Halle 
gleichung 
(M).. s_jAyP+4@A?-Oy— AB? =0. 
Aus jeder der 3 Wurzeln von (M’) die Quabratwurzel aus⸗ 
gezogen, hat man bie 4 Wurzeln von (O) unter ber Form 
x=vp+va+trYr. 
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Allein die Wurzeln von 34’) lünnen Paund — ſeyn, wor 
dur) man aus +yp; tygs tyYr..acht verfchiebene Sum 
men ober Wurzeln von (O) erhielte, unter weichen jedoch nur 
vier gelten können. Um diefe Geltenden m vnterfeiden, dient 
Folgendes: 


In (M if h= pgr ober Vh=vpar. aber aus 2) if. 
ah Yh=1B. Wenn daher IB das Zeichen + bat, fo bat 
auch Yh biefe® Zeichen, d.i. das Produkt aus jenen 5 Wur⸗ 
zeln der kubiſchen Häffsgleihung muß + feyn, folglich, können 
in dieſem Falle nur die vier Wurzeln gelten: 


z=+vptvatvr unb x=—yp+tvgTvr. 


Findet aber Yh=—4B Statt; fo gelten die 4 andern 
Werthe 


x=+yptyafyr und rn 4yr.' 


Aunch erhellt, daß, weil h =+ =) *24 En d.t. bad Pros 


duft aus den 3 Wurzeln von (M) oder CM’) + ff, die mög 
liche Wurzel 3.38. p, welche immer vorhanden ift ($. 56. 2.), 
— Pp ſeyn muͤſſe, im Kalle die 2 übrigen Wurzeln imaginde 
find. Wenn ferner CM) lauter möglihe + Wurzeln hat; fo 
And auch die vier Wurzeln der biquabratifchen Gleichung CN) 
oder (O), vorgeftellt durch x=yp+ vatves mögliche, 
Dagegen unmöglide Groͤßen, wenn (M) eine — — Wurzel hat. 
Endlich in dem Falle, daß (M) oder CM’) neben + p. zwei imas 
ginäre Wurzeln Yq und Yr habe, hat auch (N) 2 imaginäre 
Wurzeln, indem fich wohl in der Summe diefer Wurzeln, 
naͤmlich in Hyq+tyr das Unmoͤgliche hebt, Feinedmege aber 

im Unterfchiede LyqTyr ($. 56. 4). | 


BSeiſpiet Es ſey aufzuldſen 
xc - 220xꝰ 4 240x + 8064 = 0. 


Hier ift f= 1105 h= 0900; g = 10098 folglidy die tabifde 
Huͤlfsgleichung (M) "oder (M') beftimmt dieſe: 
y’— 110y? 4 1009y — 900 =0, _ 
deren 53 Wurzeln find +1;5.41005 +9. Daher find bie 
durch x = vptryq+tyvr vorgeftellten a4 Wurzeln unſerer 


gegebenen Gleichung lauter mögliche Graͤßen, und zwar, weil 
dee Eoeffisient des dritten Gliedes in (N) nämlich — ayh = 
220 =B, b.i. yh = — 4240 == — IB if; fo gelten Die vor: 
hin zuletzt angeführten Werthe, nämliid 
1.x= 14+99-V 100=— 6; 2.x= 1-v94+Y100=>+ 8; 
s.x=-1+vg9rV 10=+12; 4. = Y 10 =—14. 


c. Auflöfung noch höherer numeriſcher Gleichungen ' 
nah Cagnoli. 
S. 61. 1. Jede geordnete Gleichung kaun duxch 
| x" LA” "BR... 2 20 
vorgeftellt werden, wo bie Exponenten ganze -4- Zahlen find, 
und A, B,...Z ganze ober gebrochene -+ oder — Zahlen 
bedeuten föunen. 

Zur Auffindung der Grenzen ber Wurzeln fege man flatt x. 
nach und nach alle natürlichen Zahlen von — Im bi6 -- m. 
Iſt aber m ungerabe und un +2 ſo beginne man mit 
= — und ende mit + — >; im entgegengefetten Fal⸗ 


ie, wo 2 gilt, mache man er x=— — und zuletzt 
* u 2 j . o. 

2. Macht einer diefer Werthe von x bie Gleichung zu 
Null, d. i. gibt eine ſolche Subflitution base Reſultat y=0; 
fo ift jener Werth felbft eine Wurzel der Gleichung. Aber 
2 naͤchſte Refultate, das eine mit +, das andere mit —, lafs 
fen erfennen, daß gwifchen ben angenommenen Werthen von x, 


u die jene entgegengeſetzte Reſultate beroorbrachten, eine unges 


rade Anzahl reeller Wurzeln ber vorgegebenen Gleichung vors 
handen fey. Denn yom Refultate +y zu —y ift nar durch 
Oy der. Hebergang Möglich; alfo muß zwifchen jenen Werthen 
von x, bie biefe entgegengefeßten Zahlenrefultate geben, ein 
Perth vorhanden ſeyn, der Oy bervorbringt; d. i. es findet 
zwifchen jenen Werthen wenigſtens eine reelle Wurzel Statt. 
Nimmt man aber an, daß neoch eine zweite reelle Wurzel zwis 


fchen denſelben &renzen liege; fo mäßte ein -y in em —y, 


liegend zwifchen J„y ımb — y, verwandelt worden fegn, ohne 


eö bemerkt zu haben. Dann aber müßte auch nad, eine britte 
Wurzel der Gleichung zwifchen benfelben Grenzen liegen, wel⸗ 
che jenes + y in dad aufgefundene — y verwandelte; u. f. w. 
Es muß daher entweder eine, oder es mÄflen 3, 5,... d. i. 
eine ungerade Anzahl rceller Wurzeln zwifchen jenen Grenzen 
oder MWerthen von x liegen, durch deren Subflitution in der 
Gleichung 2 naͤchſte entgegengefchte Refultate erhalten wurden. 

(Bergl. oben 9. 56. 19. 3. Meth.) 


Beiſpiel. Es ſey gegeben 
dd: 2° get rar’ 00x? 12x 09 *0. 
.Wegen ma5 Z mache man zuerſt x — 2 


und ist — + — +3. Gept man die erfle' Geite 


ber Gleihung —=y, ( druͤckt y jedes Reſuitat aus, Das man 
dem ftatt x fubflituirten Werthe entfprechend befommt, wie bad 
Schema zeigt: 
xı=— 25 — 15 0 +.15 +25 + 355... 
y=-1; —5;5 — 993 —; 613 -FBl;.... 
Es Tiegt alfo zwifchen +1 und 2 mwenigftens eine mög» 
fihe Wurzel unferer Gleichung; man finder nach der vorhin 
cit. Methode 1,459373, als genäherte Wurzel. 


3. Um noch cine Wurzel zu finden, werben mittelft ber 
gefundenen Refultate y, indem man immer das Vorhergehende 
von bem unmittelbar Kolgenden abzieht, die erften, dann aus 
biefen die zweiten,... Differenzen nach dem Schema erzeugt: 


Refultate y; —195 —355 —095 — 49; +61; +81,... 
Differenzen, erſte; — 16, —64, +50, +110, +20, 
..». zweite; . —48, +114, >60, — 00 
» as» breites. . - -+102, —54, 150 
ss» mel. . .. —216, — 96 
ws » fünfte. . . . . ++120. 
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Diefe lette Differenz E (S120, wie Euler Cim 1. Rap. 
Der Different. rechn) beweiſt, durch die Formel 
E=D".m(m-ı)(m-2).... (m-(m-ı)) 
andgebrädt, wo D den Erponenten oder die Differenz ber Reihe 
der Werthe von x (in unferem Beifp. den Erp. 1.) bezeichnet, 
ift in Beziehung auf jede Gleichung vom 5. Grade = 120, dient 
folglich zur Prüfung ber richtigen Bildung ber Differenzreihen. 


4. Will man die Refultate y für bie weiter abnehmenden 
Merthe von x Cim Beifp. für —5, —4,...) haben; fo ents 
widelt man fie fehr leicht baburch, daß man die legte Differenz 
120 von der 4, Initialdifferenz (— 216), dann die eben gefuns 
dene von der 3. Zuitialbiff. (-+- 162),.... abzieht; was fo ans 
gefegt wird: 
+120, —216, >1@, — 48, — 16; y=— 195 xs=—2? 
120, — 536, 4498, —546, +50; y=—59; x=—3. 


Pie man nämlich das Refultat — 19 (für x=— 2) dadurch 
befommt, daß: man die erfte Differenz — 16 im obigen Schema 
von dem Refultate — 55 (für <=— 1) abzieht; eben fo findet 
man das Refultat y= — 549 (für x — 3), indem man bie 
. entwidlelte legte Differenz -+ 550 von den Refultate y= — 19 
(für <= —2) abzieht. Weil übrigens biefe für — Werthe 
von x gefundnen Refultate y immer in bemfelben Sinne (mit —) 
wachfen, wie ſchon das Alterniren der Zeichen der vorigen Difr 
ferenzen zeigt; fo ift Har, daß für noch größere — Werthe von 
x weiter feine Wurzelgrenzen zu finden finb. 


Um die Refultate y für noch größere + Werthe von x 
leicht zu finden, wählt man jetzt die Enddifferenzen im obigen 
cerften) Schema und verfährt mit ihnen durch Addition, wie 
vorhin mit den Snitialdifferenzen durch Subtraction, indem 
man feßt: | 
. +120, —06, —150, — 90, + 2; y=+ 815 x=+3S. 

+120, +24, —126, — 216, — 1963; y=z—115;5 x +4. 

Die entgegengefesten Refultate y=+ 815 — 115 laffen ers 
fennen, baß zwifchen den Grenzen +5, -+4 wenigſtens eine 
reelle Wurzel C+ 3,566779) liege. Setzt man biefelbe Dec 


tion für ze -+-7 == +8 fort; fo befommt man abermals 
2 naͤchſte Reſultate — 379 und --1981, und man. findet wirk⸗ 
Lich zwifchen jenen Wurzelgrenzen den genäherten Werth von 
x = + 7,260274. 

5. Angenummen, daß für noch größere 4 Werthe von x 
lauter zunehmende -+ Refultate gefunden werden, fohin auch 
“auf diefer Seite Feine weiteren Wurzelgrenzen zu entdecken 
feyen, verfahre man, da unfere Gleichung noch 2 Wurzeln hat, 
auf folgende Weiſe: 

Auf ber geraden Linie Ss (der Are oder Abfeiffenlinie) 
Fig. 31. fehneide man von dem Punkte O (dem Urfprunge der 
Abſciſſen) an 3.8. rechts Theile wie O1, O2,... (die Abs 
feifen) ab, welche bie angenommenen — Werthe von x (41, 
-+2,.., fo wie bie links O abgefchnittenen Theile die — Wers 
the von x vorfiellen. In O, wie in ben Endpunkten 1, 2,... 
der Abſciſſen errichte man für die gefundenen — y oberhalb, 
und für py unterhalb der Are Ss Perpenbilel (Drdinar 
ten), die durch ihre verbhältnigmäßige Länge bie gefundenen 
Refultate +y, —y vorftellen. Zieht man nun eine, die End« 
punkte diefer Ordinaten verbindende Linie; fo hat man bie 
Curve, welcher unfere vorgegebene Sleihung aus 
gehoͤrt. 


Da dieſe Curve die Are fo oft ſchneidet, als fie von dem 
Endpunfte eines unterhalb der Are gesogenen Perpendikels (eis 
ner — Ordinate) zum Endpunkte einer -+ Ordinate gehen muß; 
fo bezeichnet die Zahl diefer Durchfchnitte der Are Die Zahl ber 
reellen Wurzeln der zugehörigen Gleichung. In unferem Falle 
gefhieht der Uebergang zwifchen +ı und +2 im Punkte A, 
für den alfo die Orbinate Oy, d.i. feine Orbinate Statt fin» 
det, wie ed feyn muß, indem für einen zwifchen +1 und +2 
liegenden Werth von x bad Refultat y oder die gegebene Gleis 
dung zu Null gemacht wird. Es ſtellt demnach OA. die von 
und oben zuerft gefundene Wurzel vor. Die 2 andern gefunds 
nen + Wurzeln liegen in der vechtöhin verlängerten Are Ss. 

Links Tann die Curve, vom Punkte u zu m gefährt, ent 
weber bie punktirte Kinie verfolgen, oder die Are in B und C 
jchneiden, oder die Are als Tangente nur in einem Punkte ber 
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L 
‚eähren. Im zweiten Falle ſuden bie gwifchen —1 und — 2 
liegenden Wurzeln — BO, —CO, d. i. eine gerade Auzahl 
von Wurzeln, wie es fegn muß, Statt. Im erſten Yale find 
die auch Statt findenden Wurzeln imaginär, indem Die Axe 
weder burchichnitten noch begührt.wird; im britten Falle find 
fie gleich. 

Es erhellt, daß bie, bie Erwägung biefer 3 Faͤlle berbeifähs 
renden, Konftruftionen der Curve nur möglich ſeyen zwiſchen 
den 2 Fürzeften Drbinaten, welche einerlei Zeichen haben, und 
den ber Nulle am nächiien liegenden Refultaten y chier — 55 
und — 19) entfprehen. Daher bie Regel: „wenn bie ſuc⸗ 
ceffiven Refultate y ohne Zeihenänderung ſich 0 
nähern, dann aber von o entfernen; fo if biefes 
ein Zeichen, baß eine gerade Anzahl von Wur⸗ 
zeln vorhanden fey, liegend zwifchen den Werthen 
von x, die jene ber Nulle nähften Refultate her⸗ 
vorbringen; biefe Wurzeln feyen nun entweder 
reell ober imaginär, gleich ober ungleich. 


6. Um zu erfahren, welche Art von Wurzeln in einem fols 
dien Falle vorhanden fey,. darf man nur prüfen, ob irgend ein 
angenommener Zwiſchenwerth von x einen Werth von y mit 
entgegengefeßtem Zeichen hervorbringe, oder nicht. Im erften 
Kalle werben reelle, im andern imaginäre Wurzeln vorhanden 
feyn. In unferem Beifpiele, mo ſich's davon handelt, ob 
— OB, — OC wirklich 2 reelle Wurzeln unferer Gleichung 
feyen, wie ſich aus der doppelten Wieberholung befielben Zeis 
chens vermuthen laͤßt, fubllituire man in ber Gleichung ben 
zwifhen — 2 und — 1 liegenden Werth — 3 flat? x. Die 
Rechnung gibt das Refultat y= +32; d.i. einen + Werth 
zwiſchen — 55 und — 19. Alſo hat die Gleichung 2 reelle 
Wurzeln, bie eine zwifchen den Grenzen —1 und — 3 und bie 
andere zwifchen — J und — 2. In ber That find — 1,478091 
und — 1,7938%9 fehr genäherte Wurzeln unferer Gleichung. 

Anmerfung Die Anwendung diefer fchnell zum Ziele 
führenden Methode feht ala einzige Bedingung voraus, daß bie 
vorgegebene Gleichung. von Ssrrationalgrößen befreit fey. Es 
zeichnet fich Daher dieſe Methode vor der Budan’fchen (,„Nou- 
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velle Meil. pour la resol. des &quat. numer. d'un degre 
quele.“ — Paris ı807) vortheilhaft aus. Letztere Methode fin» 
det man gut dargeſtellt in „Dr. Erelle'd Lehrbuche ber Arithm. 
ud Algebra“ &. 664 — 678. 





| | C. 
Eliminationd- Methoden. 





$. 62. 1. Methobe durch Subſtitution coergl. allgem. 
Groͤßenl. $. 86.) 


Es fey x zu eliminiren aus den Gleichungen 


(DI)... x — 7«xs—-7=0. J 
(G)... ARE == 0. 
Aus (GC) ik + xy = —— ; daher 


s=-Y+ —— IH; folglich 
2 LT — * „I: X 


12 ı 12 


2 
BEE =. an 
ande a-y_y_ay 28—y" _ 75 
— 3 IV 5 276 .+V“ 5 


Diefe Werthe für x und x? in CF) fubflituirt, hat man 
NH 4 EI VIII -ı=0, 


2 
pr: 28—y” _ 
oder FF >): va ==7, woraud 
By _,,77 4 
+V 527: — und 
22 441 


& 0 
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Hierin die Braͤche aufgehoben uud redutirt, wird 
y- 23 rim · 1325; 
+ul 2122 


hieraus die geordnete Gleichung: 
y* — 425 4421y2 — 49 ==20, oder 2 y geſetzt, 
z’— 22? A4412 - 49 30. 

5.65. 2. Methode durch Einhuͤllung einer unbe 
Pannten Größe, nachdem die Gleichung nad ber ans 
dern unbekannten Größe geordnet if. 

Beifpiel ı. Sey 

(MD... x +axy+bxmcy’ +dyte=0, 
ober, um y einzuhlllen, bie nach x geordnete Gleichung 

(D. .o. x? +-xay+b) — cz”? —dy—e XO. 
- Seßt man nun ay-b=P und cy?—dy—e=Q; fo iſt 
(K)... x+-Pıxı +rQ=o 
die Gleichung, in der die Unbekannte y durch bie großen Bud 
ſtaben P, Q verhält ift. 
Eine ſolche, wie (I), nach x georbnete Gleichung vom ımten 
Grabe mit 2 Unbelanuten, dargeitellt durch 
x” P-L(a+by)x”  +(lc+dy+oy3)x”* 
+d+gy+hy? +ky9x" "+... +(p+gy+..uy” x 
+(6s+ty+uy?+..+wy)x’=0, 
hat, wenn man a+-by==P, fo wie die folgenden Eoefficienten 
=Q,R, T,... U fegt, wieder bie allgemeine Form: 
x" +PxX" "+0" ?+... + TxtU=0. 
Bon diefer Form ſeyen nun bie fpeziellen Gleichungen 
(L)... 2+-Px +rQ=o, 
(M)... 2+Px+r0Q=0o. 
(M) von CE) abgezogen, ift 
P-P)x +0-0=0; 
daher x= -5- Diefen Werth in CL) fubfkitwirt, iſt 

Q-Q _ PLQ-OQ) — 

2290, be 

(2 - 2 — PLQ—-Q) P-PF + PP YQ= 


Hieraus 


— 122 — 
Hieraus: wird euntwickelt 
(I... ((27e 2 -P P/2-POSO. 

Man fege nun, (L) ſey obige CK), entfprungen aus ciy 

ober (435 aber * ſey entſprungen au 
— mzy „ny? =0, 

fo feunt man nebfl ven Werthen von P und O audı PR my 
und Q’==ny?.. Die Werthe diefer Größen in (N) ſubſtituirt, 
dann die Gleichung nad) y geordnet, hat man, die Faktoren 
der Poterizen von y kurz mit f, g, h, i het, die Glei⸗ 
chung Stay £hftiyte= | 


welche, ben ı man Het * f dividirt und 1. feht, 
rer —— 
woraus denn die — Gleichung 
2 gas fhan + fir pe 20 
entſpringt, durch deren Aufloͤſung auch y und x beſtimmt wird, 
Beiſpiel 2. Es ſeyen die 2 kubiſchen Gleichungen ges 
geben (O)... xy? + 2b?y + x’y 4 x’ 0, 
eP) ... ayꝰ -xıy? + 2x?y + ax? ==0. 

Um x vorerft einzuhällen, y aber zu ellminiren, bezeichne 
mon die Faktoren Der Petenzen von y in (O) mit A,B,C 
und in (P) mit A’, B,C, oder fee A= x; B= 2b! 
C=x4; A=a+x; B=2x? und C max. Dadurch haf 
man die neuen Gleichungen: | 

(0)... Ay + BE - Go, 
(P) ... A'y? +By+-C=o. 
(O) mit A’, dann (P’) mit A multipligirt und die letztere, hen 
entftandıte Gleichung von der erfteren abgezogen, hat man ' 
(OD... (AB -AB)yLAC— AC Ko. 

Um noch eine Gleichung in y zu haben, multiplizire man 

(O) andy mit C’, und (P) mit C; fo if, wie vorhin, 

(AC-ACY+BEÜ—-BOy=0, 

oder (R)... (AC-ADy+ BU—RC =0. 
Dr. Gqin's Eehröegtiti der dodern Mattewatif, 17 


Indem man ferner (Q) mit AC’— A’C, und <R) wit AB 
— AB’ multiplizirt und die new entſtandenen Bleichungen von 
einander abzieht, findet man | 
(9... (AT-ACYLAC—A’C)— (A’B-— AB’) BC --B’C) =0- 


In (S) die obigen Werthe für A,B,... A’, B‘,... fubkituirt, ' 
entwicelt man bie nad) ben Potenzen von x geordnete Bleichung 


5x°- 3ax’-H(a?- 4b?)x*- gab?xt-Hgatb'xt-Hgab'xi-Hatb!x?—0. 


Eine Gleihung vom 8. Grade, da wir hoͤchſtens auf eine 
vom 6. Grade hätten kommen ſollen. Zwar kann man jene, 
durch Divifion mit x?, auf eine Gleichung vom 6. Grade zuruͤck⸗ 
bringen; aBein wir find nicht verfichert, ob nicht die Doppelte 
Wurzel x =O einer der gefuchten Werthe von x fey. 


Anmerfung. Diefelbe Art, die eine nubelannte Größe 
durch Buchflaben zu verhällen, hat Euler bei feiner in der 
Einleitung zur Analyſis unendl. Größen aufgeſtellten Elimina⸗ 
tionsmethode angewendet. Allein, auch abgeſehen von dem vor» 
hin beruͤhrten Umſtande, machen es ſchon die angeführten Bei⸗ 
ſpiele klar, daß dieſe Einhuͤllungs⸗Methode, wenn ſie bei noch 
hoͤheren Gleichungen zur Elimination dienen ſoll, nicht gerin⸗ 
gere Schwierigkeiten für die Rechnung mit ſich fuͤhre, als die 
im vorigen Paragraphen eroͤrterte Methode. 


$. 64. 3. Newton's Regeln. (Vergl. deſſen Arithm. 
univ. pag. 74.) 
I. Regel. Aus den Sleichungen: 
ar?’ -bx co =0 ud 
fx? +gx+ h=o 
geht Die Normgleichung hervor: 
(ah —bg — 2cf) ah + (bh— eg) bf+ (ag? +cfYc =0. 
II. Regel. Aus den Gleichungen 
ax’ +bx? + cx+d=0 und 
fx? Pgx +h =o 
hat man die Rormgleichung: 
(ah—bg—2cfJah? + (bh—cg—2dfJbfh + cch—dg) +) 
+Gegh+b®+dfydf=o. 


— 19° — 
I. Regel. Aus den Gleichungen: 
ax! br’ 4 cx?.-dx-Fe ame und 
ff? -gx rh=o 
erhält man durch Elimination von x die Normgleichun 8: 
ch—bg— 2cHah’--(bh— eg — 2UHbfh?+-(ag?+cy 
Cch?— dgh eg? — 2efh)-}- (5agh -+bg?-F df?JdEh 
+ @ah? + 5bgh — dfg-+ efJef?— (bg + 2ahlefg? =. 


IV. Regel. Aus den SHeichungen: 
ax -b? - ex +d=o, 
fx? >g? + hı ko, 
hat man die Rormgleihung: | ‘ 
(ah — bg — 2cf)(adh? — achk) + (ak + bh — cg —2df)bd£h 
+Cbh+2eg-+- 3df—ak)a?k? + (edh - d?g— c’k-+-2bdk) 
(ag? + cl?) + agb + bg?+-UN — safkdd?f Hg -+df 
—bb—3ak)befk--(bk—2dg)b?fk —(b?k--3adh+-cdfyagk=Q. 
Cine kurze und leichte, von Rewton ganz Übergangene, 
Deduktion biefer Regeln ober Formeln, habe ich auf ©. 197. 
meiner allgem. Groͤßenlehre gegeben. 


veilpiet zur J. Regel. Es ſeyen gegeben 
x P 55 — 5922* 
und 3x52 — 2ıy+ 4 =0. 
Subſtituirt man in der dortigen Rormgleichung 
‚ fata,ab cf, ph 
1, 5, —3y?5 3, —2y,43 
fo hat man mit genauer Beobachtung ber Zeichen 
(4-F10y-+-184?)4+-620-6y915 +(4y?—-27y dx —3y?=0, 
oder 16-+40y + 72y?+4-300 —goy°-+59y°=0, b. f. eine nun 
leicht zu ordnende Gleihung mit einer einzigen Unbekannten. 


Beifpielgur IL Regel. Um aus 
yP-ıy? — 52-0. 
md y2 — xy — x? -L5=0 - 
y au eliminiren, fubftituire man in der treffenden Formel 
fat a, b,ce, d f,g, bh 13 
1, — X, 0, —3x3 1, X, 75 y3 
12 


fo findet man 
G—x?+x9 O-ÖSt ER Scrr RN 
L3x?.x? + (gx — 5x!’ — x’ — IX) — IX 0, 
oder multipligirt, reduzirt und geordnet ⸗ 
10x — 0x? 27 =0. 
" Beifpiel zur III. Regel. Um nach diefer and 
(2)... x—4lx—m—0 
und (B)... X —-Ox—nQO —1=0 
x eliminiren zu können, multiplizire man erft (2) mit x und 
fubtrahire die neue Gleichung von (a); badurd hat man 
- Qx?— nQ+3)x—m =0. 
Man fubftituire nun in der treffenden Normgleichung 
ſtatt a, b, e, d, es; f, g, h; aus (a) und 02) 
die Werthe: 1,0,0, -4l,-m; Q,-(nQ-H31), - m; 
fo findet man durch Reduftion und Ordnen der Blieber 
(in —n? + m) Q*’— (sln® + 4mn? + 419 Q° j 
— (18l?n? + 12lımn + 2m9Q? + m’ +27! = 
oder indem man c ſtatt | und b flatt m ſetzt, 
b’-+27c'=(n! —4en—b)Q* -+-A4lzen’+-ba?+c9Q° - 
+2(ye?n?-+6ben +590Q%. 

Da diefes fo leicht und ſchnell zu gewinnende Reſultat nicht 
ohne viele Schwierigkeiten nach der im 86. 63. erörterten oder 
der Euler’fgen Methode gefunden wird; fo iſt fchwer einzus 
fehen, wie Chriftwann eben diefe Methode in feiner Schrift . 
„aelas argentea cossae (Tübingae 1818) als einzig ges 
nuin (7?) erklären fonnte. 


8.65. 4, Bezout’d Methode. (Vergl. beffen „Theorie 
generale des Equations algebriques‘). 

Sn dieſem Buche lehrt Bezout, wie man auf viel kuͤrzerem 
Wege, als die, von mir in der allgem. Groͤßenl. 8.82. Zuſ. 
und $. 095. Zuf. dargeftellten, Elemente feiner Methode gewähs 
ren, die geſuchten Refultate finden koͤnne. 

1) Es ſeyen die Gleichungen 
ax +by+c=o 
axtby-+c =0. 


& 
- 11 — 


. Man multipligire bie Iehten Glieder cc, c’) mit einer mibes 
tamaen Größe t und veruͤndere im Predillte xyt nach und 
nach x in a, yinb, t inc. Dadurch hat men, indem man 
dem 2ten Gliede dad Zeichen — gibt, die erfke Bröher. 

 ayt—bathexy. 

In jedem Gliede dieſer Graͤße Andere man aups Neue x in 
a, yiab.unb tine; fo hat man unter Beobachtung ber 
Zeidyenänderung bei dem 2., 4., 6., »... Bliede bie zweite 
Größe: abt - acy-abt-Hbex-Hacy—bex, | 

‚oder (ab — abIt — (ac —ac)y +lbe—b’c)x. 

Bergleicht man diefe Groͤße mit den auf gewöhnliche Weife 
gefundenen Werten von x und y (man fehe den vorhim cit. 
8.87. Zuf. » nämlich ' 

he’ — be ac“ ac 

sm my gm 
fo ergibt fich, daß bie Faktoren von x und y in jener Größe 
die Zähler diefer Werthe von x und y find, daß ferner der 
Faktor von ? in. jener Größe den Renner bilde in jebem dies 


fer Werthe. 


2) &3 fegen die 3 Gleichungen: 
ex+by+coz +d=o 
ax-by+ cz + =o 
a'x-+ b’y + cz + d’ —=0: 
Stellt man ſich die legten Glieder wieder mit t multiplizirt 


. vor, und Andert im Produfte xyzt nad und nach x in a, 


yinb, zineundtind; fo bat man beim Alterniven ‚der 
Zeichen: die erfte Größe: 
"  ayzt — bxzt + cxyt — dxyz. . 
Im jedes Gliede biefer Größe Andere man x.in.a', y in b, 

2 in c’ und t ind’ und laſſe die Zeichen alternigen; fo befommt 
man bie gweite Größe: 

abst—acyttadye—abst+bext—biixz 

+a eyt—bexthodsy—adya rbidescday, 


oder rebueirk: 
cab’ - a hhat -(ac ——E—— dyz⸗ 0- boxt 


— ——————————— 


Hierin wird ferner xina”, yint‘,... verwanbeit. Wenn 
man endlich bie Goefflcienten von t zu einem Zalter, eben fo 
für z, ... vereiniget; ſo refaltirt: 

+[cab’ —ab)c" — (af —ac)b" ib’ — bio)a’ıt 
— ((ab’ — a’b)d” — (a#'-aid)b" + (bd’— b’d)a”)z 
+ (Cac’ - ae) d” ad’ ad)” ed’ — A)a’jy 
— [((be’ — bo) d" —thd’ bid)c" +Lod’ HU’ }K. 
Es wird alſo, wie vorhin unter 1) feyn 
 — —t&be—bioyd” — Cbd — b’d)c” +led’— c’dY bh” 
= dab —ab)ed — (ac —ac)h" Libe —bieo)a” ° 
sub auf gleiche Weiſe wird mau den Werth von y und a haben, 
indem was den obigen Faltor von y und cben fo ben von = 
durch den Faktor von t bividirt. Man Tann fi fowohl vom. 
ber Richtigkeit biefer Nefultate, ald von ber großen Leichtigkeit, 
mit der fie gefunden werben, durch die fehr befchwerliche Au⸗ 
wenbung einer ber gewöhnlichen Gliminationömethoben auf bie 
5 gegebenen Bleichungen überzeugen. 


Rec bemerken wir, daß, wenn ein Goefficient in ben vor⸗ 
gegebenen Gleichungen das Zeichen — hat, oder wenn cin Glied 
mit einer Unbefannten (4. B. ca) fehlt, man nur nöthig habe, 
im erften Falle bloß die Zeichen in benjenigen Gliedern jedes 
Endrefultated, in welchen jener Coefficiene ald Faltor vor⸗ 
kommt, zu aͤndern, im andern Falle aber bie Glieder zu tilgen, 
in welche jener Eoefficient c als Faktor eingeht. 


Anmerkung. Surz und fehr gut bargefellt findet man 
fowohl biefe, ald Eramer’sd Methode (bie auf die Gombina» 
tionetheorie gegründet if) in der Schrift: „specimen anal. de 
lin. eurvis sec. ordinis. Auct. Rüdigero‘“ (Lips. 1784). 


5. 66. 5. Lagrange's Methode, beſtehend in Aufs 
fuchung eines gemeinfchaftlichen Faktors ober Diviſors höherer 
Gleichungen, die den Bedingungen einer Aufgabe gemäß auge⸗ 
fegt find. Demm wenn der Werth a für x und A für y 5.8. 
zweier folder Gleichungen Genhge than; fo Haben vieſe die 
Faktoren <—a, x—P gemein. Daher fann man and umge 
kehrt ſchließen, daß ber gemeinfhaftliche Faltor tiefer Slei⸗ 
chungen eine Wurzel derſelben ſeyn wmuͤfſe. 


. 
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Beifpiel 1. In den nach x geordneten. Gleichnugen 
(8)... =’ + 3x?y + sy? —. 08 =6, 
() ... x +4xy — 27? — 100 
fey x zu elmeiniven. Wil man y wegichafften; fo muß mau 
(a) und cb), und -chen fo Die folgenden Dividende und Divi⸗ 
foren nadk y ordnen. Die Operation ſelbſt aber, Die feine an» 
dere if, als das größte gemeinfchaftliche Maß zu finden, wird 
mit (a) and (b) und den entipringenden Reiten fo lange fort 
gelegt, bie ſich im einem Reſte die zu eliminirende Groͤße nicht 
mehr vorfindet. 

In unferem Beifpiele gibt Die Diviſion von (a) durch (bh) 
ben 1. Quotienten x— y mit dem Reſte (gy?-- 10) x - 2y° 
— 105 - 98. Durch diefen Reſt den vorigen Divifor (b) bivi- 
dirt, wird der 2. Quotient x-4-(58y°-+-50y-4+-98) mit dem Id 
tem Refte = — 86y? — 690y* + 3920y° — 1500y?-+ 5880y-} 8604. 

Da dieſer Reſt, wie der legte Divifor, == 0 if (vergl. das 
Beifpiel in 14. des 5.56.75; fo hat man, indem man ben Reſt 
Dusch 2 Bivibirt und nach y orbnet, die 2 Gleichungen: 

(ec)... 83y°-+-335y!— 1960y°-4-750y? — 2940y — 4302 == 0, 
(4)... (0y) 10 x - 2y* - 105 - 08 =0. | 
le?! — ; folglich keunt man auch 
die Werthe von x, wenn man bie von y and (co) gefunden 
hat, mittelft der Subflitntion. Wacht dieſe jene Gleichung für 
x zu Null; fo ſetzt man den Werth von y, der biefed Reſultat 
gibt, in demjenigen Divifor, in welchem x?, oder in ben, in 
weichem x? vorkommt, nachdem er zuvor in eine Bleichung vers _ 
wandelt iſt. Buch if ar, daß, wenn bei ‘obigen Divifionen 
kein Ref bleibt, der letzte Divifor, == 0 gefeßt, den beiben 
Gleichungen genugthue. 
Beifpiel 2. Um diefe Methode gegen andere, 3. 3. ges 
gen die des $.62., zu würdigen, fey aus den daſelbſt aufge, 
Rellten, nad) x geordneten Bleichungen, nämlich: 
| (0)... x —7x—-7=0 
(d... 352 -$3ıy+y?’—7 =0 
x zu eliminiven. Ce) zuerſt (zur Vermeidung ber Bruͤche) mit 








A 


5 mmuitpllgirt, Daun durch () Binibirt; gibt ben Quotienten 
2—y mit dem geordneten Refle OP? —1Ddxı hy’ —Ty—21. 
Durch biefen Reſt deu vorigen Divifor .(E) oder Sx(x -I-y) 
AP — 1) 4 02 — 7) Qy’— 19. bisibirt, iR Das: enſte lieb 
des DQuotienten 5Cx-+y), und, nachdem ber Refl, mie vorhin 
GGM) nad) x georbuet und wieder mit 2y?—ı4 multipiiirt iR, 
das zweite Glied == — 5y?+F-21y-+-63, und der letzte Reſt 
(ohne x), nad) y georbnet, gibt die Endgleiching 
| - 425 Hay - 49 æ 0, 
wie oben im $. 62. Da ferner auch ber letzte Diviſor ay’ -19x 
Yy 7 21 0 if; fo hat mau hieraus 
13X — 
2y?—14 u 
Daß dieſe Methode auch anzuwenden ſey z. B. auf drei mit 
x, Y, 2 gegebene Gleichungen, erhellt auf ähnliche Weiſe, wie 
hinfichtlich der gewöhnlichen Eliminationömethoben coregl. 1.28. 
alfgem. Großenl. 5.96). ' 


Schlußbemertung über die zeeiproten 
Gleichungen. 


Wir haben dieſer Gleichungen oben. nicht erwähnt, weil fie, 
wie gleich erhellen wird, Feiner eigenen Aufloͤfungsart beduͤrfen 


- 1 Reriprofe Gleichung iſt biejenige,. deren Glieder 
rũuckwaͤrts dieſelben ECoefficienten haben, wie vorwärts, Die 
allgemeine Form ift: 


(1).. x "tax" +Bx ya. yx +px’ tax +1=0. 

Sie heißt reciprok, weil, wenn fie a zur Wurzel hat, auch 

— eine Wurzel derfelben Gleichung if. Deun ſubſtituirt mar 
in (1j) a ſtatt x und dividirt dann durch a"; fo erhält man 


a rt - tat 





Allein man erhalt auch (m), wenn man in Cı) - flatt x 


fest, Das nene Polynom mit ar multtphigirt und das 9 Reſultat . 


Br 2 


durch Ft a" dividirt. | 


8 


-.-— | 
en ginätn: Wie angernbe Sahlzpoblt’TT wm 3eine nmur der 


vetiproten Glrichug, I’ hei Bin ivuoleu vder iiteru Feier 
in Ci) griten / iiwen wann⸗ * DER. von U ſtiu tx 


71 MER ⁊Ehalt:uuu zn 1. PT BEE Ze ι ine 
a — rrtB—etı=0. Ehoum 
3. Eine foiche veprote Stu von —E Brade 


hat daher ben Binomiglfgktor x +1, wirp folglich gaittelg her 
Divifion- durch Neſen Fattbr auf eitte adermſg weh, vi 


einen Grab niedrigere Gleichung gebr % Arne: —* 
2 


⸗ 7 2 4019 fer 


„mi PUR ET EN 15 
af +6 ri 
indem rhetın. orflere· Mit + —* 9.22 tag u 
4. Eine ‚zedpröfg Glelchuug vdm An len Erabe Selen 
Glieder gleiche Zeichen haben; nach der Koruf: 
> dar Fa)eh, 
laͤßt ſich auf ine Gleichung vom nten ‚Gr. bringen. : 
Deun (2) Wut z" bividirt, hat man' mn “) 
Te Fe, 


x 1 u 


. 7 
— 
4 





oder 9... x en Br a TE 


st-=&y acht, entwickeit man 
" y in 1.4 


WAREN ar are=r. oder PPTLIERE ER 2 

Q@4&) 4 — über aa 4: = F Sy 
eben fo 4 lm =y ‘_ay +3; u. ſ. w. F . 
Ss wird — atgemein ſeß2 


nn ——— Dan 





9.. Hy" ay — —* 2:5 In: j 


. ER be 
Denn (4) mit xt = =y dividitt, hat man 


Se) _ ati ny u un 


u 


, _ 366 _ 
- Wenn unn bie Bieiang (2) algemein lt; fo-munß man 
(6) and, baburch erholen, daß wen Die yeri Eummen ihrer 
schen. Geite, Die eine Dune Sobſtit. won n-- 1, die andere 
von n—1 Ratt x in (4) nr und beide Werthe abwirt. Mau 
findet: ” 
zen Haar" -(n Ay! „etı.n-2 an. mm —— 
en n-F - 


ae” _ (14° + — * 
Beet abbirt uub reducirt, hat mas wide bie Gleichuug 


6); alſo gilt ca) für jedes n. 


6 geht demmad; (3) burp Subfituien nach (a) Aber im 
y' — a —— 


* 1.0.1 y ———— — ) 


re.) 

+ry"*-a97""+. JH" —)+...=0; 

oder man erhält durch Reduktion 

5... Kay + By" HI -a-Na)y"° 
+(2-0-28) +7 „+... =0, 

d. i. ſtatt CD eine Gleichung vom nten Grade, burch beren 

Auflöfung, indem mon y im a, B, Ys... fandet, man ach ver⸗ 

möge ber Borausfehung yax+ 20m sy=z2ı (Mor 

aus a = VGY- )) die Unbelannte x ber gegebesen 

Gleichung (2) vom Anten Gr. kennt. 


5. Es wird alfo eine folche reciprofe Gleichung wom gten 
Er. aufgelöst, indem fie nach 5. auf eine andere vom Bten Or. 
und nach 4. anf eine Bleichung vom aAten Gr. gebracht, und 
letztere aufgelöst wird. 


—en 


oo. In. 
Höhere Reihe 
n. 
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A 2 
Aritpmetifge ‚Reihen höherer Ordnung. 9 


54: 





31 
Fi 
so. erttarungen— 1: Die lieder der ruͤckwͤrts (gegen 
bie Linke Hin) fortgefegten Reihe der natuͤrlichen Bohlen ind 
"angleich für die Glieder jeder andern, anf gleiche Weiſe von 
und ruͤckwaͤrts fortgefeßten Reihe die Stellenzahlen (Gei⸗ 
ger, indices), indem man bem Anfangögliede, d. i. Dem 
jenigen Gliede biefer ‚Weihe, won dem an fie auf entgegen. 
gefegte Weiſe nad, einerlei Gefep fortgeht, Die Rule der er⸗ 
ſten Reihe zum Zeiger gibt. 3. B. 


Zeiger.. .—4, 35, — 2, 1, 0, +ı,+2% + FRA 
1. Reihe.. .-. 0,73, +4, +6, +8, +10, 12... 
2. Reihe.. +3, +1, —1,-3, —5, - ⁊, — 9, —1l,.. 
In der 1. Reihe ift #6, in ber 2. —5 das Anfangsgtied. 


__ 2. Eine Reihe. (B}, deren jedes nte Glieb Die Gumme ber _ 
a erſten Glitder einer andern Reihe CA) if, heißt im Bezizhung 
su (A). die fummirende Reihe (ser. summatrix) nnd ein 
xted (unbeſtimmtes) Glied von CB) heißt das fummaterifchs 
@lieb (terminus summatorius). 3.8. 


(A)... 1, 7, 19% 57, 61, .» . 

(B).. .1, ß, 27, 64, —*9 
wo 3. B. das 4te Glied von Gy die Summe der 4. .rlien Slies 
der von (A) if. In der arithmetifchen Progreffion Carithmes 


tiſche Reihe erfter Ordnung) mit n Gliedern, begriffen unter 
Der, allgemeinen Torm: 


*) Berl. ‚allgem. Größenl. 5.126. mit Anm. x. and $. 137. Sr 
"die dors in Beiſpielen gegebenen Reihen, ſo auch biet Hut Ye 
Relhen al⸗ Reinunb betrachoet werden. —U 


J 


_ oo 


8,5 8;, Ay; a4, „oo. An, Ans 
wo jebe unten beigefügte Zahl zugleich den Inder jeden Glie⸗ 
des und a, das lehte oder allgemeine Glied ber Reihe vor⸗ 
ſtellt, — iR die Summe ber n erſten Blieber jener Reihe ober 
das fummatorifche Glied, bezeichnet mit S,,— (a, +a,)-in- 


568. Lehrſan. Wenn A, B,C,... R, 8, T,... 
die Glieder einer arithmetifhen Reihe höherer Ords 
nung vorkellen, und man bildet bie Differeugreihen; 
fo iR das erfte cwie jedes folgende) Glied ber nter 
Differenzreipe ein Polynom, dbeffen (n+1) Glieder 
dieſelben Eoefficienten mit alternirenben Zeichen 
‚haben, wie die Glieder Der Entwidelung von (-a+b>. 


Bit Die young ber Differengreihen ans ber 
RNeihe A, 
i. —— "rc 040, —D-+HE;... hieraus wird’ 
2 +A-2B+0; +B-2C+D; +02D+E; ... hieraus 
5. —A+3B-SC+D; —B+5C-SD-+E;... u. f.w. 
Man flieht, daß in jeder Differenzreihe tat folgende Glied 
and beim unmittelbar vorhergehenden dadurch nothwendig ges 
bildet werde, daß man in dem letzteren ſtatt jeden Gliedes der 
gegebenen Hauptreihe das ihm unmittelbar Folgende einſetzt. 
Auch erhellt, daß jedes Glied jeher jenes-.5 gebilberen Differeny 
reihen biefeiben Eoeficienten wit alternirenden Zeichen habe, 
wie fie refp. in der Entwickelung 1) von (ab); 2) von 
(-a+b)t; 3) von (-a+bP verfommen, 
Angenommen, Letzteres gelte vor irgend einer nıten Diffes 
renzreihe, baher z. B. für ein gerades 1 bas erfte Glied bier 
fer Reihe 


n.n-1 





ſey; fo mäßte, wenn vos 8 ein gemein gültiges Ge⸗ 
feg wäre, auch daſſelbe erſte Blicb der naͤchſt höheren 
(n-+HiJten (ungeraden) Differenzreihe erhalten werden, man 
möchte nun entweder bloß fast n ſubſtituiren cn-}-1) und bie 
Beiden migegengefeht alterziren laſſen, ober man möchte daſ⸗ 
felbe lieb durch Gubtractien bes erſten liches ber nien 


la . 
Differemgreihe von dem zweiten eben Diefer Met erzagen. 
In der That erhält wan af jedem dieſer Wege baffelbr ee 
@lied der en Differenzreihe, nämlich: ' 
-AttetnB- HH D>. ——e—0 | 

Run gilt * jenes Befeb, wie wir ſahen, wenn n12 
oder = 5 if; alfo gilt ed auch für Die (n-HiJte, d. i. ate Dife 
ferenzreihe, daher auch, nz= A gefeht, für bie (4-Kı)ee, B; k 
Ste Differengreihe, u. ſ. w. oder allgemein. 


Zuſatz 1. Wenn man alſo die Binomialcoeffichenten 
kurz mit A, B, E,...; ferner das (n-ı)Jte Glied der gegebe⸗ 
nen Hauptreihe mit V, das nte mit X und das ()te mit 
Y bezeichnet; fo iſt der allgemeine Ausdruck bed erfien Glie⸗ 
Bed der nten Differenjreibe 


+HA—B+SC—ED+... +BEVF axX+Y), 


wo + vor dem Einſchluſſe die Zeichen aller Glieder affjirt, 
und die obern Zeichen für ein gerades, die untern für ei 
ungerades n gelten. 


Zufas 2. Fuͤr die arithm. Meihe von ber Orbuung 
1. tt A—2B+C=0,. . . „d.h es fehlt: die 2. Diff. veihe 
2.» A-5BL5SC-D=0 .„ . 9 ss 0... 0 6 
5 « A-aBH60-AD+E=0. DE BE SE Br Eu 
A-NB-HRC.. HEVFRXANYTZe 2=0, 
wenn n adlich wieder X das nte Glied der Hauptreihe, Y mb 
Z, die 2 folgenden Glieder und A, B,... bie Binomialcoeffis 
eienten ber (u-Hi)ten Potenz don (a—b) bezeichnen. 


Zufap $.: Man fann daher auch fagen: Die arithm 
Reihe z. B. der 2ten Ordnung fey diejenige, beren Ste Differenz 
reihe = 0, oder für weldhe A—SB--5C—-D=0 if; und eben 
fo ſey die arithm. Reihe der iſten Orbuung diejenige, Weren 
2te Differenzreibe = 0, d. i. wie A—2B4+Ce0, au BU 

=0 it. Indem man aber diefe Gleichung von der erſten 
abzieht, hat man auch A—SB+4-5C--D=0, wie für die Reihe 
her 2ten Orbuung; folglich kann man auch die arithis. Reihe 


| - m — 
der ı.aflen Ordnung alb wine der 2ien Mrönung u. ſ. w., d. h. 
dier arichna. Reihe irgend einer x Dbmung u) ale. ‚Beihe einer 
hoͤhern Ordnung betrachten. 


.. 60. Lehrfatz. Diier man eine arithmetiide 
Haupizeite ſtatt durch A, B, Corn. x durch 


17 \: 8; (oder 3) 2. 037 —R * 
aus, und. bezeichnet bie erſten Glieder ber 1.2 5. 
Differenzre ihe mit: Aa, Atlas; A’ı,s.. fo if - 


TI ba allgemeine Gtied 
nett Han Ast... 


bie die Reihe abbricht, weil ein —8* ober 
Differenzglied =50 wird; 


a has ſummatoriſqh⸗ Slieb 


n- " nam $ 








8 nme nn 2a n.n-1.n-2.n-3 |, 
” na — — A 


"Beweis von 1. Statt der Entwictehung int s. 66 bat 
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. Mt bieſem Schema if jedes Glied der Aen untergeſetzten 
eihtider kurze Ausdruck des entſprechenden Gliedes ber obern 
Reihe, de Ar may a) Alam A,— As; u. ſ. w. 
SHesuus- ‚ergeben: r weten teniner Guapintanen folgende 
Ausbruͤde: 


1} a, 


a, ma . 

a, ma + Ascı. > oo 

, =,+NA3,1.QW)=eaFr Nel+Aa+ Ara 2.) 
= a +2NAa + A?s 

a, = 2, + Aa, =a+?As+Nra+Aa,+N’, Q. (2) 
| = 2... 0.04 IrAsJ-A%Rl 1) 

+ A?a+ A°a (5. (1)) 

=a +5Aa+3A%e + Aa, und eben fo: 
=a+4Aa+06Na FAR + Am. 

a = 


a +5A2a+10N’a-+10Aa+5N°% + A’a 

Es erhellt alfo, daß 1) jedes Glied der gegebenen Haupts 
reihe durch‘ das erfte Glied eben diefer Reihe und durch bie er⸗ 
fien Glieder der Differenzreihen ausgedräcdt werbe; 2) die Coef⸗ 
ficienten der Glieder diefer Ausdrüde Feine andere, ald die ber 
Eutwidelung von (a+b7”"*, (a+bY",... (a+b)”" feyen, 
folglich 3) die allgemeine Guͤltigkeit des unter I. aufgeftellten 
Ausdruckes anf ähnliche Weife, mie die des kehrſabes $.68., 
bewiefen werben könne. 


Beweis von II. Aus vorfichendem. Schema find ‚weiter 
folgende Summirungen durch Subftitution Mar: 
g,= = 8,4 
Ss,=a, Fa, =2at+Aa | 
S,=a, ta, a; = 33 +3Aa - Aa 
5. =a,t2,+3a +3, =4a+6NAa +3NAa + Ad 


Hieraus erhellt, wie e vorhin für 1., die Gültigkeit bed als 
gemeinen Ausdruckes des fummatorifchen Blieded Sn» 


Zuſatz 1. Man kann folglich auch bad Xte Glied einer 
arithm. Hauptreihe, deſſen Stellenzahl n if, duch die An⸗ 
faungsglieder (mit dem Zeiger =0) auddräden, wobei aber. 
bie Goefflcienten der Glieder nun die der Entwidelung von 
(a+b), (a+b)?,... (a+b)>” werden. 


Denn wenn man die Anfangöglieder kurz mit ao, b°, e°, 
d’,... bezeichnet; fa hat man nun, wie oben: 
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8,7 a5 Aa Ay.» wo beun 


. a „ —.1> >. 8  ı vv oo a * 8. 


1. jan; a, — a, 3 a3 — a, . · ſa, m220+b, 
bb 5 bb 3bya 3... nd bienctbotbste, 
b—bo5 u —b,;5 5, —b,;5..| =a.+2b,+% 
oo 35 353 5 35... ſ. w. durch Subflitution 


gefunden wird. "Daher wirb allgemein feyn 
x, =» +tob, +- n.n-1 nn. Sn +... 


707735 

Sekt man bie Erekenjaht ehr X = —n flatt +n, fo daß 
X nun nad $.67. 1. ein vom Anfaugsgliede um foviel Stel 
len gegen die Linke hin abſtehendes Glied bedeutet, als n Eins 
heiten hat; fo gilt, wie von ſelbſt Mar if, derfelbe Ausdruck 
für X, nur mit alternirenden Zeichen ber Glieder. 

Zuſatz 2. Anwendung der Zormel für S,. 

Beifpiel 1. Die Reihe ber Quadrate ber natärlichen Zah⸗ 
{en 1, 4, 9, 16,... n? zu fummiren. 

Hier t a=ı; Aa=3; Ada=2 und A!a==0, daher 


8 =n + n.n-1 .5+ Zen -2=$n(2n?}4Ssa+1) 


en (2n+1)J. Bgl. allg. Groͤßenl. 6.126. Aum. 
Beifpiel 2. Die Reihe der Würfel der natärlichen Zah⸗ 
- fen 4,8, 27,...n? zu ſummiren. 

Hier ita=ı; Aa=7; Ma 123 A’a=6 und Afsz=0; 
baher 














n.n-1 n.n-1.n-2 n.n-1.n0-2.n-3 
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Kat 20° Fury =jotati). Bel. allg. Br. 5.129. Zuf. 

Beifpiel 3. Die Anzahl der Kugeln zu beftimmen, wel 
che in einem Länglichvieredigen, aus n Schichten beftehenben, 
Haufen georbuet find, deſſen jede Schichte demnach, Die oberite 
ober erfie andgenommen, bie Figur eines Rechteckes CObs 
long’d) hat. 

Stellt man ſich vor, daß in der erſten Schichte 3.3. 2 Ku⸗ 
geln in einer Reihe liegen; fo wird die zweite Schichte ans 


_ — 


6 Kugeln in 2 Reihen (der Länge nady) befiehen, indem jede 
jener 2 Kugeln zwar nur auf 4 Sugeln ruhen, aber doch nur 
2 verfihiedene Angeln der Unterlage berühren fan. Eben 
darum wird bie dritte Schichte nicht 4. 6, fondern nur 12 Aus 
gein in 3 Reihen (der Länge mad) faſſen; n.f.w. Wgemein: 
es liegen in der oberflen Schichte Cin einer Reihe) a; in der 
zweiten 2Ca--1); in ber dritten SCa-4+2); in der vierten Gchichte 
Aca3) Rugeln,... d. h. biefe Zahlen bilden die Reihe 
a, 2a-+2, 5a+6, 4atı2,... b. i. eine arithm. Reihe der 
zten Orbaung, für welde Aa a+2 md Aeaf- 2 iſt. Da 
her die Summe der Kugeln oder 
8.* na +: — ˖ ! .(a+2) + nutm2, 2 .2. 

| Eben {6 leicht endet man a, fowohl, als S, für bie fig 

zirten oder Polygonal» und, Pyramidalzablen über 
haupt (vergl. allg. Groͤßenl. SS. 127.128.) Denn da erſtere 
Iguter Reihen ber 2ten und leßtere der sten Ordnung bilden; 
fo darf man im erflen Falle is dem allgemeinen Ausdrude 
für a, und S, nur die beftimmten Werthe von a== ı und von 
Ars Ara ſubſtituiren. So if für die Sedigen Zahlen 1, 5, 
12, 22, 35,» 


, | 
= a und 8, = Halt) G43@-V), 


und für bie wedigen überhaupt . 
ro OR 2 _ - . j 

a. mem, md S, = Fuln+1)(5+Cx-29 (n-1)). 

Im zweiten Kalle iſt a, was im erften 8, if, indem 
bie Pyramibalzahlen nur Summen der Polygonalzahlen find; 
3. B. Die: Zeigen Pyramidaljahlen 1, 4, 10, 2 35,... n 
Summen ber Trigonalzahlen 1, 5,6, 10,15,... Um aber S 
zu Anden, bemerkt man leicht, daß bie Werthe von Na, A? a, 
Na einem gewiffen Gefeße folgen. Es if nämlih 





für die sed. Pyr. zahlen. . 35 33 

ss ad. ss ns. 2.2. 43 53 2. 

„ ss sd = ss 9... 53 73 3. 

od » 05... 653 95 DES 
alfo für Die ed. » s » 2x3 233 22 


— 16 
da auch hier 21 BE 





—— n.n1.n2 n.u-i .... “ 

„=a+ ———., 2. 5 ne 

—_!: n-+. nt? i 
— IF a+ (z- 230-N). . 


Anmerkung ı. Tat. Bernonlli brädte bie. Summen 
der geraden Potenzen von 1 bis x (nämlid 1°", 2”,... x”) 
durch eine gleiche Größe aus, deren Glieder bie natdrfichen Nor 
tenzen von x, von x an bis zu x hinab, mit gewiffen Coef⸗ 
ficienten find. Die Coefficienten dieſes lebten Hiedes befamen 
den Namen „Bernoullifche Zahlen.” So gilt für die 
Summe der Quadrate von 1 bid x die Groͤße Jr’ +Ix?+Ix 
und 3 iſt die erfle Bernoullifche Zahl; die Summe ber Biqua⸗ 
drate ift = einer &röße, deren erfted Glied ift +x° und deren 
kegted — x; daher die zweite Bern. Zahl (vgl. Eu⸗ 
ler’8 2. Th. des „Calc. differ.“ $. 123.). Anwendungen die⸗ 
fer Zahlen gehen, wie Euler zeigt, auf Vereinfachung ver 
ſchiedener Reihen, befonders ihrer Summirungen, "wie: ſchon 
aus den vorigen Beifpielen, vorzuͤglich aber ruͤcſichenich d der bs 
heren Potenzen, erhellt. 

Anmertung 2. Wie die Potenzen der natürlichen Zah⸗ 
fen, fo bilden überhaupt die Potenzen, beren Wurzeln in einer 
arithm. Reihe fortgehen, eine arithm. Reihe höherer Ordnung, 
weil man bei Erzeugung der Differenzreihen auf eine konſtaute 
Differenz fommt. Solche Reihen find 5. B. 

(a+b)?, (a+2b)?, (a+3b)?,.... (a+uby; 
. (a+b)’, (a-+2b)’, (a+3b),... (a+nbY’; u. ſ. w. 
Fur jene ift nämlich 2b? in der zweiten, und für dieſe 
Reihe ift 6b? in der dritten Differenzreihe die Ponftante Difs 
ferenz. 

Solche Reihen der 2ten, 3ten Ordnung erhält man auch 
durch die ähnlich gebildeten Produkte verſchiedener Fak⸗ 
toren; 3.2. 

(a+b) (c4-4), (a+2b) (c+-2d), (a+-5b) (c+3B; .- 

Ca-+-b) cc+d) (e+f), (a-+2b) (c+2d) (e+2f); .. . - 


— — XS 
Anmerkung 5. Reihen, wie}, 4, 3 4,. . . ober all 
gemein 
2: © _ © 
a Zr 3 3a—2b’’"""ma- 5 ——— 
in welchen die Glieder Bruͤche mit konſtantein Zähler find, und 
die Nenner eine arithm. Reihe der ıflen Ordnung bilden, hei⸗ 
Ben reciprole arithm. Reihen.” 
5 4 c 
Das allgemeine Glied L für den Inder n ift aan; 


daher das Anfangsglied cfür den Zeiger n=O)= = und das 
unmittelbar folgende (für den Ser n=1)= =. Seht man 


aber. o =ab, daher L= ae fo ift das Anfangöglied 


na-( 
=a und das folgende =b. Sind nun 
F ah ah ud N ab 
—na-tn-D)b’" — tab —"(n+2 — ——— 


3 unmittelbar auf einander folgende Glieder einer reciproken 
arithmetiſchen Reihe; ſo hat man 
(a-b)ab a-b (ab)? 


LM ana)” ab (an-tn-b)((a+1a-nb 
s:. _ ne LM 
ji .— ab 0 oe 


u Eben — findet man MN * . MN. Folglich iſt 


“ a-b:L—M=ab:LM und a-b:M—N=ab:MN, 
und 086 diefen Proportionen (nad allgem. Groͤßenl. $. 114. 
auf. 2.) ° 

L—-M:M—N=L:N3 5.3 13—1:17—4=1:3 (ode 
=4:2=2:1). Bell ferner (L-M)M = (M—N)L oder 


*) Daher auch die Benennung „reciproke Potenzen“ der natürs 
lichen Zahlen, wie * Eu je oder „reciproke vieledige 


Zahlen“, wie 1,7 ‚Zr . Vergl. allg. Groͤßenl. $. 127. 


Ze 











"gs 
QGL-—M)N =: ML, ober anch EN -A0L = Mt er; fe 


it andı 


2L-M:M=L:N, ober and NM ı M == N:L. 


Hieraus erhält man Caddendo) 
L+-N:N=2[:M, ud N+L:L=2N:M.Y 





B. 
Wiederkehrende Reihen. 


8.70. Ertlarung. Cine Reihe, deren jedes folgenbe Glied 
Saburch erzeugt wird, daß man eine gewiffe Anzahl Vorder⸗ 
glieder mit beflimmten + oder — Größen immer in berfelben 
Aufeinanderfolge Legterer multipliziert, heißt wieberfehrende 
oder rädlaufende Reihe (ser. revertens s. recurrens). Die 
Folge jener beftimmten Faktoren mit ihren Zeichen heißt bie 
Verhäaltniß⸗ oder Beziehungs⸗Skale (scala relationis), 
oder jene Faktoren find die Glieder biefer Stale, und ihre Ans 
zahl zeigt an, von ber wievielſten Ordnung bie wiebers - 





*) Proportionen, wie Die obige: L-M:M—N=L:N, oder wie 
Biefe: a—b ıd—co a: a wwiſches 3 Onlten =, db, c heilen 
Betige zarmoniſche Proportionen; eine diserete His 
{chen den 4 Orösen a,b,c,d Ra—b:c—d = a:d. Hama 
nifch heißen fie, weil die numeriſchen Werthe gewiffer Töne, 
welche Wertbe fich wie die Lingen der Saiten (bei gleichen Um⸗ 
Händen) verhalten, in ſolchen Propertiener ficken. So find Die 
Werthe Des Daupttond, der Quaste und großen Gerte 2, &, 3 

boder 20, 15, 12 und es if 
20—15 5 15—13 = 20: 13 (=533) 
Die reeiproke arithmetiſche Reihe 
3, 4, 4, Ir» -» “ 
bildet iugleich eine harmoniſche Brogreffion, indem jede 
3, unmittelbar auf einander folgende Blicder eine ſtetige darmon. 
Broportion bilden. Die Reibe z, 3, 4, $,... iR Die nad 
Eiche harm. Progreffien. 
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kchreude Reihe ſey, fo wie fie auch die Yinzalfl Ber Border 
glieder beflimmt, die bei gegebener Sfale entiveder willtelich 
angenonmmen, oder ben Bebingungen einer Anfgabe gemäß ande 
gebrädt werben. 


Beif viele. 1. Die geometrifche Progreffion if eine 
rüdlanfende Reihe ber ıften Ordnung; die Verhättnißffale hat 
ein Glied, den 4 oder — Erponenten, und bag einzige Bors 
derglied Tann beliebig gewählt werben. 


2. Kür die Berhältuiß-Stale (— 1, +9 hat man die 
ruͤcklaufende Reihe 


entweder 1,2,5,13, 34, 89,... ober 1,3,8,21,55, 144... | 


je nachdem man 1,2 oder 1,3 zu Berberglieber wählt. Berg. 
and) allgem. Grdßent. ©. 297. Anm.) 


3. Da bei den arithmetiichen Reihen die Binomialcoeffi⸗ 
cienten ber Potenz (a — b) die Glieder der Relations» Stale 
find (8.68); fo gehören auch diefe Reihen zu den wiederkehren⸗ 
ben. 3.2. für die Sale (+2, — ı) hat man eine der 2ten, . 
für (+3, — Br +1) der dritten und allgemein für die Stale - 

= m.m-1.m-2 m.m-1 
Am, — 


„tr ———-... +7 +m,+n 
eine arithm. eüdtlaufende Reihe der mten Ordnung. 





2.3 


5.71. Entflehung der wiederfehrenden Reihen. 


Diefe Reiben nehmen ihren Urfprung aus einem Bruche, 
deſſen Zähler ein rationaler Ausdruck (rationale Funktion) eis 
ner veränberlichen Größe x, und deffen Nenner ein ähnlicher 
Ausdruck ift, in welchen aber die hödkfte Potenz von x wenig» 
ſtens um einen Grad höher ift, als im Zähler. Jener Bruch 
ſelbſt heißt der ergeugende Bruch. 


Es +2. oa allgem. Größen. ©. 65. Zuf. 3.) 


aus * ober — — — der Duotient 1+2x+4°-48x?+10x"+... 
eine folche rätlanfende Reihe der ıflen Ordnung; dad einzige 


chier. befimmte) Borderglied iR — ı oder = x’ und dab eins 


zige Glied der Relationgflale =.+ 2x. 


— BO — 


Da man dad Belek bed Fartgauges einckt ſolgen Meihe 
der variablen Groͤße kennt, folglich Ber Quotient 
aus deegleichen Diviſionen durch 
A+Bx+Cr?’+Dxr’+-Er’x... 
ausgedruͤckt werben kann; fo fragt es fidy eigentlidh nur nach 
dem Geſetze, oder der Relations⸗Skale der Coefficienten A, 
B, C,... jener Potenzen von x. 


5.72. Aufgabe. Es ſey der erzeugende Bruch 


athx a+bx+cr? 
(1) .. 7 7 oder (DD) ... Tax FBx yes 


gegeben; man ſoll die Beziehnugs⸗Skale für die 
Coefficienten der Glieder ber aus jeuen Brüden 
entftehenden, rüädlaufenden Reihen finden. 
Auflöfung mit Beweis. Man fege fowohl (1), ald (2) 
—=A-+-Bx-+-Cx?+-Dxr’+... und multiplijire diefe Reihe 
mit dem Nenner des ergeugenden Bruches; fo hat man für (1) 


a+-bxı=A+B I" +7 x?+D \z’+E It... 
— Au Be| — C«l —De 
$+Aß) +BB) +CB 








Es if alfo, wenn dieſe Gleichung gelten fol, Azzaz 
B—-As=b; C—Ba--AB=0, n.f.w.; d. i. man hat 
"DAz=a; DB=As +b: 33 C=Be—Aß; )D=Cx—BP; 

5)E=-Da—Ch,... Alfo find die Blieder der fraglichen 
Stile a, — 4. - 
Zür (2) hat man eben fo: 





a-h-bx+-cf=AtB Ix+C X +D ıx’+E \<’+.... 
—Aa) —Ba! —Cal —Da 
AB! +B3l +CB 
—Ay! —By 


Hieraus findet man, wie vorhin, 
»A=a; )B=As+tb; C=Br— Aß+cz 
4) D=C«—BB+Ay sJE=De—CB-+BYri.... 
fotglich die Glieder der Verhaͤltniß⸗Skale Pæ, —B, +Y, 
nach weldyer Stale denn die Goeffkcienten der Glieder der wies 
berfehrenben Reihe in ihrer Folge auseinander ur Re 
eurfion) gebildet werben fönnen. Ä 





. 
| 
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5.75. Aufgabe. Eben didſe Guctffifurek wn ad⸗ 
hangig von. einander, -bemmad. auch fſedeſs Bley 
oder dad allgemeine Blieb der returerive o neDte 
unmittelbar zu finden. 


Aufloͤſung mit Beweis. Man "findet überhaupt das 
Geſuchte mittelſt der Wurzeln ber. Gleichung bie man erhaͤlt, 
wenn man ben Nenner des erzeugenden Bruches = 0 fe 

1. 86 ſey dieſer Bench . - - En En Er 


arbıx ** 
Irzp = Z=ArBr CRD. +4, 


wo Nx® dad allgemeine Slied ber mit Z bezeichneten ruͤck. 
Keihe und N ber Eoefficient dieſes Gliedes iſt. 
Wenn ferner von 


—— oder von ee tz 


p und q oder N und — bie zwei verfchiebenen und ratige 


nalen Wurzeln find; fo iſt vermöge $. 56. 11. und 5. 
1 


1) 7 = r . r ober 4 =pg; 2) ar hart, 5) 25:47 
=(x— =) (x — =) =0, oder, weil auch cburch Verſetzung) 
(1-px)(1-9qx) =0 iſt, die erſte Seite der Gleichung mit 4 
und bie zweite mit pg =) multiplizirt, 

1-ax+Px?= (1-px)(1-gx)=1- - (p-Fg)x +pgx=0. 

mau ftelle fih nım Z in bie partienen Brüche 

Ev.papx + ap⸗ x? +...) und u SBt BgcH. -) 
zerlegt vor; fo hat man 
Z oder A-Bx HC? +... + Nx”+... 

=AU+px+p’xX?+.. +p’x<”+.) + Bat+gx+.. Ha’r +...) 
folglich, verglichen, A— A+B; B= Ap+Bg; C= Ap” 
+Bp,... N=Ap"+8g". 

Es * alſo alle Goefficienten A, B,... ber Glieder von 
Z zunächſt durch die Wurzeln p, q obiger Gleichung und durcth 


- m — 
Die Größen 25,2 anägsteblt, fo ‚Daß ed max darauf aufemmt, 


fowehl dieſe Groͤßen, als die Wurzeln p, q ſelbſt, zu befkim- 
wen; 00 fa geichieht: 


Aus , | 
en ER, oder, 


g Mit POC=B) mb Die andere Eile der Blektung wit 2 


mulipligiet, ßndet man 


'q= „tree I ap den ſo: pe ren), 
wo denn a8 ſeyn muß, indem Ps 4 mögliche Wurzeln 
ſeyn follen. 


Gerner vermöge ber Borausfehung iſt 
Zober tb _ _ 4 5, 8 _ArBH+xcHg-Bp) 
1-ax+Pßx? 1-px Ai-qgx  1-(p+g)x-+pgx? 


Daher maß, wie in ben Nennern «= p-tq und. == pq iſt, 
auch in den Zählen a=A+-B und b = — Ag— Bp ſeyn. 


Hieraus bat mn A=a—B ro, folglich 

u +b 1 ap+b 
=. Eben fo wird A= —— 

gefunden, indem man aus denfelben Gleichungen B eliminirt. 





2. &8 fey der erzeugende Bruch 


arbxıte n 
1-ax Fax’ ya3 * 2 * ABOXx. Nx +. 


Sind wieder yon 
Mare _ = =0 oder x— Ex+x — = =0 


P; q, r ober 7 >; I die s —** und verſchiedenen Wur⸗ 
zeln; fo hat mn 


— Exr+ — ol 3), 


f 





Ä EN um 
ober, (da nad) $, 56. 11. 7 = ar oder y== par ‚bie erfle 
Seite der Gleihung mit y uud die andere mit pqr meltipligiet 
und bie Zeichen ‚geändert, 0 
L-AXAxꝰ — x’ = (1-px)(i-gx) (1-rx), 
a 8 € 
| te ix 
Z=Ac+px+pz’+..+p" x) +Blıtgıtgx+. .r+g"x") 
+E&Ga+rx+.+7"x”+.)=A+BxtOX +. +Nx" +... 
folglich wer Coefficient des allgemeinen Gliedes 
N = Ap” + Bg” + Er". | , 
Endlich if | 
u adiur 0,8, 
2 ober 1-axtAxtryx  1-px + 1-q4x< + 1-TxX 
atrB+E+x<IA-g-r) +3 p-r)+E(-p-g))+xArgt+®pr-HEpg) 
1-( ptgtr)x< Kpg+prtrg)x’-pgrx’ 

Daher (wieder Zähler und Nenner verglichen) nf | 
A+B+Eea; K-g-n) + BC-p-N-+EC-p-D = b und 
Arg+Bpr+E&pqg = c ſeyn. Aus dieſen 5 Gleichungen 

wird auf ähnliche Weife, wie vorhin unter 1., entwidelt 
ap’+bp-rc aq’+bg+e j Bun ar’+br-fc . " 
een (P-r)’ 2 B:= (q-p) qm’ * G-g)Cr-P) 

Das allgemeine Verfahren ift alfo: Wenn der erzengende - 

Bruch Z ein Probult and n möglichen und ungleichen Faktoren, 
wie 1-px, 1-qx,... iſtz fo wird Z in n Theilbräcke, wie 
Dom? zamee. Deregt, mb jeber dieſer Srache gibt zum Geeff 
cienten N des allgemeinen Gliedes ein Blied von der Forma 
Apo; Bq’ı... . 

Zufas 1. Sind unter jenen m möglichen Zaltoren 2 obew 
5 gleiche, wie 1-px; fo muß man, damit obige Bergieidumg 
des aus ben partielen Bruͤchen durch Reduction auf eineriex 
Renner erhaltenen Bruches mit Dem cerzengenden Z. möglich, 





Zerner Z wieber in 
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werbe, wegen zwei ugb drei gleicher Faktoren die Theil⸗ 
bruche refp.. " a 


B A . B 
(1i-px + i-px und C1-px)? * — 1-px 
fegen. Weil nun im erften Yale bie Entwidelang von 

a nn 
pt er HG px)" gibt . oo un 
Aci-2px3pꝰxꝰ 4... +ntp"x’+.:.): 
und im ‚weiten Falle bie Entwidelung von Alı-px)-3 iz 


Acı+spxtHöp’x’+.. „ut, > Sr 


fo erhält der Eoefficient N bes allgemeinen liebes wegen bed 
erften Theilbruches im erſten Kalle das Glied (n-+1) Ap und 


im zweiten das Glied — * Baer ”.ufw. 


Auch kann man flatt ber partiellen Brüche im erſten Kalle 


ben 

hun oc und {m zweiten Falle —— 
Die Entwickelung des erſten Bruches gibt 

le +a+1p" Zr + Be Rpx +. np), ' 
Folglich befonmt N’ wegen jenes Bruches das Glied ar} Ap" 
+nBp"”. 

Beifpiele, 1. caadı$. 73.1.). Die ans —— ni 

foriugende Reihe iſt 1 tax -+14x?+64x°+ 140x°-4+-454r°+.. 


Dean fucht das allgemeine lied CN<”) und die Berlchungs- 
Skale. 
Aus 1-5x 4612 = 0 findet man leicht unmittelbar x = 
5 1 s.ı1ı 1 [1 s ı 11 
5 5 = BR sg 
und weil | hier e—=5 und 6, p ut die Begehung + Gtale 
= Che, = (+5, —9. 





' Weit endlich len‘ dus: Bühler eb erzengecben Druches ir 1 
und b=—1, demitach a Sei und Be er 
= th2.iifehe nn a 

AN Nm" +3” (at. Ser, 
Sao iſt z.B. dad "ie Giteb obiger Tüdlaufender bie = 
RE on. mail 

2. (nach. dem porigen Bu ). Die rhetlanfenbe, Reihe, ang 
1—5x-+8x 
18x F 21x 18x° 1x3 hat nah $. 25. 2. bie Verhaltaiß Slal⸗ 
(He=+3; -B=— Ai, +y=+18). Die erſten Glie⸗ 
dir jener- Reihe, durch Diviſion entwickelt, lb 1 +3x-Hx2; 
daher das iſte &lieb mit +18, bad 2te mit — 21 und daqh 
3te mit. * 8 mulsipligirt, hat man durch Addition has Alp Glied 
+; ſaw. DE Te RE 

Um aber N, und eben badurch die «befftienn unabhuͤn⸗ 
gig von einander a ſinden, ſucht man aus 


21 1 
1 -8x-+21r°,- Du =, x 15° + 2x— TB =0 


iR; jo findet man durch Ver⸗ 


x 


bie — Da; 





= 7 — 3 
ind, ap & — eine —* Wurzel der Gleichung und jede der 


2 andern —* =; folglich p=3, g=2 oder p g=18 ' 
und G—3x)?(1—2x) o ſey. Es iſt alſo ber gegebene, er⸗ 


A B e 
gengende Bruch in die 3 partiellen Bruͤche I2x 


zu zerlegen. Diefe Brüche auf einerlei Nenner gebracht, iſt der 
Zähler = 

, AC1-2x) + B(1-3x) a-29)+ ECi-ssYP? = 1-5x-+a2, 
demnach 918 +€C=1ı; -29- 5B-68=-5 und 08+98= 8 . 


Aus diefen 3 Gleichungen findet min 
A=—; =; €=2; folglich N=(n+13 Ap"+ Sp" HEg® 


=Fa4)3°- — 42.29. r2 re 





| - 6 — 
Sao iſt 5 B. ber oefffcient bed Sten Slicdes, das ben Fal⸗ 
tor x hal, =5.°7+2°= 1355 +32=107. | 


Zuſatz 2. Durch ein Ähnliches Cim$.75. eroͤrtertes) Ber 
fahren fan auch ber Goefficient N gefunden werben, wenn 
die Burzeln ber Gleichung imaginär ſind. 


Es gelte das im 5.75. unter 1. Gefogtt, und bie Wurjein 
p, q der Gleichung @— Ex + 0 ſeyen wegen aꝛ <aß 
6 B 
nun imaginaͤr. 


Setzt man den aͤchten Bruch Zu und B=f?; fo 


wird <= 2f.. cos® und 1—ax+Bx? == 1—2f.cosP.x-+f?x? 
== (wie oben allgemein) (I—-px)(i—qx). Die Bergleihung 
des letztern Produktes =1— (p-+g)dx + pgx? mit der ihm gleis ' 
deu Groͤße gibt 


p-Fq = 2f.cos® unb pqg = ft. 


Diefelben Gleichungen gelten, wenn man in unferem Kalle, 
wo p, q imaginär find, 
p=f.cs9-+f.singy-ı mdgamf. 0p-f.inpy-ı 
fegt, indem cosP?+sinQ?=1ı if. Man hat nun nur noch 
bie Werthe der Faktoren in N = Hp" -- Bq” gu befkinmen. 

Dermöge $. 24. nr. 105. und 196. ift 
Dp"=f"leosP-+sinpy-D’= £® (cosnP-+sinn@y-1): 
2) "= f"lcosn® —sinnPy-1)5 folglich 


93N=A+B) f* .coonP-+A— DB) f” .sinn®y -1:» 


Aber oben fanden wir 


+2 =4; 8 12 = md a = en, denmach 


** win. rat 


n 


— 7 — 
Hieraus iſt auch * 


AM NM afꝰ. nn in e. siond. on 


_ af*.coun®. ‚sin® af”. .c0sP. sinn? b.f” 
sin siu® Psi — 
Samglnmntainetmue — 








= = (« .ain (n41)0 4 7 sin dp) ($.18. nr. 66.). 


Wobei denn — — cos ꝙꝰ oder >= cosQ, alfo, ? bes 
. a vB 
kaunt if. 


Beijpiel. Sey Be der ange Drug, ur 


Hier iſt amemßefmı; b=2; cos = —- vB E folglich 
wen ain 30 =I—=HP=M= Ir, uud 
N= Ir (du4tat+iw+7. sinfae) . 


befanpt, da sin r—=sin2r==0; sin jr ein jar — + sin 60°; 
sin Hr = sin jör = — sin 00°,. if. 


3.8. fen=5 RN= Gin + = 


bem Coefftcienten dedjenigen Gli der aus obigem Bruche 
entftehenden wiederkehrenden Reihe, das ben Faktor x’ hat. 
Uebrigens ift bie Beriehungd- Sale (+1, 1) in unſerene 
sale, baher die Reihe 


1 +3x + 22? —x’— 3x? —2x’+x'+.. 


5. 74. Aufgabe. Wenn nebf der Berhältniß- 
Stale fo viel erfie fowohl, als legte Blieder«iner 
südlaufenden Reihe A+B+C-+.. +P+Q+R+-v 
gegeben find, als wie viel Glieder jene Skale hat z 
die Reihe zu fummiren. 


Aufldfung mit Beweis. Fuür 2 Blieder Cha, — 37 
und für 3 @tieder (a, — A, +? der Stale hat ı mn Nach 
$.72 bie Schemate: 


DE -— 


1. 2. 
A=A A=A 
B=B 'B=B 
C.=Ba— AB: c=C 


' :- DSCe—BB D= Ca — Bß-+ Ay 
|, 1... “oo 1\d ©. _ sa oe » .0. 


Gum ni P=N—M$+Hr 
=ar PB se Pa — NB-H-My 
| = Qs— P8 + Nr. 
Aus dem Schema 1. Bat man, die Summe aller Glieber der 
Reihe = — 5 gefeßt, die Gleichung 
S=A+B+ß-A-R%— (S-Q-R)ß 
und hieraus die gefuchte Summe 
ol. Ss A+B-— (AHR)a HOQ-+RIB 
RE 7 ee 
Aus. dem Schenia’2. ft | 
Ss- -ArBFOr (3-A-B-R)s -($-A-Q-R)B +18-P-Q-Ry 


ss  AiBHo- CA+BHRI. + (A+Q+R)ß - P+Q+RY 
1-a+Pß-Y 
- Die Entwidelung beider SummesXormeln, in welchen nun 
&, By... mit genommen find, zeigt zugleich die Allgemeins 
heit de Verfahrens unter bei ‚gegebenen Bedingungen. 
Beiſpiele. 1. Sey' ve RelationdsStale (+3, — N; 
die 2 erften Glieder der rüdlaufenden Reihe feyen 1, 5 unb 
die 2 legten 372, 2; fo I nein © a«—=3,ß=1 


2. Wenn bie Stale (+53, —2, +1); die 3 erften Glie⸗ 
vor ben Reide 1,5, 11 und bie drei letzten 8706, 20259 , 42060 
find; fo iſt 
82 17- 141 108 134580 - 75006 — 82566 
1—5 2 —1 £ 
Zufab 1. Bei der Summation wieberfehrender Reihen, 
die in's Unendliche fortgehen, fällt die Betrachtung 
der 


| 
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der lebten’ Glieder ws; ; weßwegen für obige Fälle die Kor 

mein find: 


_A+B— Az  A+B+C—(A+B)e + AB 
8* 77 ‚und 82——. 


Zuſatz 2. Will man daher fuͤr eine gegebene ruͤcklau⸗ 
fende Reihe, 3.8. 1,4, 14, 46,... die in's Unendliche fortgeht, 
und für welche bie Beziehung s Skate (+5, —-6) ift, den er: 
zengenden Bruch darſtellen; fo multipligiet man jene Glieder 
ber Reihe und der Skale mit ben gehörigen Potenzen von x 
und verführt dann nach der entfprechenden Summenformel 
Zuf.1). Man hat nämlich auf diefe Weife.die Reihe 1, ax, 
19x?,... ferner =5x und -B=—6x?, daher 

8* 1*4x5 —- 1. 5x _ IX. 





c. * 
Anwendung der wiederkehrenden Reiben auf 
die Sleihungen. 


5.75. Aufgabe. I. Die kleinſte, II. die größte Wur— 
sel ber Sleihung:. 
ax try... \ 
durch Näherungzufinden, wenn bie Wurzeln 1 Ei 
möglich und verfchieden find. Pd 
AufteTung v. I. mit Beweid.. Wenn von ber au 
ı1+hx+.. 
—— 
das allgemeine unb Px=* pas unmittelbar Darauf folgende Glied 
vorgeftellt wird; fo iſt nach 5. 73. 1.2. der Coefficient 
N = Ap" + BqQ" 4Er +... 
und P— _ a — Ere.ꝓ. . 


Sir p>q>r. Rn — bie fleinfe Wurzel obiger Glei⸗ 


hung, und p" um fo größer gegen qꝰꝝ, x,... je größer n ift. 
Dr. Schon's Lehrbegriff der Höhern Mathematik. 


entfpringenden rüdlaufenden Reihe durch Nx” 


\ 
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Sept aan daher n= o ; fo kaun man in deu Werthen von N und 
P die folgenden ice gegen das erfte verſchwindend, demnach 


N Ap” 
Ferm = —) als kleinſte Wurzel betrachten, d. i. der 


Quotient > aus 2 unmittelbar auf einander folgenben Gliedern 


der ruͤcklaufenden Reihe nähert fich bem wahren Werthe ber 
gefnchten kleinſten Wurzel um fo mehr, je weiter ergen bie 
Rechte hin jene Glieder genommen werben. 


Beifpyiel. Bon 1—6x+ 5x? —=0 Werde bie Meinfte 
Wurzel gefucht. 
atrbx-tcx? 


Der erzeugende Bruch ift — rar ;s bie Verhaͤltniß⸗ 


Skale fuͤr die Reihe, in welche dieſer Bruch verwandelt werden 
ſoll, it (+6, 0, —8). Setzt man nun ſtatt a, b, c beliebig 
0, 0, 15 fo entwidelt man bie wiederkehrende Reihe: 
0,0, 1, 6, 50, 208, 1200, 6912, 39806, MB, .... 
N _ 39808 _ 311 _ — 
und 3 = 220208 — roll =0, 1736460 == der Meinften Wurzel. 
Um fi von der Groͤße der Näherung biefer Wurzel zu 
überzeugen, vergleiche man bie gegebene Gleichung ober ax!— 5x 
1.0,5=0 mit ber-aud nr. 162. $. 22. leicht abzuleitenden: 
4sin &’ — 38sin æ sain Sa =0, und nehme konſequent sin Sa 
=0,5=%. Hiernady find die 5 Wurzeln unferer Gleichung 
die verſchiedenen Sinuffe dreier Winkel überhaupt, unb zwar, 
da bier & das ift, was wir im $.25. ® nannten, folglich durch 


‚x jett ber Fleinfte Werth von bem in 5 gleiche Theile zu thei⸗ 


fenden Ang. sin bezeichnet wird, find (nach T. und IF. bes 
cit. Paragraphen) diefe Sinuffe 
. 8 ._7—U& te 
tr sinn; + sin ——5 — 
db. i. (weil 4 = sm 50% 
+ sin 10°; sin 500; — sin 70°. 


Run ift aus der Tafel (für den Halbmefler r==1) sin 10° 
= 0,1756482, folglich erfennt man, daß obiged Refultat nur 
wenig von dem wahren abweiche. Diefem kommt man inbefjen 





-_ 
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noch näher durch ben Quotieuten 0,1756480 aus den weiter 
abftehenden Gliedern obiger Reihe, naͤmlich aus 13201920 und 
70602688. 


- Auflöfung v.I. Man made x= * gebe der neuen 
Gleichung die Form der vorgegebenen und verfahre, wie vorhin. 


Daß aber dieſe allgemeine Vorſchrift nicht immer ſogleich 
zum gewänfchten Ziele führe, weiche Kunftgriffe daher noch weis 
ter anzuwenden feyen, foll an dem vorigen Beiſpiele nachgewie⸗ 
ſen neben 


| - flatt x in 1-6x-}8x°=0 0 ſubſtituirt, wird 
1-2 +5=0, ober y’-Oy’-+8==0, ober 1- iye =0. 


Daher iſt der erzeugenbe Bruch a rn und bie Ver⸗ 
haͤltniß⸗ Stale (0, +3 — H für die entſtehende ruͤcklaufende 


Reihe. Diefe ift, 1,1, 1 beliebig als erfte Glieder angenommen, 


,,,2,3,2,3,3,% 4 
ut! g' 32’ 64’ 128” 256’ 5127" 


Allein, ‚wie 3.2. der: a aus ig=1..> 1, 


dagegen der nachſte aus = 2 3 —0,8...<1 ift; eben fo gibt 


diefe Reihe für die geſuchte Wurzel Werthe, abmwechfelnd > 
und < 1; die Reihe ift daher unbrauchbar. Diefes erhellt 
auch ſchon daraus, weil fie lauter + Werthe gibt, da wir doch 
aus dem Vorigen wiljen, daß — sin 70° = — 0,93906926 bie 
größte gefuchte Wurzel der vorgegebenen Gleichung fey. 

Sept man daher, um auch — Werthe zu erhalten, die erften 
Slieder der Reihe = +1, —2, +4 und zur Erleichterung 
der Rechnung in ber gegebenen Gleichung, deren 2 Glieder 
6x, 8x? den Faktor 2 gemein haben, =; fo bekommt 
man die georbnete Gleichung J 


17 3y? ry?’=0 
14* 
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> folglich die Berhältniß-Stale num = (0, +5, —1) und wits 
telft diefer die wieberlehrende Reihe: 

1,—2, 4,—7, 14, —25, 30, —80, 172, —5316, 605, —1 1%, 2151,... 


Hierans if z. B. die Heinfe Wurzel y= — 1, daher 
die größte Wurzel der vorgegebenen Gleichung oder <= * = 
— == = — 0,0515. , Ratt —0,9596... (= — sin 70%), wit 
hin fchon in der 2ten Decimalftelle zu groß. 


Um fi der wahren Wurzel mehr zu nähern, bilde man 
dadurch, daß man x—=—y—k febt, eine Gleichung mit abs 
wechfeinden Zeichen, bie alfo lauter + Wurzeln hat ($. 56. 8.), 
nehme aber k fehr nahe gleidy der gefuchten Wurzel, in uns 
ferem Falle = ı. Durch Subftitution von ſtatt x und 
‚Zeichenänderung hat man 

1—138y + 4y?— By! =0. 


Da bie 5 legten Glieder den Faktor 2 gemein haben, fege 
man, wie vorhin, y=4z. Dadurch hat man ' 
1-9: +62 — 2’ =0, 
folglich die Berhältniß » Stale = (--9, —6, +1) und bie 
"Reihe, deren 3 erfien Glieder wieber 1, 1, 1 feyn follen, 
3, 1,1,8,31, 256, 2122, 17595, 145861, ... 


__ 17595 1 17505 _, 
Heraus iR 5.8.2 = 5* mb y-k= Dr 


0,0605074... Daher bie gefuchte größte Wurzel burch Nähes 
ung x=y—k=y—1 = 0,9590926..., genau alfo flims 
mend mit — sin 70°. | 
Zufag 1. Wenn man eben fo die Gleichung 
16x? — 20x° + 5x — 0,5 =0 | 
mit ber für sins« aus $.24. Zuf. 3. vergleicht, und sin Sa= — 
0,5 fest; fo erkennt man auf, ähnliche Weife, wie oben, daß 
bie 5 Wurzeln biefer Gleichung feyen: —-sin6P; -Fsin 30°; 
+- sin 78°; — sin 42°; — sin 66°. 








1} 


Zuſatz 2. Wenn die Gleichung 2 gleiche Wurzeln hat, \ 
daher die 2 unmittelbar auf einander folgenden Eovefficienten 
(nach $. 73. Zuf. 1.) find ” 

N = at) Ap* 4 Spꝰ 4 0g° 
‚und P.= (n42) 9p"" + Bp°" + 69°"; 
fo. kann zwar, wenn p größer, als jebe der übrigen Wurzeln 
iſt, der Quotient = — 1 fürn=o werben; allein die Ans 
näaherung zu dieſem Werte gefchicht nur Tangfam, indem na 
beträchtlich B werben muß. 

Lag ran ge gibt daher (in „Resol. d. equat. numer.“‘) - 
bie: Vorſchrift, die Zaͤhler der Bruͤche er — gleich 
und zwar jeden = 1 zu ſetzen, und hiedurch die Coefficienten 
a,b,c,... im Zähler des erzeugenden Bruches zu bejtimmen, 
wie folgt: . 


Ä atbx 1 — 
1. S * In et fo daß «= p+tq und 
8B=pgq iſt. Die einfachen Brüche auf einerlei Nenner gebracht, _ 
‚wird. arbıx ___2-(p+4g)x 


1-ax+ßx?  1-(p+g)x+pgx?’ 
demnach a=2; b= — (p4g)= —a. 
a+bx-cx? — 4 
2. © 1-0x+Bx?-yx? 1-px + Fr + 1,2 vwo benn 
«=p+4g+r; B=pg+pr+gr und y= pgr iſt. 
Jene einfachen, redueirten Brüche geben den Zähler 
. $-2(p+g+n)x + (pg+pr +gr)x°- 
Diefen mit a--bx-+cx? vergliden, ft a=s; b= 
— 2(p+4-4) = — 20 und — 
abx to’ · dx⸗ñ⸗ 1 213 
aa pet — Far 
Man findet auf ähnliche Weife, wie vorhin, 
a=4; b= — Ja; c= +2; d= —T- 


- 





N 


- 


| gu finden. 


| — 21 — 
She die Eoeffienten a, bc... iR elf das Geſetz als bes 


fannt zu betrachten. Daher für, x = — z gehen obige Brüche in 
diefe über: F ⸗ 
— 01 
ar yet 
, Sy2aytH 1,1 ,4 i 
y’-ay+By7 Y-P' y-a' yr 
Ss — —. 
— 
U. ſ. w. — Weil endlich bier jeder Zähler A, B,... ber pars 








-tiellen oder einfachen Bruͤche = ı iftz fo hat die aus einem 
- jener erzeugenden Brüche zu bildenden Reihe das allgemeine 


Glied (pP +g" +” +...)y ”, und ber Quotient aus 2 naͤch⸗ 
den Sorfficienten, nämlich 5. ift auch {m dem Falle ze bet 
größten Wurzel p, wenn biefe mehrfach ift. 


Beifpiel. Ton P— sy? --4=0 bie größte Bene 


Ha itin!. a5; B =0; dead) ber erzeugenbe Brud 


— und die Beziehungs⸗Skale S (+3, 0,—4). Fer⸗ 


ner ift in diefem Falle, wie oben im $.72., für die zu bildende 


Reihe der erfle Coefficient A=a=35; ber zweite B= Aa 


+b=3.5—22 =9—-6=3; ber dritte C=Bax (indem B=0) 
=5.3=9, ober bie 5 erften Glieder der Reihe find nad 
Weglaffung des gemeinfchaftlihen Faktors 3 biefe: 1,1,55 
folglich die wieberfehrende Reihe 


1,1,3,5, 11, 21, 45, 85, 171, 341, 685, 18051... 
1565 
Hieraus ift der Quotient ST z. B. Zu m Meniged <2 


und = = um Weniged >2, u. f. w. wechſelweiſe, was 


denn 2 ald Wurzel der vorgegebenen Gleichung erkennen läßt. 
Weil aber auch der Zähler 3y?—0Oy, gleich o gefegt, 2 zur 


/ 
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Wurzel hatz ſo iR diefe Zahl (uach 5.56. 14) eine doppelte 
Wurzel unferet Gleichung y’3y° +4=0, bargeftelt durch 
5-95-2GTD=0. 


/ 





‚D. 
Anwendung der arithmetifhen und wieder: 
Fehrenden Reihen auf Snterpolation. 





$.76. Erflärung. Wenn (A) aberhaupt eine Folge von 
gegebenen Größen, au, ar, Ayye.., (B) aber eine zu (A) ger . 
hörige Folge theild gegebener, theild unbekannter Größen zo» 
X, ... gs Yrore &yy 000, bezeichnet, deren Werthe von ben 
entfprechenden Größen oder Werthen der Kolge CA) abhängig 
iſt; fo nennt man dad Berechnen ober Auffinden jener zwifchen- 
liegenden Glieder x. y,... für ebenfalls zwifchenliegende Glie⸗ 
ber von CA) mit Hülfe der bereits für a,, a,, Ay, ... bekann⸗ 
ten Glieder a, &,, Apr... das Snterpoliren oder Eins 
fhalten. 

Hat man nur eine Reihe cB) im Auge; fo find bie Glieder 
yon (A) ald bloße Stellenzahlen (0, 1, 2,3, ...) zu betrachten. 


Zuſatz 1. Daß bie Glieder x, y,... nicht beliebig ges 
wählt werben bärfen, geht fchon aus ihrer Abhängigkeit won 
den Werthen der entfprechenden Glieder der Reihe CA), .fo wie 
aus dem Umftande hervor, daß biefelbe Axt oder Kormel, nad) 
welcher x, y,... beflimmt werben, auch die Größen ao, ar 
nr... ſelbſt entweder ganz genau, ober im fehr gemäherten 
Werthe wieder finden laffen muͤſſe. 
Erfteres ift der Kal, wenn dad Geſetz ber Abhängigkeit bes 
‘ Sannt oder durch einen algebraifchen Ausdruck gegeben if; in 
“ welchem alle denn auch weber das Einfchalten felbft, noch Die 
Pruͤfung der Richtigkeit der eingefchalteten Glieder von Schwie⸗ 
rigkeit iſt. Es erhellt diefed aus dem, was über dad Inter⸗ 
poliren binfichtlich der arithmetifhen und geometrifchen Pros 
greſſionen (der Differenz» und FaltorensReihen) in 
der allgem. Größgen!. von ©. 298— 505 geſagt iſt. 
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Muß aber er das Geſet ber Abhängigkeit durch einen als 
gebraifchen Ausdruck firirt, d. i. eine Kormel gefunden werben, 
nach welcher die Werthe der zu interpolirenden Glieder. von (B) 
mit möglichfter Sicherheit zu berechnen find; fo erhellt leicht, 
daß das Auffinden einer folchen Formel um fo fchwieriger ſeyn 
werde, von je mehreren Größen (wenn gleich unter biefen nur 
eine Hanptgröße ſich befindet und bie Hbrigen gleich Neben, 
umftänden zu berüdfichtigen find) jene Glieder von CB) abhaͤn⸗ 
gen, und je wenigere Glieder ao, &,, &y,... bereits beftimmt 
find, oder je weiter biefe aus einanber liegen. In diefen Faͤl⸗ 
len Laffen fich die immer näher treffenden Interpolationsformeln 
nur verfuchöweife entdeden. 

—Zuſatz 2. Das ung bei biefer verfuchten Auffindung ber 
Interpolationsformeln leitende Princip ift die Wahrfheim 
lichkeit, gefchöpft aus ber Art der Abhängigkeit, wie wir fols 
che im Allgemeinen aus ber Natur der fraglichen Groͤßen, oder 
aus dem Fortgange fchon beitimmter Glieder &o, a,,... VOR -' 
CB), verglichen mit bem Kortfchreiten ber ihnen entiprechenben 
Glieder ao, Ay, ... von (A), erfennen. So wiffen wir, daß 
die Ausdehnung der Körper, z. B. einer Metallftange, im Alls 
gemeinen von ber Wärme abhänge, fo daß einer höheren Tem⸗ 
peratur auch eine größere Stablänge entfprechen werde. Sind 
nun die Werthe &o, @,.... dieſer Längen 3.8. für die von 
0° an auffteigend von 10 gu 10 Temperaturgraden durch genaue 
Beobachtungen ober Berfuche beftimmt; fo werben fi fchon 
mit einiger Wahrfcheinlichleit die Stablängen für zwifchen- 
liegende Temperaturen berechnen laſſen. Allein nur biejenige 
Interpolationdformel wird die richtigfte, das Geſetz ber Abhaͤu⸗ 
gigkeit am naͤchſten darftellende Formel feyn, weiche feld die 
beobachteten Rängen für die fortfchreitenden Temperaturen ges 
nau oder body fehr nahe wieder gibt. 

Wie nun foldye Interpolationsformeln von den arithmeti⸗ 
fchen uud rädlaufenden Reihen dargeboten werden, fell bier in 
Kürze an einigen Aufgaben gezeigt werben. 

: 6.77. Aufgabe ı. Seyen die Größen A; A+a; 
A+ß; Aty;... gegeben und die Abftände berfelben 
von einander gleih groß = 1,2,3,4,..);5 man foll: . 
Die gu interpolirende Größe A+z finden. 
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-:  Wuftöfang. Dan betrachte die gegebenen Größen als 

für den Zeiger (0,1,2,5,...) befannten Glieder einer arith⸗ 

metifchen Hauptreihe, demnach die zu berechnende Größe A-+-z 

als ein Glied diefer Reihe für die Stellenzahl x. Bezeichnet 

ma nun Me Anfangögkieber der Differenzreihen kurz mit 8, b, 
d,. 3 fo iſt nach §5. 00. Il. 


bx(z-1) „ ex(&-)&-2) „ dx(x-..x-8) 5 
s=ax4 ur + 1.2.3. + EEN EN, 


wodurch benn 2 und daher auch A-+z befannt ift, ſobald die 
Anfangsglieder a, b, c,... in ben gegebenen Größen =, A, Yy; 
„. beſtimmt find. Man entwidelt nämlich, wie im $& 68., 
hier aud den gegebenen Gliedern ber Hauptreihe u 


aza; b=B— 2%; c=y—5ß-+ 353 d=d— y-H6B— dajen 


Beifpiel. Aus den größeren Tafeln find die Logarich⸗ 
men ber Zahlen 10000, 10062, 10004, 10006 refy. 4,0000000000 
2,0000668502 ; 4,00017568315 4,0002603988 ; folglich bie Unters 
fchiede Diefer Logarithmen vefp. 808502 (= 4); 068329; 868154 
zehntaufendmilliontheilchen. Man foll den Logar. ber ‚Sail 
10005 durch Einſchalten ſenden. 


Hier iſt a 868502 jener Theilchen; in eben dieſen b==. 
71473 (indem 8 = 868329 + 868502 ii) und c=— 2; ferner 


iſt hier x=-, daher ax == -F 1302755; ii und 


—— *324 eben jener Theilchen. Da Letztere vers 
nachlaͤſſigt werden Mönnen: fo ift ber gefuchte togarith. = 
40001502683 , wie ihn auch die Tafeln geben. 


Zufag 1. Da in der Formel für = die Zahlen, 1,2,5, 
A,... die Abitände der von einander gleichweit entfernten Glie⸗ 
ber von dem Anfangsgliede find; fo hat man für ungleiche 
Abflände diefer Glieder von einander, wenn man ihre Abftänbe 
vom Anfangegliede nun mit m, n, p, 4, - .. bezeichnet, bie 
aralnn (allgemeine) Formel: 


32 Ex — 34 Qx.x-m .Rxx = x-m.x-n MXN, ——— FR 


mn ' mnpqg 


= 328 — 


wo bie Gorfficienten P, Q, R,... bush die gegebsuen Werthe 
von = su beſtiumen ſind. Diefe fir die Abſtaͤnde 
m, N, P> Q ..o 
ſeyen a, 6, 9% dr... 
* Anfengöglied, für welches x == 0, ſey A, denmach das 
Glied im Abflande m = Atas im Abſtande n AP 
u. ſ. w. im Abſtande x = A+g. Nun iſt 
SP; ge „Qunm ‚nem — Eä 2 —* Rp: p ImrT, 
= 4 94. Q4.9-m | "rg. g-m.gen „ 8g Bg.g-m. 12.9-P, 
mn mnp mnpg 
\ * Huͤlfe dieſer Gleichungen kann man bie Werthe von 
P, Q,„R,... durch die gegebenen Werthe &, 6, y,... und 
bie Abſtaͤnde m, 2, p, ..., wie folgt, zuſammenſetzen: 
P=a; 
R= _ et (woinder@anwideig + Ratt- — gefeptik) | 
_ muy mpß _npa 
— p-m.p-n Pomp tr n-m.u-p +75 n-p- ma’ 
⸗ wnpe _mngy mpqß 
_g-m.q-n.g-p  p-m.p-n.p-q n-m.n-p.n-q 
+ npga Ä 
M-n.m-p.m-qg’ 


Hiebei Finnen ſowohl die Abflände m, n,... ald audy die ” 

Unterſchiede a, 3,... zum Theile auch mit — genommen werben. _ 

Zufaß 2. Aus der allgemeinen Kormel für = Guſ. 1. ) 
gehen folgende fpecielle Formeln hervor: 

1. Sol man mur zwiſchen A und Az, bie im Abflande 
m gegeben find, bie Größe A-+z für die Stellenzahl x inter; 
boliren; fo wird ſeyn a:z = ın:x, d. i. der einfache Pros 
yortionaltheil x == =. | 


2. Sind 3 Größen A, APa, A+P für die Stellenzahlen 
0, m,n gegeben, und man fol A+z in ber Stelle x eills 
fyalten; fo tft nach der citirten Formel 


2 Px *4 Rx; xm 
mn 











ober, indem man bie obigen Werte für P ab Q Gaſ. 1.) 
ſubſtituirt und Alles gehörig rebucirt, 
KOBaRE Eu 22 22-2 — . 
Diefer Werth wird, je nachdem zwifchen 0 und m, Der 
zwifchen m und n zu Interpeliren if, in 





x- m Bx =) 
(b)... == = m\n — m 
px ax _Px Ä 
uud (0)... 2= na "m-uı\m -7) " 


abgeändert, wobei der letzte Faktor, ald Unterfchieb ber eine 
fachen Proportionattheife, auch die Verbeſſerung heißt. 

5. Denn 4 Brößen A, Atx, ALS, AM mit ben ber 
Ordmmg nach folgenden SteBenzahlen o, m, n, p gegeben find, 
und man fol an der Stelle x die Größe A-+z interpoliren; 


fo Audet man, wenn x zwifhen m und n lirgt, anf Ähnlidre 


Weife, wie unter 2., „de Formel: 
(cd. 88 „zu. px (Br _ 2 ax » 
" Tom. :p-n 
x-m.n-p(yX 2X 


"p-m.p-a\p m 


Liegt x zwiſchen n und p, fo hat mar, indem « nnd PB; 


dann m und n mit einander vertanfcht werben, 
—_ PX , x-n.x-p * Px 
(e). oo 2 N — n + =) 


m-n.m-p n 
x-n.x-m x Bx 
3 oder au 
Ton P-n. p-m p — 
Px n-x.p-x (Px ax 


MD... BE (Pr ex 


n n-m.p-m\n m 
__.B-x.x-m =_®) 
p-n.p-m\p n/" 
Dieſe Formel ändert fi, wenn P=n+m mb y= 444 
ift, in bie, zur Interpolation ber Länge und Breite des Mon⸗ 
. des fehr nügliche, Formel: 


(g)... a _ RE ==) 


nn — — 
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Beiſptel. Enke's aſtronom. Jahedach für 1850 gibt bie 


-  Monbelänge 

am 27. Min; o Uhr (Mittags) = aP27’29",9| alſo 

0 6 5 126 (Mittern.) = 55 45 40 ‚g| 7°21’11°,0=a 
„BB .;, Os... = 6101 10 ‚0114 6 2 ‚1=ß53 
man fucht bie Mondelänge für 18 Uhr den 27. ober 6 Uhr den 
23. März. 


Hier find die Stellenzahlen m = 125 x=13;) n =; 
ferner nach Formel Cc) = or u 10 57’ 30, 13 


ax Px_ [ n-xX — 6 — ® 

= Geo = daher 
__105’SO A _ orten oe; —XX 
*1333 =1059'38",5; Ats= 105038 3 =57248",2. 


5.78. Aufgabe 2. Es find 4 Größen A,B,C, D 
gegeben; man foll an einer Zwifchenfelle n eine 
Größe durh Interpolation finden. 


Auflöfung Man betrachte bie gegebenen Größen als 
Glieder einer wieberfehrenden Reihe, fo daß demnah C = 
«B—-BA und D= aC— BB, folglich die Beziehungs⸗Skale 

=(+e, —B) fey, und ans dieſen Gleichungen die Größen 
AD—BC un BD—-C: 


entwidelt werden. 
Man fuche ferner die Wurzeln re > ber Öleihung s—ax 
4522 0, und unterfcheide wieder die 5 Källe: 


1) Die Wurzeln feyen möglich und verfdieden; fo hat 
man nach $. 75. 1., indem man bie Partials Brüche fest 
4 . , ’ B 


1—49x 1—px ’ 
a- 21-3 m B— B-Ap 
gq-p g-Pp, 
weil vermöge unferer wiederkehrenden Reihe A,B,C,D nun 
Sa und — Ap+dY=+b=—B if. Endlich ifl, wenn 








. = 1 — 
man dad allgemeine ober nte Glied nach dem Anfangegliebe 
mit P bezeichnet, 
P=Ap" + Ba”, als Interpolatiousformel 
2) Die Wurzeln ſeyen wegen u oder aß glei; s 
fo hat man nach 6. 73. Zuf. 1. 
P= = AH ” 


wobei A= B--Ap und B= —2Ap—B wieder, wie vocin 
4 8 
mittelft der Theilbrüäche —— px + ——— — gefunden werben; 


indem in unferem Zale x—=ı und das lied p?x?=o .if. 

Weil endlich in obiger Öleichung der Eoefficient: « = p-kq==2p 
und B=pq=p? ill; fo hat man auch p= da und p=y/P. 

5) Seyen bie Wurzeln imaginär wegen a?<aß; fy hat 


man nach S.75. Zuf. 2., indem man c9=;, uber «=2p 
.cop und pg=p!=P fehl, ur 


i 





F ẽ⸗ (a.sin(n+)P+b. sin no), 
wo denn a A und b= 224009 iſt. 


Beiſpiel. Betancourt's (faſt eben ſo Dalton's und 
Schmidt's) Verſuche geben die Höhe der Quedfllberfäule, wel⸗ 
che der Spannkraft der Wafferbämpfe im Iuftleeren Raume dad 
Gleichgewicht hält, 3.2. für die Stellenzahlen 0,1,2,3 und 
die Temperaturen 


in par. "Zollen 2,92=A; 0,05=B; 2,0026; 71,80=D; 


man will für eine andere Stellenzahl n und die Temperatur 
x = 40° + 20n bie Höhe der Quedfilberfäule finden. 


Man hat hier 
AD = 209,686 BD = 714, 410 
BC-= 278,600 C? == 784, 000 | — 0090, _ 695900 
AC = 81,260 B? = 99,0025 172425 172425 


- m — 


: ‚ek won bier at mer um Weniges ap, inben ſehr 
nahe SA und 4 wenig >4 iſt; fo fann man a, wie B, 4 


feten. Daher wird jebe der Wurzeln = re =,=h 


oder p=g=2. Die Rechmung ferner nach 2) gibt A 2,055 
und B = 0,865, folglich ift die Interpolationgformel 
P=[(n+)9+8]p” 
| hier P = (2,055n + 2,99) 2"; | 
alfo für n = 3 bie Höhe des Queckſilbers, ald Maß der Spann 
traft, bei x = 40-4280 .3 ober 100° Temperatur = 72,68 (300.) 


=zP (der Berfuch gab 71,8), und für x }, demnach für 70 
findet mas P x= 16,977 (na Betancourt 16,90). 


Wie hier aus A und B gefchah, fo kann man auch aus B 
mb CG ober. aus C umd D die Werthe von A und B bereda 
gen; weil nämlich für B die Stellenzahl n=ı und für C bie 
felbe = 2 if, fo hat man nad) der allgemeinen Formel für P 
nun bie Gleichungen 


(24.48) 2==9,95 und (sSA-+ Dı—23,0, 5 
and welchen Y und B entwidelt werben. 


Anmerkung. Wenn man bie von a abhängige Größe 
wit z; bie Werthe erfterer Größe mit a,, a,, a ... an, Die 
entfprechenden von z mit Z,, 22, 23, ... 2, und ben für icgenb 
einen Zwifchenwerth a, ben einzufdhaltenden Werth mit x, bes 
zeichnet; fo iſt diefer nach Lagrange’d Formel 

" Ax—A, « Ax—Az 0... ax — An 


x = a, 8, . a, 8; .o..o 7 ** 
* 


ax — A, . ax — a3 .... Ax On zZ 

828 ® a, 8; 009 8,8 a 

Ax-—8&, . ax 8, ...,. ax On 
+ 2 
a3 2, e 83-8, .... a3 — an 


Das Fortſchreiten dieſer für n gegebene Werthe ngliebris 
gen Formel ift Mar. Iſt in unferem vorigen Beifpiele nad) 


um NIS m 


den vom, Prof: Schmidt angeftellten Berfuchen (S. ts beß 
fen „Hand- und. Lehrbutches der Naturichee — Gie⸗ 
ſen 1826) 
für a, 4102 = 0,400 | 2, +40 2z,= 86012 
= 2nl,=000lla,= 50l2,= 6,455 
= 30/3196 as -00 |25 = 11,080 
ER | a,* 70 — 17,880, ., 
und man fucht 5. B. die Höhe der Quedfilberfäule für -+-36°; 
tb finder man'z. 2,777 301); Schmidts Verſuch gab 2,684. 
Eine leicht faßliche Ableitung ber vorigen fowohl, ald ande 
rer Germein für den Kal, daß die Größe z yon mehreren 
Größen a, b,... (oder x,.y,...) abhängt, gibt auch Canchy 
im 4. Kap. feines „Cours d’Anal. de l’ecole roy. polyt.“ — 
auch in's Deutfche überfegt von Huzler (Koͤnigsb. 1928). — 
ec — — | 
un | EEE 0 
Kennzeichen der Conwergeng und Divergenz 
unendlihber Reiben. | 
Gin . \ . 
8.79. 1. Wenn die Summe der Glieder einer unenblichen 
Heihe bei dem unendlichen Wachfen ber Zahl der Glieder, d. i. 
Yenz=w ſich einer beffimmten Grenze (Gezeichnet wit 
dimw.x==G oder limix = lim.G) nähert; fo convergirt 
Die Reihe; im entgegengefeßten Falle divergirt fie. Es ik 
3:3. für die geometrifche Progreffion, deren Erponent © IR, 
ah allgem. Groͤßenl. $. 132. Zuſ. 1. 





S,=atactae+.. par ID, 
! — ar" a _ ae" 
oder 8, = = WI wert 


je nachdem te > oder <ı il. Im erften Kalle wird a 


mit n unendlich groß, während = konſtant iſt, Folglich wird 


auch ‚die Summe S, unenbliih groß, Baker bivergirt ‚bie 
Meihe, oder iſt nicht ſummirbar. Dagegen wimum im zwei⸗ 


‚ten Gate 2°. unendlich ab, wenn n nnendlich wächdt, folglich 
nähert fih S, ohne Ende der Grenze rt und die Reihe iſt 


convergirend ober fjummirbar, und zwar ift bie Summe 
8 der Glieder der unendlichen Reihe gleich eben biefer Orenze 


> d. 1. überhaupt S=G. (Vergl. allgem. Gröpent, 
$. 134. II) 


2. Sol eine unendliche Reihe convergirem, d. i. ſollen wir 
ſchließen duͤrfen, daß ihre Summe für nm ſich einer bes 
Rimmten Grenze G ohne Ende nähere; ſo muͤſſen die let⸗ 
ten oder fpäteften ®lieder gegen die Aufangeglie 
ber ald verfhwindenb zu betrachten, d. i. unendlich 
klein, folglih aub ihre Summe kleiner, ald jede 
augebbare Zahl feyn, wie biefes 5.3. mit ber Reihe 


.v.ı11 tr —— ur 1 
2a ar ut za 


ber Gall if. Hier it G oder S= = 

Obgleich dieſes Merkmal nur bei Reihen, die eutweder fort 
während ober doch von einem gewiflen Gliede au uuunterbror 
chen ip's Unendliche fallen, Statt finden Tann; fo muß mau 
fih doc; hüten, umgekehrt zu fchließen, daß nämlich jebe, ohne 
Ende fort fallende Reihe auch convergire. So nehmen 5.2. 
die Glieder der natürlichen harmoniſchen Progreffion ($. 69 


Anmert. 5. 
an i ı 1 ı 1 


sata’ 


unendlich ab, ohne daß darum biefe Reihe convergirt. Denn 
flellt man die Summe ber fpäteften Glieder, d. i. bie Ergäms 
zung ber Reihe durch 


Smtmat" tn atant 


1 
1 — 
a’ 


vor; 


— 23 — / 
wor; ſo iſt, ſo groß auch n ſeyn mag, bach 
| 1 ı 
s> tut tn 
Daher, wenn jeder vorhergehende Nenner auf den lebten zu er⸗ 
hoͤht wird, um ſo mehr 


1 1 
m m ..— o de DD, — — | 
> ++ zu dkası „>73 


Es kann alfo die Summe ber fpäteften Glieder jener Bros 
greffion nicht unendlich Elein, ober nidyt Fleiner werben, ale 
jebe nody fo Meine Zahl; folglid divergirt bie Reihe. 


5. Wenn’ die Zeichen ber Glieder einer unendlichen Reihe 
wenigftend von einer gewiffen Stelle an regelmäßig wech 
feln, z. 8. alterniren;z fo [Aßt Die unendlihe Abnah—⸗ 
me ber Glieder mit Sicherheit auf die Convergenz 
der Reihe fchließen. 


Denn wird eine ſolche Reihe allgemein durch 
.—, +, — a, +—:. Han Tann tee oo. 
vorgeftellt; fo {ft bie Ergänzung 
s—=+ [aatı — (antz— Antz) — (ants — Anis) — ...] 


und s= + [aa . ante + (Anis — ap) + ...). 


Nehmen nun bie Glieder anga, Any; -». immer ab; fo ift 
jeder jener eingeflammerten Unterfchiede +, folglich fällt der 
numeriſche Werth von s ſtets zwifchen den Zahlen antı und 
an Anı- Wird nun für no der Werth anı, unendlich 
Hein; fo nimmt aud s unendlih ab, folglich convergirt bie 
Reihe vonder 2. Während alfo - 


| 142 +7 tr .. bivergirt, convergirt 11411 te 


9. Bergleidht man eine vorgegebene unendliche Reihe (8) 

mit einer andern (S), die unftreitig convergirt, und findet, daß 

ihre Blieder von einer gewiffen Stelle an, ohne Ruͤckſicht auf 

bie Zeichen, fleiner werden, als die correfpondirenden, 
Dr. Echons Zehrbegriff der Höheren Mathematik. 15 


— 6 — 

mit einerlei Zeichen verſehenen Glieder der Weihe 
(3); fo convergirt auch (S), indem die Ergänzung s dieſer 
unendlichen Reihe durdy die Abnahme ber Zahlwerthe ihrer 
Blieder und durch die Störung der früher vorhandenen Ueber⸗ 
einftimmung ber Zeichen noch vermindert, folglich die Cower⸗ 
genz befördert wird. ’ 

Dagegen divergirt eine unendliche Reihe, wenn die Zahls 
werthe ihrer Glieder von einer gewiſſen Stelle an bie Werthe 
der entfprechenden Glieder einer gewiß Ddivergirenden Reihe 
übertreffen, indem die Ergänzung s oder die Summe ihrer 
fpäteften Glieder, folglidy auch ihre Divergenz durch das Wachs 
fen der Zahfwerthe und durch die nun eingetretene Bleichheit 
der Zeichen ihrer Glieder noch erhöht wird. . 


5. Diefelde Bergleichung einer gegebenen unendlichen Reihe, 
deren Glieder gleiche Zeichen haben, mit einer geometriſchen 
oder harmoniſchen Progreſſion dient ebenfalls zur Beurtheilung 
oder zum Beweiſe ihrer Convergen; oder Divergenz. Man 
kann 3.3. den Satz: 

„Wenn in einer Reibe 
' Boy Ay Ayyooe Ayr Byuree+s 
wo a, das allgemeine Glied vorftellt, der Quotient 
* ſich einer beſtimmten Grenze A um fo mehr nä- 


hert, je mehr n waͤchst; fo convergirt ober divergirt 
die Reihe, je nachdem A< oder >ı iſt“ auf folgende 
Art beweiſen: 

Aus der Borandfekung lim. = A folgt, daß, wenn bie 
Größe B noch fo nahe an A. genommen wird, doch ber Zahl 
werth des Unterſchiedes — — A, fobald n eine hinreichend 

m 
große Zahl x Äberjchreitet, ſormahren⸗ kleiner ſey, als die Dif⸗ 
was 


hahe he iſt, an <ovr> Ban bleibe, je nachbem B > ober 
<A if. 


Any 
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An erſten Falle werden bie Glieder ber Reihe 


(1) ... Ar⸗ Arza 5779) ärsy oo. 
faͤmnmilich Peiner, nnd im zweiten Kalle fämmtlich größer, als 
die entfprechenden Glieder der geometriichen Progreffion 


(2)... &ry Ba; , B?a,, B’a: , neo 


Iſt nun A nicht =ı und gibt man der Größe B einen 
zwifchen A. und 1 oder 1 und A liegenden Werth; fo hat man 
B> oder <A, je nachdem A< oder > 1 gedacht wird; aber 
im eriten Falle iſt auh B<ı, aljo die Yrogreffion (2) con» 
vergirend, und im zweiten Kalle it au) B>ı, alfo (2) 
divergirend, folglich convergirt auch (1), wenn A<ı, und 
divergirt Dagegen, wenn A>1 ifl. 


Beifpiel. Für bie Reihe — 


17 1.2’ 1.2.3°° 1.2...n0’ 1.2...n. nt?" 
& 1.2.3..n0 
hat man am _ 12:9. —_ _I A, d. i. firn=o 


a 1.2...nu+1 n-+1 
wird Az — =0; folglidy convergirt bie Reihe. 


6. It aber A=ı und bleiben gleiche Zeichen G.B. +); 
fo gelten noch folgende zwei Kennzeichen der Eonvergenz ober 
Divergenz: 

1) wenn die lieder der Reihe 

(5) ... Ay, Ayy Agyeoo Any Ampere. 


unendblih abnehmen; fo convergirt ober Bivergirt 
fie zugleich mit ber Reihe 


(4) .+ + 8,3 24,5 Jar, Bäg5y.».- dan) ... 


Denn aus ber Abnahme ber Glieder in (3) folgt 


1. Schema. 2. Schema. 
a,=8&, | 2,4, 
2a, = 28, 23,>2+ 3% 
48, < 28, +28, 4a,>a, +2, as t% 
Sa han | > han 
u. f. w. u. f. w. 


15” 


4 


vergirt. 


Geſetzt nm, bie Reihe (5) convdergire, umb ihre Eumme ſey 


S, oder 22, +22, F+2a, +... = 25; fo ift die Summe ber 


Glieder von (4), wie groß ihre Anzahl auch feyn mag, nach 
dem ˖1. Schema kleiner, ale 


+2, +2, +..281.<8-a; 


... daher (4) wie (3) convergirenb. 


Geſetzt aber, die Reihe (3) bivergire, d. i. die Summe: einer‘ 
fehr großen Anzahl ihrer Glieder Äberfleige jede anzugebende Zahl; 
fo wird nach dem 2. Schema die Summe a, +22, +42, + 
in (4), wenn man eine große Anzahl Glieber nimmt, ebenfalls 
jede anzugebende Zahl überfteigen, folglich ift auch (M Divers 
girend. 


t 


Beifpiel. Wenn man für die Reihe (5) dieſe annimmt: 
ı 11 


(5)... 1, ze’ se’ 7 


wo r jebe beliebige Zahl bedeutet; fo iſt die Reihe (M, mit 
welcher (5) zugleich convergirt oder divergirt, folgende: 


1—r n(i—r) 


Der 1, RT, TR. 2 zo. 


d. i. eine geometrifche, für r>ı convergirende, Drogreifion. 
Sept man daher r= 1; fo wirb auch (5), d. i⸗nun bie natuͤr⸗ 


liche harmonifche Progreffion 1, —, =, ri .. divergirend, 
wie wir ſchon oben ſahen, und eben ſo divergirt auch 


1 1 1 1 1 1 
— — — ... ab r ie Rei e 1 — — | or. 
’ 5 ri ai’ er d h Zar zr ww con⸗ 
4 


2) Wenn daher das allgemeine Glied an einer 
unenblihen Reihe für n=a ſich der beffimmten 


Grenze — — — nähert; fo wird die Reihe, wie (6), cons 


vergiten, wenn r>1ifl, bagegen für r<ı Diver 
giren. 


mn 229 — 

9..80- Fortſetzung. Betrachtet man unendliche Reiben 

ber — Form: 
es stegxte,ust.. Lex" ++. 

3 Heihen nämlich, deren Goefficienten co, Ca» ... 
ie + Größen feyn follen) für fich eine Reihe bilden, nach 
den fleigenden Wotenzen einer veränderlichen Größe x fort 
gehen; fo ift bloß zu beflimmen, für weldyen Werth von x 
eine foldye Reihe convergire oder bivergire. | 


Angenommen, daß @) für einen beftimmten Werth von x 
in die Reihe 
87%, +a,+ ..o an Antı ... 


übergehe, in welcher ſich der Quotient = für no ber 


Grenze A ohne Ende nähere; fo ift (dermöge 5. im $. 70) bie 
Reihe (7) für jenen beftimmten Werth von x convergirend, 
wenn A<ı iſt, oder mit andern Worten: 





-a On; XAH c 
da m x, ale 
An Ch x2 


lim. * —x.lim. u — A, folglich 
lim. * == geſetzt, A = ax iſt; 


bie Reihe (7) comvergirt, went ax. < 1 ober x <- I un, b. i. 
fuͤr alle Zahlwerthe von x, die zwiſchen die Örenzen 
-- und + — fallen. 

Zuſatz 1. Leicht laſſen fich num auch die zwei Säge bes. 
weifen: 
Wenn zwei unendlihe Reihen mit + Gliedern 


(66) ... a. t+a,x-+a,x?+.. ‚Lanznhauxntt. o.. 
j (D ... bo Pb, x P—h.x. . +bax2+ bAn- +... 
fuͤr einen beſtimmten Werth von x convergiren; ſo 


- eonyergirt au für eben dieſen Werth. die aus (9) 
und () 


1) durch Addition oder Subtraftion 
2) durch Multiplikation 


entſtehende Reihe. 


Denn bezeichnet man die Summe von (8) durch 8-0) 
und die von (9) durch S’C=G) (vergl. $.79. 1.3, uud fegt 
die Summe der n+ı erften Glieder 


S,=3+3x-+2a,x? +... +0 Anxn, 
S3=b,Fb,x +b,r’-+... +bazr; 


fo nähern fih Sa, Sn, wenn n befländig waͤchſst, den Grenzen 
$ und S’, daher nähert fich die Summe oder Diferamy Sn + Sn» 
d. i. Die Summe der nt+ı erflen Glieder jeber der durch Abdis 
tion oder Subtraktion aus (8) und (9) entfpringenden Reihen 
unter derfelben Vorausſetzuug ber Grenze 8+S’ ohne Ende, 
oder jede der legtern Meihen convergirt ebenfalls und ihre 
Summe oder Differenz = S+S. 


Menn man ferner Cin Beziehung auf 22) bie Summe ber 
n-+1 erften (die Potenzen x°, x!, x?... zu enthaltenden) Glie⸗ 
der des Produktes aus (8) und (9) mit S”„ und bie größte 
Zahl, die in in enthalten if, mit m bezeichnet; fo ift offenbar 
S’n< 8.9, indem letzteres Produkt Größen mit za, zun, 
... aan gibt, welde als Glieder im 5”. nicht enthalten find. 
Aber S’n tft > Sa .-Sim, indem S"„ Größen enthäft, die im 
Iegteren Probufte nicht enthaften find; fo gibt z. B. diefes 
Produkt zu dem Gliede in S’„ , das xu enthält, den Beſtand⸗ 
theil am bmxen für ein gerades n, nicht aber, wem n eine 
ungerade Zahl if. 


Waͤchst nun n in's Unendlidhe, fo wird auch die Zahl m 
unendlich groß nnd die beiden Summen S„, 8, nähern fich 
ohne Ende der Grenze S, während S’„ und Sm fich der Brenze 
S’ unferer Vorausſetzung gemäß nähern. Daher nähern ſich 
gemeinfchaftlich die Produkte Sa. S'n, Sm. Sm und gugleidh bie 
zwiſchen diefen Produkten liehende Summe 8’„ der beſtimmten 


Grenge 3.8, d. &: die durch Multiplikatzon ber Reihen (8) 
und (9), qutfpringende Reihe convergiet und ihre Summe iſt 
Ss’, . | 


. Bufag2 Wirb-die unendliche Reihe (8) mit der 
Durch Da8- Wied ba am begrenzten (9 multiplisirs; 


“..- 
.0 
. N 


wie (9. 


Denn jedes Partialprodutt aus ber Meltlpütaibn 6 von (8) 
in ein Glied bet Polynamialgröße (9) convergirt, folglich auch 
ba Banptpeeduft, ald Summe jener Theilprodukte. 
| Zufatz s. Denn in ber unendlichen Reihe (8) 
der Quotient — en für keinen Werth von mn die end 


liche Groͤße A Rbertreffen kann; fo iſt beider nn 
endlihen Abnahme von x die Orenje der Reihe (8) 
= 80. 
Denn unter jener Vorausſetzung iſt 

2 nicht > A, b.i. a, nicht >Ara, 3 eben fo a, nicht > A.a, ; 

3 
| a,nihtt > A.a,5... folglich auch 
a,xta,x?rFa,x°+... niht >a,x(1rAx-+-A’zT?+t...). 


Nimmt man nun an, daß x< 7 ſey, fo convergirt die geo⸗ 
metriſche Progreſſion 1 > Ax Aꝛxꝰ p..., deren Exponent 
iR Ax und deren Summe ober Grenze = her ($. 79. 1.). 
Man hat alfo 

a, x P a,x?-h... nicht >a,x. —“ 


folglich auch a,x 





+a,x? +a,x°+...: demnach iſt 
lim. (a, P a, x + a,x? +... in's Unendl.) = a,. 


027 — 
Zuſat 4. Hieraus folgt, baf, wenn, die Glejchnüg 
tax P +... =b,+bx+rbr’t... 
gilt, auch .—hb.;5 a,=b,, 8 f. w. fey, indem bie Gleis 
chung auch gleiche Grenzen für die unendliche Abnahme von x 
ausſpricht. Daher hat man 1) a0 ba, folglich IR andı 
a,x ra,” +... —b ‚x+bx+... 
dt. a, Fact... =b +bx tr... 
d. 1. 2) munter der vorigen Vorausſetzung auch a, = b,; u. ſ. w. 
(Bergl. Eauchy?d oben cit. „Cohrs d’Analyse“ Chap. 


VI. und v. Ettingshauſen's „Borlefungen über die 
böh. Mathem.“ ı. heil. 4—6. Vorl. — Bien 1827 . 


’ « ..o. e 2 52 
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IV. u 
Kortfegung ber Combinationd-Behre, | 


Wırerinuerung In meiner allgemeinen Grbßenichre And 
von ©. 361 bis 384 bie Enutmmentaigefene Aber Yermitation, 
Combination und Variation aufsehellt uud erörtert. Es bleibt 
daher bauptfächlich noch Abrig, die involntorifden Germen mit 

.. asien Uuaendungen dies in Küne darinfdien. 


m 


Involutoriſche Formen mit einigen 
Unwendungen 


— ⏑ —— 


4 81. Erklaͤrung. Fu den bedingten Dperatienen der 
Combination unb Bariation gehbrt vorzüglich diejenige, welche 
entweber ausführlich oder nur in Zeichen biefenigen combinas 
torifhen Formen oder Gomplerionen darſtellt, die fAmmmsiich 
Diefelbe Summe ber Stellenzahlen ber gegebenen Elemente 
ausfpredien. So haben 5. 8. für . | 


| a,b b, +7} d, s, —J 8 Duni 
die Eomplerionen verfciebener Klaffen, wie ’ 
h, bf, ce, abe, abbc, aaco, acd,.:; 
fämmtlich biefelbe Summe 8 der Stellenzahlen, weich⸗ PR 
kurz Lokalſumme genammt wird. Bezeichnet man bie gegebe⸗ 
nen Elemente felbit mit den natärlichen Zahlen; fo mäffen biefe, 
ald Zahlen betrachtet, in allen Eombinatien6s oder Variations⸗ 


Formen diefelbe Summe geben, die verlangt wird, Die Bes 
zeichnung diefer bedingten Operation if 


=Ccabe ...) und "VCab.. ), oder "Cl125..) und Vci..) 


ferner te 25.. ) und m 0)" 


wo C und V refp. bie Kombination und Variation; ber Ers 
ponent m die Lolalfumme ald Zahl; ber Aber C une V ges 


ſetzte Buchftabe k die Zahl der in jeder Form zuſammenzufaſſen⸗ 


den Elemente oder die Klaſſe und der Cryonent n bie geflats - 


\ 


— 26 — 
7 


tete, unbebingte Wiederholung ber Elemente audbrädt. 
Beifpiele biezu gibt: folgende einleitende Aufgabe: N 


4 


8.82. Aufgabe. Die Conbinations⸗ö,Formen nad 
k mit beftimmter Lofalfumme m ber gegebenen Ele 
mente, beren Wiederholung entweder unbebingt ges 


Rattet, oder nicht geflattet if, ohne Dermutation 


und ‚wohlgeorbuet barzuftellen.. an 


Auf Löfun 9 Man. fülle alle Stelen dis zur —** mit 
den niedrigſten, bie letzten aber mit ben Ergaͤnzungs⸗Elementen 
aus, und erhoͤhe beim Fortſchreiten die fruͤheren Stellen um 
eben ſo viel, als man die letzten erniedrigt, ohne jedoch ein nie⸗ 
drigeres Element auf ein hoͤheres folgen zu laſſen, wie tolgenbe 


Meifpiele zeigen: 
1) .. u (1.. D = 127, 130, 145, 235. 
2... uô (1...8) = 1238, 1247, 1256, 1346, 2335. | 
5) u * (0...5° = 0005, 0014, 0028, 0115, 0122, 2112. 


8 , - , , Ri 
4)... %C (5.,.8)" == 35338, 33547, 33356, 53426, 33455, 
| 39445, 44444. . 
Zuſatz 1. Werben bie nach der vorigen Aufloͤſung gefuns 
denen Eomplerionen noch permutirt und läßt man feine Heinere 


Zahlfumme auf eine größere folgen; fo wird diefelbe Aufgabe 


binfichtlich der eben fo bedingten Bariation gelöst. 3.8. 


3 
VY (i ...d) u 124, 182, 214, 241, 412, a2. 
. 4 . . 
V (CI, 2, ) = 1115, 1122,1212,1221,2112, 2121, 2211,3111. 


Zuſatz 2. Es erhellt, daß dieſe Art Combination und Bas 


riation Anmdglic "wird, wenn entweder die niedrigite Form. 


ſchon bie verlangte. Lokalſumme überfleigt, oder die höchfe Form 
Diefe Summe noch nicht erreicht; 3.8. 


in — .) ober Ca, 2,5), und eben fo in 
V6,6.. ) ober Vı...M. 


— 22 — 
Zuſatz 3. Zur Anwendung mag bienen: 


1) Auf welche und wie vielerlei Art koͤnnen mit a gBärs 
feln 20 Augen geworfen werden? — Hier iſt = oo 
°C (1...6)° = 2666, 3566, 4466, 4556, 5655. 

2) Wievielmal kommt unter ben 1296 möglichen Warfen 
wit 4 Würfeln (allgem-Groͤßenl. $. 159.) ber Wurf von 
20 Augen vor? — Hier muß noch zu jeder ber vorigen Kormen 
die der Permutationgzahl nach allgem. Größen. $. 156, 
- Zuf. 1. gefucht werben, und die Summe dieſer Permutationds 
zahlen gibt die Antwort auf die Frage. Es if naͤmlich 

pP 666) = 4; PL3566) =12; PL44EO) = 65 PCGSOZ 12 
und p (5555) =1; 
alfo finden nur 35 Würfe, jeder von 20 Augen Statt. | 
Zufag 4. Die Entwidelung einer gegebenen Klaffe von 
Gembinationd= oder Bariationds Formen nad) den durch die Ans 
fangselemente ihrer Eomplerionen beflimmten Orbnungen 
kann durch bie Berne angedeutet werben. 


.. da. Is10R.. 3+208..)450@..)+... 

.. Va. = 1pÖQ.. Ih... 

ba. "=1ca.. ) SIR RR EUR 
..Va.. Pezıpca.. —F 


Zur Andentung der Entwidelung (immtiiger Rlaffen, 
deren Inbegriff mit C oder V ohne Zeiger bezeichnet wird, Dies 
nen bie ombinatorifchen Sormeln: 


5... Cie. =ca.. 3+Ca.9+Ca.9+.. 
6. ... va...) = Va...) +... 
7...01..°="C a. +°ea..)°+ u. 
8... Va...) = pP’Ca..’+.. 
* 85. Aufgabe. Aus n gegebenen Elementen 
c 


Pan 


2 
(a b 


4567 
defg) die combinatorifhen Formen jeder 


Kiaffe ohne Verſetzung, aber wit Wiederholung der 
Elemente, uub zwar jede Complexion wit der Lokal⸗ 
funme m=n=7 wohlgeorbust barzuftellen. - 
Aufidfung 1. Nach $ a2 hat man bie 1. Klaffe ober bie 
j 2 
Uniesten, begeichuet mit "CO (a...g)?, = 55 Die 2. Klaſſe ober 
die Binionen C (a..)?=af, be, cd; ferner die & Klafe = 
aae, abd, acc, bbo; bie 4. Klaffe = aaad, aabc, abbb; bie 
5.Klaffe =aaaac, adabb; ber 6. Klaffe = aaaaab; der 7. Klaſſe 
= aaaaaaa. ‘ 

Hieraus erhellt Seicht, wie man auch die Eomplerionen einer 
höhern Kaffe aus den gebildeten Kormen der naͤchſt niedern 
Klaffe, 3: B. die Ternionen aus den Binionen, ableiten koͤnne. 
Bertaufcht man nämlich in ber niebrigften Binion mit der Lokal⸗ 
femme 7 das Element £ mit dem näaͤchſt Bleineren o und. febt a 
wer, fo bat men anez f weiter gegen d vertaufcht und biefem 
b vorgejeßt, hat man abd; f gegen o vertaufcht und c vorges 


fest, hat man aco. Die Binion be (und ſo jede ähnliche Form . 


einer der übrigen Klaffen) gibt nur eine Ternion, indem man 
das Flement e gegen o, d. i. gegen basjenige Element wer» 
tanfcht, das um fo viele Stellen ruͤckwaͤrts von e liegt, als bie 
Stellenzahl des dem e vorftchenden Elements b anzeigt, unb 
dann biefem Elemente o das Element b vorfebt. Aus der brib 
- ten Binion cd, im welcher bie Elemente unmittelbar auf einans 
der folgen, kann eben fo wenig eine Ternion abgeleitet wer⸗ 
den, als aus bbe eine Quaternion, weil ſonſt auf ein fpäteres 
Element ein frühenes folgen mäßte. 


Yufldfung 2. Bon ben Eomplerionen mit den niedrigiten 
kokalſummen ſteige man alimählig, Die Complexionen aus den 
ammittelbar vorhergehenden bildend, zu ben Eomplerionen mit 
höheren Lokalſummen bis zu den mit der verlangten Lokal⸗ 
funme auf. Es gefchieht dieſes ordnungswmaßig für die Yes 


mente (ab od ef g h) zur Lolalſumme m == 8 im folgenden 
Schema, wo bie Punkte das wiederholte Element a bedeuten: 


/ 









— . ) . } ® ® eo 


. —⏑— ⸗ 4 





a. — ae Yus. 
Bu 5 


Kaas uvuutus;: 


Jeder Winfelhaten enthält die Complexionen von berjenigen 
Lokalſumme, die burch bie Zahl bed Winkelhakens angezeigt 
it, uud zwar wohl geordnet; fo ber Winkelhafen 4,4 bie For 
uren aaaa, aab, ac, bb, d, jede von ber Lokalſumme 4. 
Ueberdieß erhellt leicht, daß die Eomplerionen mit höherer Lokal⸗ 
fumme mittelft der Kormen mit niederer Lolalfumme dadurch 
gebildet werden, daß man 1) jeber ber letzteren Formen das 
erſte Element a vorſetzt; 2) In jeder berfelben Formen das As 
fangselement mit dem folgenden vertaufcht, in wiefern nicht 
eben dieſes folgende Element höher oder ein fpäter 
res ifl, als das zweite, in dberfelben Form enthal 
tene. 3.3. um die im Winfelhaten 6,6 enthaltenen Somplerios 
nen aus den in 5,5 abzuleiten, hat man nach 1) durch Borfegung 
von a die Kormen aaaaaa, aaaab, aaac,aabb,aad,abc, ac; dann 
‚wach 2) and abb in 5,5 Die Gomplerion bbb; aus ad Die Eoms 

plexion bd; and be die Compl. oe unb and o die Gonpl. f. 


Zuſass 1. Diefe involuto riſche Darſtelung ber geſuch⸗ 
ten Complexionen wit befimmter Lokalfumme m iſt leicht fort⸗ 
zufegen; und hat max bie Combinationen yon einer höheren 
Lolalfumme gebilbet; fo laſſen fih die darin enthaltenen Com⸗ 
plerionen von nieberen Lofalfunmen Teicht abfondere. So, 
wenn wieder 7C, %C,... bie combinaterifchen Formen mit ber 
Lofalfumme 7, 8,... bezeichnen, hat man durch Einfegung der 
MWintelhaten in °C, °C... die Schemate ber Abfonderung:: 


Esmbinat.. 
für °C 


ECombinatisnen 
für °C 
































al’c a ı°C alc a 
N HRSNHRAHE b 
b!ibida bib!e sibIb bh 
bie 6 hic d bib b 
bIf big „1®]P b 
ee eco bie b 
4 d of bla b 
h de bih b 
i eed "Ih 

eg 6 

e | —X 

k 

d 

© 

1 





Zuſatz 2. Man kann auch umgekehrt jede bey vorſtehenden 
Formen, bie man combinatorifhe Involutionen mit 
dem Erponenuten 8,9,10,... zu nennen pflegt, auf ähnliche 
Art aud den Eomplerionen mit nieberer Lokalſumme ableiten, 
wie wir oben die ganze Involution ableiteten. Denn da man 
3 ©. für °C nur den fhon für ”C gefundenen Gomplerionen 
das erfte Element a vorfeten barf, um alle mit a aufangenden 
Eomplerionen gu bilden; fo find nur noc die mit andern Eles 
menten anfaugenden Kormen zu bilden, was fo gefdjieht: 

1) Für die mit geradem Erponenten zu bilbende Involution, 
wie für °C, %C,... ſetzt man das zweite Element als 
. erfte 


d 
mu a1 GRmEiE 


erfie Complexion, Dagegen. iſt eben dieſe das dritte Ele⸗ 
ment o für ?C, °'C,. 

2) Diefem Elemente b oder c, fo wie jeder der beim Fort> 
fchreiten aufgefundenen Gomplerionen von einerlei Lokal⸗ 
ſumme, ſetzt man das zweite Element b vor. 


3) Werden in ben bereit gebildeten Gompferionen, die aus 
2 ober mehreren verfchiedenen Elementen beftehen, die 
@lemente gegen andere auf die ſchon im $.82 angeführte 
Weife vertaufcht. 


3.8: für °C im Schema des vorigen Zuſatzes ſeyen die in 
dem mit 7 bezeichneten Winkelhaken enthaltenen Complexionen 
“gebifpet. Diefem b vorgefeßt, hat man weiter bie Eomplerios 
nen hbbc, bbe, bed, bg; dann in bed das Element b mit dem 
folgenden, aber d mit dem vorhergehenden vertaufcht, ift aus 
bed die einzige Complerion ccc abgeleitet, inbem Fein früheres 
Element auf-ein fpäteres folgen darf; ferner aus bg wird eben 
“fo cf und aus diefer noch de abgeleitet. Sekt man nun biefen 
für °C aufgefundenen Eomplerionen dad Element mit der Stel, 
lenzahl 9 bei; fo hat man alle geſuchten Eomplerionen. 

Es erhellt, daß auch bei diefer involutorifchen Darfehunge- 
weife feine Gontylerion ausgelaffen werden koͤnne. 


S. 8. Mufgabe. Die combinatorifchen Formen 
aus n gegebenen Elementen a,b, c, d,..., von wel 
dien je m genommen werden, nad den Lokalſummen 
abzutheilen und diefelben nad dem Wiederbolungs- 
Erponenten des erften Elements a gu ordnen 

—Aufloͤſung. Bei Beſtimmung der Lofalfumme dad erfle 
Glied nicht mitgerechnet, iſt der Zeiger 


o123%& 


| abede f. 
Dem Elemente a gebe man die Bieberhofungd + Erponente 
m, n—ı, m—2; ... und fondere jede dieſer Größen 
a”, a” —, a 2, ... durd einen Bertilalftrich, und dieſe 
faͤnmtlichen Groͤßen durch einen Horizontalſtrich ab. Indem 
man ferner nach $. 83 die Gomplerionen von derſelben Lokal⸗ 
Dr. Sqon's Bedrbegriff der hohern Mathematit. 16 


- 








’ u DO wm 

Zuſas 1. Diefe involutoriſche Darſtelang ber geſuch⸗ 
ten Complexionen mit Gefimmter Lokalfunmme m ift leicht fori⸗ 
zufeßen; und bat maw bie Combinationen von einer höheren 
Lolalfumme gebilbet; fo laſſen fich die darin enthaltenen Eoms 
plerionen von nieberen Lokalſummen leicht abfondern. So, 
wenn wieder 7C, °C,... die eombinaterifchen Formen mit ber 
Lokalſumme 7,8,.. , bejeichnen, hat man durch Einfegung der 
Winkelhaken in °C, C,.. . die Schemate ber Abfonderung: 


Comdinat. | Eombinat. 
für °C 


Combinat.. 
für °C 


Combinatisuen 
für °C 



































al’c aj°c al-C a 
"ARE bibible „jb/b b 
bibid b!ibje giP|b h 
bie e hie d bi» b 
bi f bIe 71] b 
ee oco bie bie 
a d e f bild blo 
h de bh bla 
i ec bli 
eg ec 
oe c’d 
k c h 
la, 
ef 
1 
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Zuſatz 2. Man kann auch umgekehrt jebe bey vorfichenden 
Formen, bie man combinatorifehe Involutionen mit 
Dem Erponenten 8,9,10,... zu nennen pflegt, auf ähnliche 
Art aus den Gomplerionen mit niederer Lokalſumme ableiten, 
wie wir oben die ganze Involution ableiteten. Denn da man 
3.2. für °C nur den ſchon für ”C gefundenen Gomplerionen 
das erfte Element a vorfeten darf, um alle mit a aufangenden 
Eomplerionen gu bilden; fo find nur noch die mit andern Ele⸗ 
menten anfangenben Kormen zu bilden, was fo gefchieht: 

1) Für die mit geradem Erponenten zu bilbende Involution, 
wie für °C, #C,... fegt man das zweite Element als 
er ſte 


’ 
U) za mu 


er ſte Tomplexion, dagegen iſt eben dieſe das dritte Ele⸗ 
ment o für °C, uC,.. 

2) Diefem Elemente b oder c, fo wie jeder der beim Forts 
fchreiten anfgefundenen Eomplerionen von einerlei Lokal⸗ 
funme, fett man das zweite Element b vor. 


3) Werben in ben bereits gebildeten Gomplerionen, die aud 
2 oder mehreren verfchiedenen Elementen beitehen, die 
@lemente gegen andere auf die fchon im $. 82 angeführte 
Reife vertaufcht. 


3.8: für °C im Schema des vorigen Zuſatzes ſeyen die in 
dem mit 7 bezeichneten Winkelhaken enthaltenen Complexionuen 
"gebildet. Diefem b vorgefegt, hat man weiter die Eomplerios 
nen bbbc, bbe, bed, bg; dans in bed das Element b mit dem 
folgenden, aber d mit dem vorhergehenden vertaufcht, ift aus 
bed bie einzige Complexion cce abgeleitet, indem Fein früäheres 
Element auf ein fpäteres folgen darf; ferner aus bg wird eben 
“fo cf und aus diefer noch de abgeleitet. Sekt man nun biefen 
für °C anfgefundenen Somplerionen das Element mit der Stel 
lenzahl 9 bei; fo hat man alle gefuchten Eomplerionen. 

Es erhellt, daß auch bei diefer involutorifchen Darſtellungs⸗ 
weife keine Complexion ausgelaſſen werben könne. 


F. 34. Aufgabe. Die combinatorifhen Formen 
aus n gegebenen Elementen a,b, c,d,..., von wels 
hen je m genommen werden, nadı den Rofalfummen 
abzutheilen und diefelben nad dem Wiederholungs⸗ 
Erponenten des erften Elements à zu ordnen 


YAufldfung Ber Beflimmung der Lokalſumme das erfte 
Glied nicht mitgerechnet, ift der Zeiger 

oı2334%8 
abcedef.... 

Dem Elemente a gebe man die Wieberholunge s Erponenten 
m, m—1, m—2, ... und fondere jede biefer Größen 
‚a, a” —, a", ... durch einen Vertikalſtrich, und dieſe 
faͤmmtlichen Groͤßen durch einen Horizontalſtrich ab. Indem 
man ferner nach $. 83 die Complexionen von derſelben Lokal⸗ 
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fumme, wie 1.,2.,5.,... nämlih: b; c und bb ober b?; 
d, be und b?;... bildet, dann jede der zu derfelben Lokal⸗ 
ſumme gehörigen Complexionen in den Vertikalreihen nach dem 
entiprechenden Wiederholungs s Erponenten von a fo auſetzt, 
daß diefer Erponent mit der Summe der Erponenten der eins 
zelnen Elemente der fraglichen Eomplerion immer diefelbe Ex 
. ponenten «Summe — m gibt, und zugleich Die zufammengehöris 
gen Eomplerionen durch einen Horizontalftrich abfondert; ers 
hält man das folgende, unferer Aufgabe genägende und leicht 
fortzufegende Schema: 


m |." — ms — ⸗ us | — na 








8 a a a a a a 
1. 
—Ar 
3.174. b3 
4. e bie | b° 
5 | Ef TRejbalneh ne 
' bc? 
TB Be Ball 
6. bed | b?e? 

















c bet | b?ce | b’cd | b*e? 
8. Fi; bde | b?d? ı b?c} 
e? } c?e | be?d 
cd? — 
bi | b?h | b$ b%f | bie | bed | bc | b® 
ch | be back b8ce ! bYod | be 
d b b?de ] b’d? | b°o? 
9. be? | bc?e | b?c?d 


8.85. Einige Anwendungen der letzten Aufgabe 
auf die Entwidelung ber Potenzen. 
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1. De des Erhehen⸗ ‚As ehe gar Potenz; m 
in der‘ MB ya dem Weſen nach nichts an⸗ 
ders if, alsein —s * Elemente im Sinne der vori⸗ 
gen Aufgabe (vergl. bag allgempine Glied. ‚fetohl der Binomials 
ald PolynomialsFormel ©. 123 und 12? der allgem. Groͤ⸗ 
Beni.ız. ſo iſt Har,. daß, ‚abgesehen va hen Seriiirianten, das 
narſtehende Echreia alla, licher einer Palunemial⸗ Potenz ge 
bon hie, ‚ber, That, will van 3. B. bie Vliedn von 
[RR TR Jo, gibt sms Sara... 
„ea br u 17 





. ta?c [abc] b’e 
I 702 Wien. 9 der fer tn 
ce, 

indem man ainlich die "obenftehenden Potenzen von a chier 
m geſktzt) init den in den Vetkikalreihen ſtehenden Sroͤßen, 
die noch dieſelben Ekemente des’ Polynoms enthalten, als Fak⸗ 
toren’ zuſaumen me: Die numeriſchen Goefficienten dieſer 
Wieder der "Potenz find die Permutationgzahfen, gefunden nach 
6. 156 mit Zuf. 4. der allgem. Groͤßenl.; nämlich in unfes 
rem Falle hat man 3a?b, Sac?,.... und Gabe. 


2. Um die Fiterals Goeffjcienten ;- 8. der Potenz | 
pa - ba he tr... 

zu finden, ſeyt man in einer Horizontalreihe die durch Vertikal⸗ 
ge ‚geforderten Potenzen x’, x!,... bid xy? d. i. x9;5 
dann unter x? die Größe am, hier a’; unter x! die Größen 
in’ der Horizontalreihe 1. im Schema $. 84.5 unter x? die Grds 
gen in der dortigen Horigontalreihe 2. und allg emeih: unter 
x" ald Faktoren die Größen in ber rten Horkgontalreihe, in 
wiefern 1) dieſe Größen noch diefelben- Literal / Eoefficienten 
des vorgegebenen Polynoms enthalten, und in wiefern 72) 
die Summe dei &rpbnenten ber Elemente einer jeden biefer _ 
Größen, die noch mit der "über berfeiben — Potenz von 

a (in. unſerem Beiſpiele: mis a” oder a?, a” oder a und 


a"? ko a0 oder 1) multipliziet werben fen, gleich bleibt dem 
Erponerten der verlangten Potenz chier 3). Auf dieſe Weife 
wird das Geſuchte fo dargeſtellt: 
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SIESIE SE ZE SE GE, EEE 
a’ |a’b | atc | a?d |abd | acd | ad? cd?| a. 
ab? | abc I ac? | b?d | bed 

i b’ | b?c | bo? 


Indem man bie fo gebildeten Gomplerionen, wie vorhin um _ 
ter 1., noch mit den zugehörigen Perimtationssahlen, als nu⸗ 
Inerifchen Eoefficienten, und wit den oben ſtehenden Potenzen 
von x zufammen nimmt, find alle Blieber ber verlangten Po⸗ 
tenz volitändig gefunden. - 


3. Berlangt man vorerfi alle Literalcoefficienten zw x° im 

Polynom 
 P=a+tbx+cx”+dx’rex'+ fx! 

zu wiffen; fo darf man wur, da jene Goefficienten durch all⸗ 
mähliges Erbeben von P zur 1.,2.,3.,.4., 5. Potenz erhalten 
werben, bad Berfahren unter 2. mit beftändiger Beruͤckſichtigung 
ber Sten Horizontalreihe im Schema bed $. 84 einhalten Da⸗ 
durch befommt man — 


aus P" |-fx® 
P? | (af Fbe+cd)x?. 
R, ’ | (arf--abe+acd-+I?d +ber)xs 
*, | (a’f+a?be-F-a?cd + ab?d + abc? + b’c)x® 
(af+ a’be + atcd + a?b?d +-a?be? + ab’c + b'ix°. 


Zu diefen Literalcoefficienten noch die gehörigen Permutas 
tiongzahlen als Faktoren gefegt, hat man bie die Ste Potenz 
von x konſtituirenden Glieder: 


fx 
2(af+be+cd)x°, 
(5a?f + 6abe-+-Haed +3b?d + Sbe?)x$, 
[4a’f + 12Ca?be-} a’cd + ab?d--abc?) +4b?c]z®, ' 
. [Sa’f-+ 20Ca?be + a’cd) + soa?b?uU + a?bc?) +30eb'cHbier. 


Iſt aber a=0, d. i. P=bxr+tex?-k... uud man vers 
langt wieder die Goefficienten für x5 aus P, P?,... P’; fo 
enthält zwar auch in dieſem Falle biefelbe Ste Horigentalreihe 
bie Literalcoefficienten, aber ohne Wiederholung ber bereits ge⸗ 
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biſdeten onffisienign. Man hat bemmadı unmittelbar (ſtatt 
nämlich in ber worigen Eutwickelung bie lieber, bie eine Po⸗ 
tenz von a zum Faktor haben, wegzulaſſen) wit Veifegung ber 
unmerifchen Eoefficienten ‘ 


ans P’Ifxs, 

s P* | 2(be-Fcd)x®, 
» P? | s(b?d + bc’yxs, 
. P*|gb’cxs, 

.» P’ipix®, 


5.86. Aufgabe. Es feyen m Elemente ca, b, c, 
d,0,...7 gegeben, beren Summe (@+b+c+ ...) 
1) mit ſich felbfi; 2) mit der Summe ihrer zten Pos 
tenzen (aꝰ h2 P +...) und auch mit,der Summe 
ber Dinionen (ab+act...) ohne Wiederholungen; 
3) mit der Summe ber Sten Potenzen (a -+b*’-+...)5 
dann deren Binionenfumme (ab-+ac-t...) mit ber 
Summe ihrer Quadrate (a--b? +...) endlich deren 


Ternionenfumme (abc+abd+...) ohne Wiederholums . _ 


gen mit derfelden Elementenfumme; 4) mit ber 
Summe ber aten Potenzen (a --b'+...); dann deren 
Binionenfumme (ab-+ac+...) mit der Summe ihrer 
Sten Potenzen; ferner beren Ternionenfumure 
(abe +abd +...) mit der Summe ihrer Quadrate, und 
endlich deren Quaternionenfumme (abed-Fabce +...) 
ohne Wiederholungen mit dDerfetben Elementen 
ſumme; a.f. w. multipligirt wird; eine Kormel gu 
finden, welde bie 1.2.3.4... mten Potenzen dar 
ſtellt, die auf dieſe Weiſe ans den m Elementen 
. entfliehen. 


Auflöfung., Der Kürze wegen fey 

A oder Sa —=arbrc... == der Summe der Unionen. 
B+s, Sb =ab+rat.. =s ss ss s Binion. 
C s Sabe = abo+abd+... = s s s + Ternion. 
D s 'Sabed =abed-Fabde +... » ss +» Duatern. 
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der m Elemente; die dieſe Forinen ohne Wirdaelauß bet 
felben Elemennd. Kemer ſey ⸗ 
pr oder Sa = atb+c+... — ber Suinme ber iſten | 
P* , St=a+tbtiu..=s ss 6 zu pm 
PT s' Sa?’ zetbir. „id a Sim 


Diefer Vorausſetzung gemäß iſt 
. PP=A= BaA. 
Multiplizirt man num —1 a+rb+c+... mit fi ſelbſt, d. i. 
A mit P; fo wird ' 
AP=a?4b 1er... +2labfac+..)=P?+2B=P*-+2Sab, 
. ur 
alſo IE Pam Ap-at = 8u:P-—aSab. 


Wenn san 2) a+btot.e mit + bit. .d.i. A mei 
P* multipligirt; ſo wird © : 

N... APP= abs}... Label? +... —-P’+Satb, 
indem man nämlich wieder bie Summe aller &lieder yon der 
Form .a’b durch Sa?b bezeichnet. Mird nun nod) die Binionen⸗ 
fumme mit den Unionen, d. i. B mit P multipliziet; fo hat man 
(2)... BP za! +a°c +... +5(abe-+abl-r.. Is=Be'b-}5Babo 

a Sa®b + sC 9 . I 
wo dent legten Gliebe ber Faktor 5 beigegeben I, weil eine 
Binion und Union aus 3 Größen a, b, c jede auf dreierlei 
Art genommen werben tönnen, nämlich: abc, ach, bon. Und 
nun (2) von (1) abgezogen erhält mar 
' M.PP=AP?—-BP+5C=Sa. PP Sab.P4+8Sabe. 


Multiplizire man 3) a+ b-+c+... mit —R ... b. i. 
A mit:P?; fo hat man auf Ktmiiche Art, wie vorhin, 
(3)... AP’ = P*+Sa%. 


Daun ab+ac-t... wit 2 -+b+..., 6.6 B-mit. P?_ mul 
tipligirt, hat man ab--a’c+ ... -Fa?tbotrabic+.ı., di. 
| (4)... BP* = Sa’b + Sa’be. ’ . 
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Und enblich abe +abd +... mit a-b+..., 8.1. C mit 
P multipligiet, hat man aAbce-+-a?bd+... +4abod-+ bede + 
..), wo ber legten Summe der Faktor 4 vorgeſetzt if, weil 
eine Ternion und eine Union aud 4 Brößen auf viererlei Weiſe 
genommen werden können; demnach auf ähnliche Art, wie 


vorhin, G65)... CP = Sarbe 4 4Sabcd. 


Bon der Gleichung (3) abgezogen CH wird 
AP’ — BP* = P* — Sa’bc 
and zu biefer (5) addirt, wirb 


. IV. P* oder Sat = AP’ — BP* +CP—4D 
=Sa.P’—Sab.P* + Sabe. P- 4Sabcd. 


Auf voͤllig gleiche Weife entwidelt man 


V. P* ober Sa’ = AP*—BP’+CP?—-DP+5E  . 
= 8a.P*—Sab.P*-+Sabc.P?— Sabed.P-45Sabcde. 


"Sowohl ans der gleichförnigen Entwidelung, als dem gleich. 
förmigen Fortgange diefer für P, P*,... gefundenen Werthe 
laun man ſchließen, daß allgemein ſey 


P” = AP” _BP®**_LCP""”_...+mSabced..., oder 
Sa” -Sa. Se"! Sab. Sa” "+ Sabe.Sa”"—...+mSabcd..., 


wo + für ein ungerades m gilt, und in der letzten Com⸗ 
bination m Elemente ald Faktoren zu nehmen find. 


Anmerkung. Die fpeziellen Formeln T. bis V. werben in 
der „Arithmetica universalis“ (nad Newton’ aufs 
gefundenem Manuferipte erſt 1707 von &. Whiſton gu Sams 
bridge herausgegeben) auf S. 251 mit lauter + Zeichen ans 
gegeben; 3.8. unfere Formel IN. wird durch pb +qga + Sr 
== c andgebrädt, was von ber Art herrährt, wie Rewton 
diefe Formeln mit Hinficht auf bie Theorie ber Gleichungen abs 
leitete. Die. Guͤltigkeit der hiernach entfpringenden allgemeinen 
Formel hat Käftner am Schluffe feiner „Anfangsgrände 


der Analyſis endlicher Größen“ (5. 438 - 402 der am - 
Auflage) bewiefen. 


5.87. Anwendung vorfichenber Aufgabe anf 

die Sleihungen., j 

Da in der allgemeinen Bleichung 

m — ax”  +bx”  — ce” ’+...+p=0 

ber Gorefficient a die Summe ber Wurzeln, ber Eoefficient b 
die Summe der Produfte je zweier Wurzeln, oder die Summe 
der Binionen der Wurzeln, n. f. w. ohne Wiederholungen 
vorſtellt (S. 56. 11.), die vorige Aufgabe baher feinen andern 
Sinn hat, ald den ihr auch von Käftner beigelegten: „das 
Verhalten der Goeffirienten der Glieder einer 
‚ Gleihung zu den Bummen ber Potenzen ihrer 

Wurzeln“ zu finden; fo erhellt im Allgemeinen der Zufams 
menhang der im $. 86 entwidelten Sormeln mit der Lehre von 
den Gleichungen. 


Wie nun diefe Formeln zur Auffuchung der Wurzeln einer 
Gleichung dadurch benügt werden fönnen, daß man bie Greu⸗ 
zen der Wurzeln beftimmt, fol hier nad Newton am folgens 
den Beifpiele gezeigt werben. 


Sey bie Gleichung 
(9) +... x? — x? — 19x? + 49x— 30 = 0. 

Aus den 3 Zeichenabwechslungen erfennt man, baß CP) 
drei + Wurzeln und wegen ber einzigen Zeichenwieberholung 
eine — Wurzel habe (5. 56. 8.). Diefe 4 Wurzeln find: 

+1, +2, +3, —5, oder die Gleichung ift dargeftellt durch 
u , 1) (X —2) (X—3) (+5) = 0. 

Aendert man nun (O) in 

(VD... "=xX°+19R— 49x +50, 
und ft A= 1; B= 19; C= 9 und D= 30; fo hat man, 


indem man mit Rewton allen Gliedern obiger Germeln dad 
Zeichen + läßt, 
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P == A ne ı == ber Summe der angeln ober ber See 


P°P= AP + 2B= 1 +58 = 9 = der Summe ber Quadrate; 
P’= AP’ +BP'+ SC = 99-17 = 69 der 
| | Summe der Würfel; 
-P*= AP’ +-BP?-LCP-+-3D =—89+74—19+120=725 
= ber Sunme aller Biquadrate ber Wurzeln der Gleichung, 


wie man dieſes Alles andı findet, wenn man die als gefunden 
vorausgeſetzten Wurzeln (ſie ſeyen moͤgliche oder imaginäre) 
unmittelbar elevirt und abbdirt. 


Ignorirt man die Wurzeln unferer Gleidumg und fat . 
ihre Grenzen; fo führt der Sag, daß bie geraden Potenzen 
von 4 oder — Wurzeln wieder + find, auf den andern, daß 
bie Summe Diefer - Potenzen gewiß größer ift, als die ent 
forechende gerade Potenz der größten Wurzel der Gleichung. 
So iſt in unferem Beifpiele 459 > (—5)? ober +723>(-5)*, 

. Daher ift denn auch bie 2te oder äte Wurzel and jenen 
Potenzfummen größer, als die größte Wurzel der Gleichung, 
und zwar nähern fich eben diefer größten Wurzel mehr bie 
höheren Wurzeln aus jenen Potenzfummen, als die niederen; ' 


nämlich jener Wurzel 5 liegt 225 (= 55 zunaͤchſt) näher, als 
v%9Kl=6p. 


Sucht man ferner zwiſchen beiden Potenzfunmen die mitt 
lere ſtetige Proportionalzahi aus Sg:x: 723, woraus x fehr 
nahe = 168; fo ift, wie man leicht ficht, dieſe Zahl wenig 
größer, ald die Summe aller mit + gefegten Wärfelzahlen 
aus den Wurzeln unferer Gleichung. Daher wird die halbe 
Summe jener Proportionalzahl und der Summe jener mit ihren 
eigenthämlichen Zeichen gefebten Würfelzahlen wenig größer 
ſeyn, als die Summe der + Wiürfelfählen aus den + Wurs 
zein, und bie halbe Differenz größer, ald die Summe ber 
— Würfelzahlen aus den — Wurzeln ber Gleichung. Folg⸗ 
lich wird denn auch die größte der geſuchten 4. Wurzeln kiei⸗ 
ner ſehyn, als die dritte Wurzel aus jener halben Summe, und 
eben fo bie größte der — Wurzeln Heiner, ale die kubiſche 


J Warzet aus jener halben Differenz. So m in umnferem Kalle 
die halbe Summe jener Zahl 168 und der Zahl — 89 — 30% , 


and ber halbe Unterſchied = 1283; ferner Y 39,5 (= 3,5 fehr 


naho größer als die größte + Wurzet (4-3) und Y1R8,5 
= 5 una) größer, als bie größte — Wurzel unferer 
Gleichung. 


Newton bemertt, daß man die gefuchten Wurzeln in noch 
engere Grenzen einfchließen werbe, wenn man mit den Sums 
men noch höherer Potenzen (3. 8. vorerſt P* und P*, oder P® 
and P®, dann P’ oder P’J ein ganz ähnliches Berfahren ein 
biste. Vergl. oben $. 56. 18. 19.) 


v. 


Theorie der Curven der zweiten 
| Ordnung 








A. ur 


vinien der erſten und weiten Orduung 
J uberhaupt; 


5.08. Aufgabe. Den algebraiſchen Ausbrud. der 
geraden Linie zu finden. 


Aufidfung Die zwei fih in A ſenkrecht ſcuueidenden 
Linien AX, AY (Fig. 32.) ſeyen in ber Ebene, in welcher 
beide liegen GGeom. 8. 147.) von gegebener und firer Lage. 
Zieht man- die Inbefinite Berade VV’; fo laͤßt die GSleichung 


— = tang B ($. 26. 2. ) bie Reigung ber Linie BC gegen BA 


und eben hiedurch auch gegen AC erkennen, dräckt folglich 

.. war nicht die abfolnte Länge, wohl aber (auch ohne Rädficht 

auf das Dreiecd ABC) die Lage von BC gegen AB und AC aus. 

Errichtet man nun Über AX in beliebiger Entfernung 

AP = x von A das Perpendikel PM, welches die Linie VV’- 

in M fchneidet; fo hat man (Geom. $. 112. Zuf. 2.) 
BA:AC = BP: PM , 


BA BA+x 


a4a0 
oder ac = 777 oder y= AB rAC 


- daher, a Rott 2 5 tung) und blatt AC gefets, 


1)... y=ax+tb. 
Da biefer Ausdrud für jeden beliebig angenommenen Bert 


von x den ihm entfprechenden Werih von y, d. i. den ihm 


eutfprechenden Drt des Punktes M der Linie VV’ gibt; fo 


kann er als die gerabe Linie in allen ihren Punkten repräfen- 
tirender Ausdruck, aber ald die Bleihung der geraden 
Linie ſelbſt betrachtet werden. 


Zufag 1. Diefe allgemeine Sleichung (1) wird einfacher 


für den Kal, wenn die Gerade Dvn durch den Anfangspuntt A 
jener. wieteprtngehärigen Tin MPvup PN A un PIN”, 
* * . geht. Denn biefe Linien ſugd wagen der ähnlichen Dreiecke 

, — ... i⸗ einem konſtauten Verhaͤltniſſe, oder es iſt 


pr =. ..;. oder Y=I=.. ‚=amtangNAX, 


1,708 unlfb Die. Geiding A = a edel y—az dem für. mike 


Punkte der geraden Linie AN gültigen’ Zufammenhang der mit 
sy bezeichneten Binien wusbrädt, So’ ik fie’ nt Necht als 
eigebrhifihe. Darleilung der geraden AN aa beteachten JE 


1 Anfab, Von ben ꝓcaederlen Einien AP,.PM keit 
jene bie Abfciffe, beftändig mit x, diefe PM bie Orb 
rd Bhrklibig‘ weit y bezeichnet, und deide, als: zugehörige 

Rinien, heiher die Goorbinaten des Punktes Mi fo wienbie 
Diefen Soexdinaten. parallelen und ſixen Cuneränberlichen) Li⸗ 
wien AXx- AN die Soordinatege Aren, und, zwar AX bie 
Kr feiffenere ober kurz: hie Are der x, und AY bie Or⸗ 
Diyatenäre ober Are der y. A heißt ber Anfangspugtt 
Eoordinaten. Abſciſſen, die auf der verlängerten Are jinte 
A, d.i. für Punkte der Linie VV’, bie lints der Art ber" y 

liegen, genommen werben, bezeldnet man mit x, wie ud 
bie Orbinaten, bie unterhalb der Arxe der x liegen, mit —y- 


Es if ferner klar, daß bie Abfciffe AP = x. die Entfernung 
deö Punktes M van der Are ber Y, und bie Orbinate PMc=y 
bie Entfernung bed Punktes M von der Are der x fey. End⸗ 
lich it in der allgemeinen. Gleihung (1) die Größe a die Tan⸗ 
gente bed Minkeils, weichen die Gerade VV’ oder BM mit der 
Mibscifienaze bildet, und die Groͤße b iſt die Drbinate AC ber 
nie BM fhe den beſondern Werth x = 0. 





A 26 nz 

IR jener Winkel »B.—= 0, d.i. BM mit ber re: der.x 
parallel; fo wird y=b, oder y==.C, weam.C überhaupt 
eine Konftante bezeichnet, ift die Gleichung einer mit der Axr 
ber x parallelen geraden Linie, fo wie x= 0’ die Gleichung 
einer mit der Are der y parallelen Linie’ift; Admlich in jenem 
Falle it y und in diefem x für alte Punkte M der tinie BM 
von unveränderlicher Länge. Endlich iſt y=o die Gleihung 
der Axe der x, fo wie x=n.0 die Wleichung ber Kite der. 


Zufag 3. Fuͤr eine andere, in derfelben Ebene mit BCM 
tiegende, daher auf diefelden Eoorbinaten- Wren AX, Avi bes 
zogene, gerade Linie gilt auf gleiche Weiſe, wie ), bie allge⸗ 
meine Gleichung en) 

Y=aX-+b’, ober fpecel y= ax -ub', 
und zwar für denfelben Punkt, in welchem ſich bie zwelte 
angenommene Linie mit. ber erften BCM fohneibet. Man findet 
daher aus y=ax+b und y=ax-+-b’ dur Elimination die 
Coordinaten jenes Durchſchnittspunktes; naͤmlich 


<= h— br und ab—al Fe od 
Aa m 2a 


Hieraus folgt, daß dar Augemeinen die Lage eined wanktes 
in einer gegebenen Edene nur durch 2 Sleichungen v von der Born 


x= A; y=B 


beflimmt werde, welde Gleichungen für einen Yamiı ie): der 
AbfeiffensAre; A) der Orbinatens» Are; y) für ben Anfangs 
punkt A ber Eoorbinaten in biefe uͤbergehen: on 


#)...x=A, y=0; 9)...x=0, y=B; y)...x=0,y=0. 


Zufag 4. Son aber bie gerade Linie durch den Punkt M' 
gehen, deren Soorbinaten x’, y’ gegeben ſind; fo ft nun die. 
weite Bleihung y’== ax’ +b Sr 3.). Daher b eiminist, 
bat man 

2)... y-y =a(x—x'), de MR = tang n.MR, 


gerade fo, wie nah $. 88 für x = 0 die Ordinate AC = 
tangB. AB iſt; daher iR (2) die Gleichung der gefuchten 
Linie, die durch M’ geht. Die Graͤße a. if, Arien in (2), 
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wie. die Aufgabe ſelbſt, uuberimmt, id. i. ihr Werch beliebig 
zu wemen, weil uneublich viele gmabe Linien durch beufelben 
Want Machen koͤnnen. 

Geſetzt aber, diefelbe Einie fole noch durch einen zwweiten 
Punkt M” gehen, deſſen Coordinaten find x,y', fo daß alfo 
nebſt den 2 Gleichungen 

—E sub „= ax’ + b.nod bie britte y = ax" 4b 
Statt findet; fo erhält mau nun durch Elimination ber Größen 
3, b bie Gleichuns der geſuchten, durch M' und M” gehenden 


Linie) —F MR 
(3) .. * = ha), oder MR= Yon MR, 


. MR AC 
in welcher, va. WE» mie — AB’ der Ausdrud von taug m’ ober 
tang B, auch a beftimmt iſt. 


Auch erhelit, daß der Abliand M'M" der 2. gegebentu Punkte 
von einander IMN ſey. 


Zuſatz 5. Es bilde BM’ mit der Are ber x den Winkel 
m, sit ber Are ber y ben Winfel 25 eben fo bilde B'M bie 
Biufel m unb.r’ und ben Wintel i wis Bd. Demaad if 
m = m-+'i ober ism—m uud 


"tung i =5 Winglm— my rgw’ — tangm ($.19.or.86.), | 


1+tangm. tang m 


oder da nach 5. as tang m’ ==a und taugm:=a; fo hat man 
a—a ’ 
, tang iĩ —ıt+a.a' 
Sind baher die 2 geraben Linien- perallel, d. i. der W. i 
—0; fo hat man aa; if aber die zweite BIM’ auf bie 


erfte BM' ſenkrecht, folglich tangi = tang 90° = o; fo hat mar 


1ta.ao, di ’=—-. 
cn | | 
| 5:29. Aufgase. Allgemeine Ausdruͤde der Co⸗ 
ordinaten⸗Trausformation zu finden 
Auf⸗ 


— BT. 


Auflöfung. Im Fig. 35., wo CR parallel mit AX und 
auf tiefe OB fegfrccht gezogen if, feyen AP=x und PM—y 
bie Eoordinaten, in Beziehung auf welche wir nach Fig. 32. Yie 
Gleichung der Geraden CM quödrädten. Die neuen, wie jene, 
ebenfalls auf einander ſenkrechten Coordinaten, zwiſchen wel⸗ 
chen wir nun ſpeciel eine Gleichung derſelben CM ſuchen, ſeyen 
CP=x’ ynb PM=y', deren Lage denn gegen die vorigen 
&oorbinaten x, y durch bie Größe AB=A; BC=B su 
pen Winkel, ac A’). gegeben ſeyn ſoll. 


un ' Den Biene CM == geſetzt, iſt | I 
eos l&-Hi) und CP·⸗ —8 
ie „Qu= y-B = * ein (a- i) und PM=y = sini. 
. ‚Hieraus hat man nach 8. 10. nr, 66. nad nr. 69. 


zs—=A-+x.cosa —y.sin« 


. @.. yz De nel um hiesaus 
; sy. x=(3-—-B)sina + (x—A)oos« Er 
“ Bu " Ay=(y—Beöss — x Aysinal.. Eu 


Dieſe —* ſtellen denn die allgemeinen Verwandlunge 
vor, die mtin mit ſenkrechten Coordinaten vornehmen kann. Die 
Werthe nämlich vom x und y ans (A) in obiger Gleichung () 
bes 5. 88 fubflituirt, wird bie Gleichung ber Linie CM in Bes 
zichaugea auf die Coordinaten x’, y erhalten. 


fag 1. Stellt man ſich in Fig. 32. yon dem firen Hunt 
Ä' 18 ot), Kine | gerabe Linie zum Bunfte M der geraden CM, 
gezogen dor, für welchen Punkt wieder AP—x uud PM—y 
die Gobrbinäten find, — und ſetzt jene Abſtandslinie AM cauch 
Radius veltor genammt). —=r und: den Wipfel MAP, den 
AM mit der Are der x bildet, = v; fo hat man 
RZ R.608V, wy=r. sinv. 
. . „Dur Subftitution diefer Werthe verwandelt man jeben 
Aunsdruck zwifchen rechtwinkligen Goorbistaten X, y in einen 
andern zwifchen den Polar⸗Coordinaten r und v. 
Will man aber won biefen zu jenen Äbergehen, fo muß man 
z und v oder ihre. Funltionen fu x unp y andbohden Es ik 
nänlih im APAM 
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r=yv(x’+y”); un Sg =; ya" und 


ar=-= 4m 


Vv Er | 
Ä Zafatz 2. Da man durih Subſtitution der durch die obi⸗ 
gen Gleichungen 9) gegebenen Werthe von x und y' in irgend 
einer Gleichung des mien Grades für die Koordinaten x, y 
offenbar wieder eine Gleichung Beffelben Grades für x uud y 
befommt; fo hat man mit Recht die Ordnungen verfihiebener 
Curven, in wiefern für fie nigebneifche Gleichegen: Biest fin- 
ben, nad, dem Grade, eben. dieſer Gleichungen keyaunt; 
ſo gehören 3. B. zur zweiten Drbnung alle Eurpen, ‚hie, durch 
Gleichungen mit zwei Abmeffungen oder vom zmeiten Grade 
ausgedruͤckt, d. i. deren Ratur oder Haupteigenſchaften aus den 
fuͤr ſie aufgefundenen Sleichungen erkaunt werden koͤnnen. 
Eurven “ber zweiten Ordnung And. ‘Die ſogenaunten Rebel 
ſchnitte (Sectiones conicae), Die Curve der erften Ordnung 
ift Die gerade Linie, Deren allgemeine Gleichung y= ax+b 
gs 88). Dieſe Curven felbft pflegt men. wieber von dem 
ranfcendenten zu unterfcheiden, für welche. keinß algebraig 
ſchen Gleichungen Statt ſigden. oo n...; 


8.90. Aufgabe. Die Gleihungen ber ‚Kegel 
ſchnitte zu finden. 

Aaflöfung D Durd Vereinfachung der, erige 
meinen Gleichung ber Eurven zweiter Ordnung 
(0) ... p* + Q Rey 4 Px + Tyti=o, 

in welcher P, Q,... Tonftante Groͤßen bezeichnen. 

Um vorerfi CP) ‘auf eine Gleichung zwiſchen andern’ Coordi⸗ 
naten zu bringen, fubftittire man in (9) den Gleichungen (a) 
bed 6.89 gemäß x.cosa —y.sin« fialt x und x.aina-+y.dosa 
Batt y. Diefe Subflitntion gibt ſtatt bed Gliedes Ray m mit 
telſt gehöriger Reduktion die Größe 

zyl(Q—P) 2sina . cos“ + Room — sine] 


man bat alfo ſtatt. des Faktors R von xy nan vermöge $. 221 
nn. 146. 151. den Saftor 


— 9 — 
M u, (Q-P) sin22 + R. cos 22 = sin 2 ng. 00r 20, 


indem Alles durch Q-P = — P—O) bivibirt wird. Mean 
- feße endlich, ve Mintel & Big. 33.) beliebig genommen 


werben fan, - rn = oder tang 2# = —2— ſo verſchwindet der 


Faltor (f) von xy und fomit das Glied ſelbſt, das ſtatt Rxy 
in ber neuen Gleichung Statt fände. Da nun die übrigen Glies 
der von (HP) nach vollbrachter Subftitution dieſelbe Korm 
beibehalten; fo geht Die Gleichung (O) ihrer Allgemeinheit un⸗ 
beſchadet in dieſe über: 


(9)... PR +QY+Rı+SyFı=0, 
in welcher wur P, QO,... andere Werthe als in (9) begeichtten. 


„8 AITt + 

‚Ran verändere ferner den Anfangspunft ber Coordinaten 
(8.88. 3uf.2.), indem man nad) den Gleichungen (4) ded 8.89 - 
ſtatt x' fubflituirt <A und y+B flatt y. Dadurch erhält 
man, bad mit feiner der variablen Größen ald Faktor behaftete 
Glied kurz mit 'T bezeichnend, die Gleichung 


N... PR +Qy°+@AP+RIx+QBQ+S-+-T=o. 


Nm hieraus auch die 2 vorlegten Glieder verfchwinden zu 
machen, : fee man, ba bie Werthe von A und B willführlich 
zu wählen find, = — = und B= — 5 Unter dieſer 

Vorausſetzung erhaͤlt man ſtatt (P") die Gleichung 


2. 99... PR +QP+T=0. 


Da aber je me 2 Glieder ober ihre Faktoren unferer Bors 
ausfegung zufolge nur dann verſchwinden können, wenn Feine 
der Größen P, Q gleidy o iſt; fo erhellt, daß bei biefer Vers 
einfachung der Gleichung (O) drei Fälle zw unterfcheiden find; 
1) wenn P und Q=0 find, bann gehört (O), ald Gleichung 
bes erften Grades, ber geraden Linie an, bietet alfo für die 
Auflöfung unferer Aufgabe kein Refultat dar; — 2) wen mar 
nur eine jener Größen 0 feßt, 3. B. P, dann geht (9) in 


Qy’ + Rx +Sy+1=0 
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und dieſe Gleichung mittelft obiger Sehkitution wieder in 
Diefe über: 

Wr Här ER z+BQ+AR+BS+I=0. 


Maar ſetze 82353 jo verſchwindet das zweite lieb, 
und man hat durch Reduktion, Berfegung unb Divifion: mit Q 
die Gleichung: 
— Sg? iyaR AR _ ’R x 
er Ki Q ." 


(a)... = 2px. 

: Man erhält auch (a), wens man bloß Q 0 fegt, Die 
mit 2p bezeichnete Größe heißt der Parameter der Eure, 
und if Aberhanpt eine fonftante gerade Linie, mit weicher 
die Eoordinaten verglichen werben. 


5) Wenn weber P noch Q gleich o ift, fo daß inan nach 
Dbigem eine Gleichung vom der Form 9”), noͤmlich 


Pr? q5 21 
hat; fo kommt entweder jeber der Groͤßen P,Q ein — Werth 
zu, und die Gleichung felbft ift uumöglich ; ober beibe Größen 


haben einen 4 Werth, z. B. P=— und Q= w dann 
hat man 
(8 ... * S+% 


oder es iſt 8. P=+ und NEE fo hat man 
GG)... zone 
welche re man auch findet, wenn man P= — * und 


Q= +5 fept, indem man nur x in z und y in be vers 
wandelt. 


U. Dur den Schnitt bes geraden Regeis (Seom. 
§. 170). 


— MM — 

1) Die Eurve der zweiten Orbnung, für melde die Gleis 

Hung (a) zwiichen rvechtwinfligen Coordinaten gilt, iſt eine 
ſolche, in weldher das Quadrat jeder Ordinate y 
gleich iſt dem Rechtecke unter dem Parameter 2p 
und ber Abfeiffe x, ober in welcher fidh die DQuabrate 
der Drdbinaten zu einander verhalten, wie die ent- 
fprechenden Abfciffen. Denn wie y2 2px, fo iR auch 
Y2 2px, folglih y?:y?=x:x. 
Es entſpricht alfo jeder größeren Abſeiſſe eine größere Or⸗ 
dinate, und umgekehrt. Daher ift die Eurve, für die (a) gilt, 
eine nicht in fich gurädetehrende, oder ihre Aeſte AR, 
AS (His. 54.) laufen auf beiden Seiten der AdfcifiensAre AX 
in's Unendliche aus, unb zwar ſymmetriſch und ohne anf 
bie Seite der Are AY zu treten, indem wermöge (x) auch 
y=+Yy2px if, d. i. jeder + Ordinate, 5.8. PM eine gleis 
che — Ordinate Pm entſpricht, und weil für — x die Gleichung 
oder die Ordinate y unmöglid; wird (vergl. $. 88. Zuſ. 2.). 


Daß biefe, mit dem Ramen Parabel belegte, Curve ein 
Kegelſchnitt ſey, d. i. baburch eutfiche, daß ein geraber 
Kegel DBC (Fig. 55.) von einer Ebene parallel mit einer 
Seite des Kegels gefchuitten wird, erhellt kurz fo: Stellt 
menu fi durch den Gcheitelmintel D des Kegeld die Ebene 
DBC gelegt vor; fo ift auf diefe fowohl die Ebene AMm ie 
ſich mit jener in der Are AP ſchneidet), als auch die Grundflaͤche 
BMCB des Kegels cdie fi mit BCD in BC ſchieidet) ſent- 
recht; demnach iR auch die gemeinfchaftliche Durchfchnittslinie 
Mm ber lebten Ebenen AMm und BMCB ein Perpendikel auf 
die Ebene DBC (Geom. $. 156. Zuf. a.), alfo Mm fowohl 
auf AP, ale auf BC fentreht GGeom. $. 199.), d.i. MP ſo- 
wohl Ordinate y für den Kreis, als für die Eurve AMm, 
in Aufehung welcher die der y entfprechende Abſciſſe AP=x ifl. 


Run ift Geom. $. 124. Zuf. ı.) 
BP:PM:PC(=AB), bi. y2 = BP.AE. 


Aber wegen der aͤhnl. Drei. ADE, ABP ift 


. DE: AE = AP: BP, di. BP=5n. x, folglich 


- Mm 
Y=20.x ober yP=2P.x, 


indem bie Größe 2- gieid) dem Paramster 2p gefat werben 


kann. Denn wegen DE: AB: 2p begeichnet jener Agddrud 
eine gerade und zwar Fonftante Linie, fo fange das Dreied 
ADE over der Anfangepumft A der Abfcifien unverändert bleibt. 


Ferner folgt aus obiger Bleichung bie Proportion x:y: = , 


aus welcher Mar erheflt, daß ber letztere Undbrud oder das 
Drei. ADE zur .Bergleihung unb Beſtimmung ber veränber» 
lichen Größen x, y diene. Es ift alſo bie Parabel, bereit 
Gleichung ift y2 = 2px ein Kegelfchnitt. 


2) Aus (A) hat man, die Abfcife vom Mittelpunfte A 
an genommen, 


2 b? 3 — b 7 2 
* 536 —x?) oder y-+r-ya — x’). 


Set man hierin x—a, b.i. nach Fig. 530 AP ABy 
ſo wird y=0; fuͤr x50 wird y=+b; für yo wird 
x—=+a, und für x>a wird y imaginär oder unmöglich 
Weil überbieß jeder + Ordinate eine gleiche — Drbinate ents 
fpricht; fo folgt aus dem Gefagten, daß die Enrve, deren 
@teihung (4) if, eine in füch zuruͤkkehrende wie bie 
Kreislinied und zu beiden Seiten der zwei Coorbinatens Aren 
BC, DE fgmmetrifch liegende Eurve ſey, weiche den Namen 
Eltipfe erhielt. 


Der Anfangspunft A der Eoorbinaten heißt Mittelpuntt; 
AB=ACzza bie halbe große Are (axis major, pri- 
mus, principalis, transversus) und AD=AE=b bie halbe 
fleine Are (axis minor, secundus, rectus) ber Ellipfe. 


.Nimmt man zur Ordinate PM = y bie Abfciffe BP = X 
vom Scheitel B der Ellipfe an; fo geht (9), indem man flatt 
x oder AP den Werth a—X fest, in bie Gleichung Aber: 


2 
— 


u aa — 


Sf Een, ik weiche (BY ober (9) wilt, iſt wieder ein 
—* oder entſteht dadurch, daß ein gerader Kegel von 
einer Shene geſchnitten wird, welche ſich mehr zur Grundfläche 
vo Arge Beigt, ald eine Seite deffelben. 

Sey BmCMB (ig. 37.) die durch diefen Schnitt erzeugte 
Burve. Man ziche mit dem Durdnneffer der Grundfläche des 
Eegels parallel CH und BI, und EF fey der Durchmeſſer 
eines mit jener Grundfläche parallelen Kreiſes. Es ift dann 
wieder, wie vorhin unter 1), Mm fowohl auf ER, ald auf 
BC: ſentrecht, daher bie rechtwinkligen Coordinaten PM = y 
uud BP == X (diefe vom Scheitel B an genommen), uab PM? 
eder y2 EP. PF. Aber mittelft der ähnlichen Dreiede BEP 
aud BHC, dann CPF und CBI findet man 

CH.BP CH.X (2a—X).Bi 
EP = 0 =. m PF= — 
CH. CH.BI „2wX_-X’ 

a 2a 
aber wenn man ben erſten Kaltor aus denfelben Gruͤnden, wie 
woehin.unter 2), gleich 2p febt, die Gleichung: 

a pxX⸗ xy 

Sir X=AB (ig. 36.) =a wird ?=AET—=b?=ap, 

2 . ; 3 
baher —X dieſen Werth ſtatt p in G), oder p ſtatt = 
in (4) ſubſtituirt, geht im erften Kalle bie Gleichung (A) in 
(3), und im zweiten Falle (4) in (5) uͤber. Eben fo in (67) 
zugleich flatt X den Werth a—x (d.i. AB—AP ftatt BP) 
fubRituirt, hat man die Gleichung (4). 

Es ift alfo der mit dem Namen Ellipfe belegte Kegelfchnitt 
feine andere Eurve, als biejenige, für welche wir urfpränglich - 
die Bleichung (8) fanden, und die Gleichung (4) ift die all 


geweine Gleichung der Ellipfe zwifchen den rechtwinkligen 
Coordinaten chiefe vom Scheitel B ber Eurve angerechnet). 


O Aas der Gleichung (1) iR 
’ 2 
* —B oder y =t,va-n) ” 


daher 





— ‘ 
? v y22* 








(Fig) <ta Bi. AMm. yuamoglich * * 
Punkt der Curve zwiſchen B un BI kiege;' daß. aber für 
>+a aud bie Ordinate y einen größeren +. Werth. befsunu: 
Daher ift denn die Curve, deren Gleichung (7) iR, «ine ſolche, 


beren fommetrifche Aeſte BM, BN und BM', BN’ zu ben 


den Seiten der Soordinatens Aren AX, AY in’ Unenblide 
auslaufen. 


,  Rimmt man bie Abſciſſe xX-Bp vom Scheitel B ber Gurve; 
ſo tx=a+X, daher burch Subſtitntion diefed Werthes im 
"y) nun die — 


NM... y= T@X+RN, ober yart ya 4X. 


Auch diefe, Hyperbel genannte, Curve entfprindt, were 
ein gerader Kegel (Fig. 39.) von einer Ebene gefchnitten wird, 
die fich weniger, ald bed Kegeld Seiten, zus befien Grundflaͤche 
neigt. Zugleich erhellt, daß, wenn man ſich einen gleichen ges 
zaden Kegel KF’G’ mit feiner Spige aus bie bes vorigen des 
geld KFG geftellt benft, biefelbe fdhmeidende Ebene jenen zwei⸗ 
ten Kegel treffen, folglich eine Curve BM’N’ entfichen mäÄfle, 
aͤhmlich und gleich der Curve BMN. | 

Zieht man nun mit FG oder F’G’ parallel BD, BD und 
fest PM=y und BP=X; fo hat man, wie bei ber Ellipſe 
‚unter 9, PM?=y?=FP.PG. Aber mittelft der ähnlichen 
"Dreiede FB'P und DBB, dann BPG und BD’B’ wird 

BP.BD _ @@+X). BD 0 


er= BB 2a und 
BP.BD' _ X.BD. 
PG = 


entwickelt; demnach wieder, wie oben, Ba D. = = 2p > gefett, 


findet man 
ar. ‚yazpx+B —, ober y=+V| apx 25). 
d. i. die allgemeine Bieideng dieſes Legelſchaiued zw iſchen 


den rechtwinkligen Coordinaten und bie Abſciſſen vom Gcheis 
tel B des Schnuittes an genommen. - 


I 


— u — 
man fernen“ amuiog welt der QUpſe ben e mr 
A ver Goordinnten: in der Geicheng cY) Mittelguntt dvar 
. Hywerbel weunt; «ben fo heißt auch hier die mittlere fletige 
Proportionale zwitchen ber halben großen Axe AB und De 
halben Parameter.p die halbe kleine Are = AL= AL—b; 
d. i. auch für die Hyperbel iſt, wie für bie Eifipfe, = =ap 


oder —* Diefen Werth, ſtatt p in dd, oder — Raitıp - 


in (7) fabftitwirt, hat man fm erfien Falle die Bieichung: a") 
uub im zweiten bie Gleichung (7). 


Zuſat 1. Der Parameter 2p, als konſtante gerade Linie, 
säßt ſich für bie genannten Kegelfchnitte fonfruiren: 
a) für die Hyperbel. Nach Obigem it 2a:BD=B'D’:2p5 
. aber and), wenn man Be== BD madıt und ep’ parallel 
BD zieht, it in den Ahnl. Drei. B’D’B, ep’B. 
BB’: BD’= Be: ep, d. . BD: eine =2p. 
9 Für die Ellipſe Findet man auf gleiche pe=—2p (Fig. 37.). 
c) Für die Parabel. Nach dem Werthe von 2p unter 1) 
IR DE: AE:2p. Macht man nun in %ig.55. De AE 
und zieft ep EA; fo it auh DE: EA: er aiſo 
ep2p˖ 


Iſt alſo der gerade Kegel und die Neigung des Sanines | 


zu jener Grundfläche gegeben; fo ijt auch allzeit der Parame⸗ 
ter ber Curve ober ber Hauptare derfelben gegeben. \ 


Zuſatz 2. Sebt man in (6) und (7) a oder az, 
fo erhält man die Gleichung (Ca) für die Parabel; d. i. Diefe 


\ 


Curve läßt ſich als Ellipfe oder. Hyperbei.behams 


bein, beren große Are unendlich if. — Setzt man chen 
ffna=—a; fo geht bie Gleichung ber Hpperbel in bie 
der Ellipfe Aber, oder jene Curve laͤßt ſich wie, eine 
Ellipfe behandeln, deren ‚große Are mit — genome 
men wird. 


* Gept man bei der Eiliyfe bm a (Bir. '56); ſo geht ſe in 
bien Kreis Über, welcher ebenſalls als Kegelſchnitt zu betrachten 
it, dadurch entſtehend, daß ein geraber Kegel parallel mit: ſei⸗ 


+ 


| - m — u 
sur Gruublikde von eur. @bene Hekhnitten wire: Deher ifk 
unser jener Berantfehung (a =: b) wermöge (6) 
0.9... ar— x?, ober y=4vVv@—x) | 
die Gleichung für den Kreis, bie Abſciſſe AP vom Mittelpunkte 
A genommen, weldyer denn die Ordinate PN = y entipridt.. 
KRimmt man aber bie Abſciſſe vom Sqheitet B an; fo gilt vers 
* ) 
@-» .. = | 2X X?, oder = +V(2aaX— 1%. 


8. 91. Erklärungen Sey MAM' (Fig. 20.) eine Euroe 
Der weiten Ordnung mit den Coordinaten AP x’ und PM 
=y; fo if \ 

4. die Gerade BT, welche biefe Curve in dem einzigen Pumfte 

IM berührt, Tangente der Curve für eben biefen Punkt 
M, bie Richtung gleichſam angebend, welche die Eurve in 
M. hat. 

2. Der Theil BP der Abſciſſen⸗Axe zwiſchen der Tangente 

BAM und der Orbinate PM heißt Subtaugente für den⸗ 
feibeg Punkt M. 

5. Das bie zur Are ber x verlängerte Perpendikel MN anf 

die' Tangente im DBerährungspunfte M — heißt Row 
male und 

& der Theil PN aus ber Are AX gwifchen ber Rormale 

MN und der Ordinate PM heißt Subnormale ber 
Eurve für den Punkt M. 


5. Der Punkt FG. B. Fig. 36) der Are der x, in weldem 
bie Ordinate Fu gleich ift dem halben Parameter p wird 
Breonnpuntt (focus) und 


6. jebe Gerade, vom Brennpunkte zu einem Punkte ber Curve 
gezogen, wie z. B. FM, Radius veltor ber Eurve 
genannt. 


$ 9. Aufgabe. Kür die Tangente, Subtangente, 
Mormale und Subnormale einer Eurve der zweiten 
Drbnung Hleiäungen oder allgemeine Anshräde 
in finden. 


— MM: — 
Auflöfung Die a Bickhungensce)) (An Cr? bed 6. 90 
I. können burch bie einzige ber I 
(VD... Axꝰ BRy + CE D=o 
dargeſtellt werben, folglich gilt Hinfichtlich ‚ber Curve Mar 
(Fig. 40.) die Gleichung 
(2)... Ax By 4 Ox5 +D=0 G. —8 
Ferner iR nad) 6.88. Zuf.a., P flatt a —XX die Bd 


“ang der geraten, bitch; M gehenten Lutie Min. ; 
” H)...y-y- Pa—x), Pe 7 
in welcher nur P unbeftimmt if. | 2 


Stellt man ſich nun €1) und (3) als zufänmengehörend, und 
ftatt x oder y den Werth 3. B. aus (3) in (1) Coder umgekehrt) 
ſubſtituirt vor; fo erhält man in jedem Falle eine Gleichung 
der zweiten Ordnung; ein Zeichen, daß Min; eine Carve, wie 
AMM', ber zweiten Ordnung in zwei verſchiedenen Punkten 
M; m ſchneide. 

"Laßt mau weiter die Gerade Um ſich Hin M: alt feiten. 
| Punn gegen A hin drehen; fo wird der Punkt m, in weichem 
Mm die Curve fAmeidet, dem andern Durchſchnittspunkte M 
‚immer näher uab näher ruͤcken, bis er mit dieſein zuſammenfaͤllt, 
"oder die Gerade Mm in bie Lage von BM gekommen if. Wir 
feben. hiedurch eine Linie BM nothwendig entſtehen, welche die 
Eurve, ohne die Curve noch in einem andern Punkte m gt 
fchneiden, in M berührt, d. i. eine Tangente ber Eure 
MAM für den Punkt M. Da ſich die uͤbrigen Linien, Sub⸗ 
tangente, Normale ıc. auf diefe BM ober BT beziehen; fo if 
zugleich auch der Urſprung dieſer Linien im Beziehung auf eine 
Kurve der 2ten Ordnung nachgewieſen. 


Um nun P in (5) zu beftimmen, ift die Differenz von 0) 
und (2) 

(9... Ant+r)a—K)+BGIHNG-PIrER-NI=0;, 
baher durd; Subftitution des Werthes von y-y aus (D “ 
(4) und durch Rebultion 

6)... A(x+x)--BP(y—y) +C=0. 
Well nun m mo M untemmentalen {elen, vamat == 
und y*ſeyn “; fo it 


= — 


ET OA EEE, rs 
sub hieraus , ER 
Zu vo“ = +6, 
aiſo die für die Tangente gefuchte allgemeine Steicjung vers 
möge * 2Ax-+C 


(Do: y-y + y an =0, 


| Da die Rormale MN anf BT in M fenfrecht iR, iR 
vermoͤge $. 88. Inf. 5. die Gleichung für die Rormale einer 
Curve der ten Orduung By 

(8) »... -/-— Trz ru _-x)= O. 
&6 iR ferner P ober a = tang MBX &.00) = TS, 2 
die Subtangente 2 


Ver 


Weil nblih BP: PM: PN (Geom. $. 124. 2)) #i ie hat 
man den Uusbeut für die Subnormale 


(10)... PN = —— > — —.— 


Eben fo’ ift allgemein and, die Rormale 
MN=y (y”+Subnorm.?), u. Tangente BT=y(y"+Subt.. 





B. 


Setondere Betrahtung der einzelnen 
| Kegelfänitte*) 

a) Parabel. 
8.08. Aufgabe. Die Sleihung ber Parabel zwi 
fhen den Polarcvordinaten r und v, ober bie Polar 
gleihung zu finden. 





> =) Hierlben, wie Aber A., vorgl. „Bints Werfud einer aualpt. 
Seom.“ ieberfegt mit Sufägen v. Dr. Ubrens (Rärmb. 1317) 


J 


— MM — 


‚4 Yafldfung. : Bermöge-ber Sichens y? = apx. fir Di 
Paradel:if, 7.= p sieht, x =. Ipan Rimmt man alle Ad 
Gig 5d =4p; fo it EM’ = p, dıd.gm dem halben: Para⸗ 
zabter, ‚baber.;F der Btenupunft ueb. FM rin Madins veltar 
der Parabel (3. 91.5. 6.). Da man ſtch nun dieſe Curve, wie 


jeden Kegelſchnitt, durch die ſtetige Bewegung eines Puuttes M 


bei einem gewiffen Äbſtande von F inffpfungen behten kann; 
16 IB’ kier mach 5.80. Buf.d. P der Pol; der Rabiud beitek 
FM ='r; nun die veränderliche Eoorbinate, und ber Polar 


wintel '‘AFM = v. "Dan bat fein m a Eu 
z=y@®+y9 = V(FPR-+PMY) = VIa—ıp?+äpk' 

ya“ ! .: " Fr In — \ 

ds „pt m cav= = Zr, „2 971 


Aus biefer legten Gleichung ben Werth von x jp'Zt 

cos v- in: der vorigen fibflitwiet, iſt bie gefuchte Polargleidgung 

— pP — p 5 an 4p-- . 31. 1 
nn Tg EI en 


5.94 Eehrfag. Macht man bie Bertängerkkg 
AB der. Abfciffen- Are, stein, AR — $p und’ errichfe: 
in B ein indefinites Perpendike DZ (die Direfitin? 
fo ſteht von diefem jeder Punkt M der Parabel f 
wett ab, ale vom Brennpunkte, oder eb iſt MQ= MF. 
Beweis, NEW raMF=p+rr=Ah+AP 
=. BP; aber auch MQ= BP, folglich MO=ME., _. ., 
Zuſatz. Man kann fih dieſes Gapek bedienen, mm 07} 
Punkte der gu befchreibeuden Parabel zu finden, wenn bie Ars 
AX, der Echeitel A umd der Yirenupunfe. F gegeben ſind. Er⸗ 
richtet man naͤmlich indefinite Xothe wie Pın, Pim’,..:; fo wers 
ben die mit den Halbmeffern BP, BP',... von Fand utf jenen . 
Lothen abgefchnittenen Punkte m, m, ... Puntte dir’ zu de 
fchreibenden Parabel feyn. ‘ 


. 96. Aufgabe Färben Bunte‘ M,ber Parabel 
die Tangente zu zichen. | | 


Aufiöfung. Die den, Winlel EMQ -heikirmbe Eine MT 
it Die verlangte Tangente. ee 


= 20 — 


U Werth. Jedet andere Puntt p der MT Hegt düßer ber 
&hrve.. Denn äge’B noch in dieſer; fo wäre pf = pg dr 941. 
Run iſt Pb = bO ıid-biE Winkel um‘ b find gleich, aife weite 
Mintel, demnach Fp = pQ. we wäre folglich Pe pq pP 
jeie unmöglich it" 

Bufas. Wegen. der Kongrueng der Dreicde TFb unb 
BQM if TF = QM = BP, bahıer aud) TA = AP, d.i. ber 
Ahßaund des — T der Tau⸗ 
geute vom Scheitel A der Darabel seiar der Abs 
ichte 

$. 06. Aufgabe. Die Steigungen ober Beribe 
der Targeyte, Nermale, Subtangente nud Gab 
sormale zu finden. 
: Anffüfung. Die Gleichung der Parghel, zeit ber. ailgemei⸗ 
nen $.92..01), naͤmlich 

"ya 2pır So mit Ax?--By? ICx+D=0 ' 
alien, erhellt, daß hinfichtlich der Parabel A=0, B= 1, 
a und D’= 0 jev, "dag folglich. bie allgemeine Glej⸗ 
ung tn bed 8.92 in hieſe für die Tangente ber Parabel 


5 


y— Yin Harne = Q, pber ober yy’ —* ——— 20, 
1 4 r yy-»vatr) 0, Item Rz ap ik 

Eben fo hat man vermoͤge (8) $. 92 nun für die Rokrkale 
de Päradel dir Sreichung 


u . eh: yy — T2) = 0. 







iR "Ferner jehen die —* allgemeinen Ausdruͤcke der Sub⸗ 
taygente ı und, ‚Subnormale i in dieſe 
TP = 2x und PN =p 

fiber, d u. bie Subtangente der Parabel iſt gleich der 
doppel en Affciffe (= 2AP) und die Subnormale iſt 
gleich dem halben Parameter, alſo eine Konſtante 
unb gleich ber durch‘ den Brennpunkt gehenden Or: 
dinate EM. 


un an m 


Cudiich in auch die Normale MN = Veen bie 
Cangente MT = y’l2px'+4x'3 (5:98). ' ef 


Zufat . Da FM=MQ=FN=Fi (9. 3uf), 
vi FM = RN =.FT if;.fodarf man nur dem Nadine vel- 
tor. EM die Einen FT, EN glei, machen, um die Vangenie 
MT und Rormale MN für. den Pate M- be Fonkrnicen. n: Ir 


HBETTTEN "‚Im,dar, wprigen Wuflöfunge fanden wir "iu 
th der Parabel die Gröfe P SE dere oder — | 
j V 


MIX. @6) a bang, —* ang w=B, Beil 
ferner den Winfel’FMT = » heſett, = = 180 — MFr \{ 
MTX oder » = (18 —v) —w ütz To’ hat man’ nad‘ Dar 
hr. 86., da tang (160° —v) = = — tang'v ($.7. Zuſ. 25 


33* 


Y 
P-H-tangv . J 
auge = 1=P\tang v “ 
' Aber nad) '$. 89, Zuſ. 1. iſt ungr=— = = 


—jp ($. 95); weichen Merth in der vorigen Birds 
fuopievit, dann "gehörig vebueirt, findet man | 


- si 3 


—Px +3pP-+y 
a Terz Bait P win | 
| -B4$ 4 2412 
= IR Den Zähler af einer 


Sirenen gehancht, Kart y” ſubſtitnirt F und reducitt, In man 
px’ px tip? _ 
. tang u = = wyhjpy ” 

Alſo {ft der Winkel » = dem W. w Me FMT = MTX; 
gieht man daher durch. M parallel mit AX die gerade MR’; 
fo it der Winkel PMR’= MTX = FMT, d. 1. die Zangent⸗ 
TAMp bildet mit MR und mit FM gleiche Winkel. Daher iſt 
duch der Einfallöwintel Cang. incidentiae) FMN := em 
Ausfallöwintel (ang, reflexionis) NMR'; felglih ver 


ein ‚Harabplifiger Spiegel die yarallcei wit 
feiner Are einfallenben Strahlen im Brennpunlse, 
nad, umgelchrt. 


78,9. Erk laͤrnugen. 1. Iebe durdı von Mütelpunft 
vard. Ergelfnnittes gehende Sehne heißt Durchmeffer, uud 

wenn Miefey.aine Reihe paralleler Sehnen halbirt; ſo find dieſe 
die ihm zus oder beigeorbneten Sehnen oder Ordi⸗ 
naten: ‘Unter ben Letzteren findet fich immer ein dem vorigen 
zunaeoräneter, Duchmeſſer. Der Winkel, user weichem Ad 
Beide. fipueiben, heißt Gonjugationswinkel. - IR dieſer 
= 90°, wie 9.8. bei der Ellipſe in Besichung auf die Arch 


‚BC, DE (Big. 56.) ;, fo.nennt man biefe Durchmeſſer auch bie 


Hayptburchmeffer der Curve. 

2. Da bie Parabel feinen Mittelpunkt hat, oder ein folder 
nur in einem unendlichen Abflande vom Scheitel A angenoies 
men werben Tann, wonach jebe durch ibn gehende Gerade paral⸗ 
Iel der Are AX wird; fo nennt man jede foldye Parallele, wie 
Mq (Fig. a1.), die die Parabel in einem Punkte M trifft, den 
Durch meſſer der Parabel. Die mit ber Tangente MT, 
die für den. Scheitel M ded Darchweſſers gezogen if, parallele 
Sehne ce oder ihre Hälfte heißt Orbinate bes sDercmefi; 
Die zugehörige Abfciffe ift dann Md. = 


dos Tehrfag.. Der Durameffer Mg balbirt 
feine Ordinaten, ober es iſt de= de. 


Seweis. Zieht man AQ und iclil Pan, begrenzt in dem 


| Kerlängerten Durdimefler qMOQO; fo if 


r:9) S ATh& AhmQ wegen der werhfelfeitig gleichen Min⸗ 
fl und TA=AP (6.95. Zuſ.) = QM, baher aud, zu 

. beiden Dreieden AhMP hinzugethfan, APTM = PQ. 
3 Die aͤhnlichen Dreiede PTTM, icB verhalten fi wie 
PM?: ic? (Beom. $. 135. Zuf. 1.) = AP: Ai ($.90. I, 
1) =PQ:iQ (Beom. 5 111. uf. d. i. PTM:PQ 
. ziecB:iQ; aber PTM=POQ, folglih auch icB = iQ. 
»S)" Zieht man audr ge ii PM; fo bat man eben fo PTM:geA 
: = PM? :ge? = AP: Ag = PQ:gQ, baher wieder geA 

=g0, 


— 173 — 


= .zQ, nud, von beiden Figuren daſſelbe icdii wugge- 
nommen, dfe = cld. Diefe Dreisde find aber auch aͤhn⸗ 
lich, folglich fongruent; alfo de = dc. 


5 99. Lehrfag. Auch die Quadrate der Orbinas 
ten cd, An bes Durchmeſſers Mq der Parabel vers 
halten fid, wie ihre entfprehenden Abfciffen. 


- Beweis. Wegen der Gleichheit der Dreiede ATh, hMQ 
($. 98. 13) it AikT=iQ-kIM, folglih da AicB = iQ 
($. 98. 9), auch cT=kIM. Eben fo it AAnQ = Tan we 
gen AATh = AhMQ. Aber die ähnl. Drei. del, AnQ 
verhalten ſich = cd?: An? oder = d’T:: Tn, und letztere Parals 


Ielogramme = Md : Mn (wegen einerlei Höhe); folglich if 


cd?: Ant = Md :Mn, oder 7: Y”?=x:X. 
Zufaß 1. Da man bie Glieder bed vorfichenden legten” 


Verhaͤltniſſes auch mit. 2p' (dem Parameter bed Durchmeſſers) 


multipliziren kann; fo erhellt, daß diefelbe Gleichung y”= 2p'x’ 
binfichtlich der auf die Durchmeſſer bezogenen Parabel gelte, wie 
für die HauptcoordinatensAren, daß man baher auch biefelben 
Hanpteigenfchaften diefer Eurve finde, man mag fie auf dieſe 
Aren oder auf die Durchmelfer beziehen. 


2 u 
Zufag 2 Aus An? = 2p'. Mn if ap = = m 
TM” _ TP?+PM*” ax?--2px 3 
⸗78— — 5* (696) = ax 2p, 
oder pP = 2(4p-+x) = 2FM ($. 94.), d. i. der halbe Paras 
meter p bes Durchmefferd Mg ber Paraber gleicht -- 
Dem boppelten Radius vektor für ben Punkt M, 
oder Dem doppelten Abſtande bes Scheitel$. M die 
fed Durchmefferd vom Brennpunkte; oder diefer 
Abſtand iſt gleich dem vierten Theile bes Parames 
ters des Durchmeſſers. 


Zufag 5. Da 2p = 4x-+2p, fo iſt der Parameter bes 


Durchmeſſers ſo lange groͤßer, als der der Hauptaxe, bis x=0 


wird, d. i. M mit A niſammenfaͤllt. 
Zuſatz a. Nimmt man auf Mq die aeſeiſſe zip; fe 
kann man fich den Punkt n, wie bei ber Hanptare AX, ale 
Dr. EMön's Lebrdegeiff der Hädern Mattematik. 18 


. 
m 


— O9 

Brennpunkt vorfiellen, und ed iſt denn auch hier, weil y? = 
2p.xX = 2p.4p=p” if, y=p, bi. die durch den 
Brennpunft n gehende Ordinate bed Durchmeſſers 
gleich deſſen halbem Parameter (6. 91. Zuſ. 5.). 


Anmerkung. Die Auflöfung des berühmten Delifchen 


Problems „den Altar bes Apollo zu verboppeln” 


beruht darauf, zwifchen 2 gegebenen geraden Linien p, q zwei 
mittlere fletige Proportionallinien y,z zu finden GGeom. 5.130 
Anm. 2. und $.186. Anm). Ohne noch höhere Eurven, z. B. 
die Eiffoide des Divfles oder die Conchoide des Niko⸗ 
medes, ald Mittel zur Erreichung jened Zweded zu wählen, 
fährt fchon die Konftruktion zweier Parabeln (Fig. 40.) zur 
Konſtruktion ber 2 gefuchten Linien. Weil nämlich ſeyn fol 
p:y:z:qg, ode pıy=y:z=z:q, 
hieraus aber bie 2 Gleichungen 
y”=pz md ?=gy 
folgen, deren jede die einer Parabel it; fo wirb man beiben 
Genäge than, indem man aus demfelben Anfangspunfte A auf 
den rechtwinfligen Coordinatenaren AX, AY zwei Parabeln 
befchreibt ($.94. Zuf.), dann aus dem gemeinfchaftlichen Durch⸗ 
fehnittöpunfte die Perpendikel MP, MQ auf die Aren fällt. 
Man hat, indem man p und q die ganzen Parameter bebeuten 
laͤßt, 
PM’ =p.AP, b.i. ? =p.z und MQ’=q.AQ, bi. 
2?=q.y, folglich y=AQ un z= AP, ober 
p:AQ: AP:g. 


b) Eitipfe. 


$. 100. Eigenfhaften der Ellipfe, diefe auf die 
Aren bezogen. (Vergl. S. 00. II. 9). 


1. Aus der Gleichung CB’) des $.90. II. folgt die Proportion 
y?:(2a—x) =b?:a%; 


aber (a—x)x = CP. PB (Kig. 36.) heißt das Rechte unter 


den Abfcifien, und b?:a? ift ein lonſtantes Berhälmig, folglich 
it Die Ellipfe eine Eurne, in welder die Quadrate ber 
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Drdinaten fich verhalten, wie die NRechteffe unter 
ben entfprehenden Abfciffen. 
Stehen die Orbinaten, wie PM, PM', von ben Scheiteln | 
B,C gleichweit ab; fo werben diefe Rechtede, daher auch die 
Quadrate jener Ordinaten, oder diefe felbft einander gleich. 

2. Befchreibt man mit der halben großen Are AB aus dem 
Mittelpuntte A der Ellipfe einen Kreis; fo iſt PN? = 2ax—x? 
($. 90. I. = (QQa—x)x, folglich geht die obige Propors 
tion in biefe über: : 

‚y? oder PM?:PN”’=b?:32,d.i. PM:PN=b:a. 

Alfo haben alle Orbinaten der Ellipfe zu ben 
entfprechenden Orbinatel des umgefchriebenen Kreis 
ſes eiuerlei Verbältniß. 

Wuͤrde man daher die Orbdinaten eines Kreifeö 523. hals 
biren; fo würde die durch die. Durchfchnittöpunftte gehende Eurve 
eine Ellipſe feyn. 

3. Es ſey für den Punkt I, für welchen FI=y und FB 
mx iſt, das auf die kleine Are DE gefällte Perpenbilel 10 

die Ordinate = y’ und die zugehörige Abfciffe GE= x; fo 
bat man, ba GE = AE—AG = b—-FI if, “= b—y, 
oder y=b—x. Eben fo ik IG=y=a—x, oder x=a—y‘ 
Diefe Werthe in der Gleichung (4) des S.90. U. ſubſtituirt, 
enwidet mn —  —. -g2 

y” = 7 @bx — ?), 

d. i. eine ber (BI) ganz Ähnliche Gleichung, bie Coordinaten auf 
die Kleine Yre bezogen. Aus ihr folgt denn wieder 

y?: @b—x'Jx’ z a?:b? .oder IG’:DG.GE = a®:b2, 
d. 1. Die Quadrate ber auf die Fleine Are begogenen- 
Drdinaten verhalten fich ebenfalls, wie Die Recht⸗ 

ede unter ben entfpredienden Abfciifen. 

Stellt man ſich nun mit b ald Halbmeffer einen Kreis eins 
gefchrieben vor, für den GN" = DG.GE if; fo hat man andy 
GI?:GN” = a: b? oder GI:GN’=a:b= Fi: FI (au 2.), 
d.i. Die Ordinate der Fleinen Are verhält fich zu der 
entfprechendben bed eingefchriebenen Kreifes, wie 
18* 


— 
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die Ordinate des umgeſchriebenen Kreiſes zur ent 
ſprechenden Ordinate der großen Are der Parabel. 


§. 101. Aufgabe. Den Abſtand des Brennpunkt 
tes F der Ellipfe I. vom Scheitel B und II. vom Mits 
telpuntte A oder die Ercentricitäte zu finden. 


Auflöfung. J. Nach 5.91. 5. ift die Ordinate FI=y=p; 
7 
oder y? = p? = 2px — = ($. 90. II. 2: (8’)); woraus man 
FP=x=aty@-—-ap =aty(a—b 


2 
entwicelt, indem p=”- (5:90. IL. 2) iR. 


II. Weil fernee FP= x = BA—AF= a—e, ober 
a—e=atryta—ap)=atyca—b?) il; fo hat man 
e=+y(a’—ap) =+y(a?—b?) ober 
e=at—ap = a—b. 

3 

Zufatz 1. Alſo auch p= a——, daher für e=0, wie 
beim Kreife, der halbe Parameter = ber halben gros 
deu Are. | 

Zufag 2. Auch erhellt, daß, je kleiner p ober je größer 
der Unterfchieb beider Aren, bie Excentricität e um fo größer ift. 

Auch folgt aus e= tv la— b2), daß bie Ellipfe zwei 
Brennpunkte F, f habe, deren einer vom Scheitel B fo weit 
abftcht, als der andere vom Scheitel C. 

$. 102. Lehrfat. Die Summe ber Radien ve 

toren FM, fM für denfelben Yuntt M ber Ellipſe 
iſt gleich der großen Axe Bea 


‚Beweis. Weil PM? = y* am ($. 90. )3 


FP*=- (FA— AP)? = (e— x)? = v (a?—b?) — x)? nach Obis 
gem, und IP = (e+x)? ift; fo entwidelt man 
. | 





FM=v(PM "+FP)= =y a 2y @—b9x + 
—b 
— 4— v- 
{fM = a+ —— folglich fMFMS 2a. 





„X; und 


— 21 — I 


Zuſat 1. FM’ FM’ = (e-+ xt y-le— x)’ +y 
= 4ex = (fM-++ FM) (fM—FM) = 2a.d, ober @ie Diffe | 


renz ber Radien veltoren) d = — = 2* und 14* 


Nun iſt ber größere Radius vektor IM = Zlza +0 
=a+tgjd, und ber Mleinere FM = a— 1d (Ördßent. $.90.), 
folglich find durch Subſtitutien die Werthe der Radien vektoren 

fM=a+— < um FM=.— &.o® 

Zuſatz 2. Wege der Kongruenz der Dreiecke FAD, fAD 
it DF = Df= a= AB und der (Einfallir) Winkel FDA = 

‚dem (Ausfalls⸗) Winkel IDA; db. i. ein von F audgehen- 
der und im Punlte D eines elliptifhen Spiegels 
einfallender Strahl wird in Den andern Breunpunkt 
zeflectirt. 


Zuſatz s. Da AF?= DF*— AD”, öder 4AF?= Xa-4-b) 
2a —b); fo tft zZAF oder Ff, dp. i. der Abſtand der 

Sreunpunkte von einander bie mittlere fletige Pros 

portionale zur Summe und Differenz ber Aren. 


Zuſatz a. AD’= = DE*— AF’= a —e? = (a+e) 
(ae) =CF.FB. Hieraus ift alfo 
1) CF:b:FB, d. i. die halbe Kleine Are iſt die mitte 
fere Broportionale zwifchen den Abftänden bes 
Brennpunktes F oder f von beiden Scheiteln 
der Ellipfe. 
2) Subflituirt man a?— e? ftatt b? in CB) und (5) bed 8. 90. 
" U. 2.; fo hat man 
?_yr? 2. — 2_o? 
= (a — ud y2 = (2aX ul e , 
zwei Steigungen ber Ellipfe, wenn bie Ercen- 
tricktät und große Are gegeben find. 


Anmertung. In det Aſtronomie heißen B nnb C die Abs 
ſiden; BF. FC das Redhted unter den Abſiden und F 
ber Mittelpunkt der Kräfte. Die letzte der vorigen Glei⸗ 
chungen in eine Proportion aufgelöst, iſt 





— TB — 
PM’: BP.PC=BF.FC:a', 
d. i. das Duadrat der Ordinate verhält fi zum . 
Rechtecke unter den entfprekhenden Abfciffen, wie 
das Rehted unter ben Abfiden zum Quadrate der 
halben großen Are. 

Allein für die durch F gehende Ordinate ift y? = p? und 
BP.PC geht in BF.FC über; daher iſt dieſes Rechteck 
(der Abfiden) die mittlere fletige Proportionalgröße 
zwifhen dem halben Parameter und der halben 
großen Are. 

Zuſatz 6. Noch dient unfer Gap, bie Elli geometrifch 
zu befchreiben, wenn die Axen gegeben find. Denn bie Dutch 
fchnittepunfte F, f der großen Are 'mit den aus D mit dem 
Halbmeſſer AB gezogenen Kreisdbogen find nach dem vorigen 
Zuſ. 2. die Brennpunkte. 

Theilt man num BC in beliedig viele Theile, und befcreibt 
4.9. mit dem Halbmeffer = BP aus F unb mit OP aus f 


‚ Kreiöbogen; fo ift der gemeinfihaftliche Durchſchnittepuukt M 
vermöge unfered Lehrſatzes ein Punkt der Ellipfe: . 


8.103. Aufgabe. Die Polargleihuug der Ellipſe 

zu finden, wenn einer der Brennpunkte der Pol iſt. 

Auflöſung. Sey F der Pol; FM =r und ber Winkel 
.BFM=v; fo if 

a?—ex | 

)FM=r= — ($. 102. Zuf. 1.) oder ar = at— ex; 
9)AP=x=AF—-FP =e—r.cos(180°-v) = e+r.cosv; 
5) ar = a? —e?—er.cosv, und hieraus die Gleichung 


a? — e? 
(x) s .. — ———— — 
— are cosv 


Nimmt man f als Pol, fo entwidelt man eben fo, weil nun 
EM = x = °C um der Polarwinkel v’ = MER if, Die ge 
fuchte Gleichung 


u a—e? 
& eo... = —;, 
@) a—6e cos V 


— 10 — | 
$. 104. Aufgabe. - Für irgend einen Punkt M der 
Ellipfe (Fig. 42) eine Tangente zu ziehen. | 
Auflöfung. Man ziehe MF, Mf und verlängere letztere 

bi8 Q, fo daß MO MP wird; fo ift die den Winkel FMQ 

balbirende, TMp bie zu ziehenbe Tangente, | 
Beweis. Jeder andere Punkt p liegt außerhalb der Eitipfe, 
indem, wie bei der Parabel, Fp=pOQ if. Wäre daher p noch 
ein Punkt der Ellipſe, fo muͤßte Fp + fp, d. i. rt+b= = 2a 

= FM +M=fQ ſeyn, was unmoͤglich iſt. 


8. 105. Aufgabe. Die algebraiſchen Ausdruͤcke 
oder Werthe der Tangente, Subtgngente, Normale 
and Subnormale zu beffimmen. 


| 
Auflöfung. DBergleicht man (8) bed $. 90 oder =+L 


— 1250, wo x" wieber bie Abfeiffe AP, vom Mittelpunkte A 
an genommen, bezeichnet, mit der Gleichung (1) ($. 92.); fo 
mp man A=— Er B=ı C=ovo m D=—1ı fee; 


demnach ift die Größe 


5% 


‚bie Gleichung (D des $.92 geht in dieſe über: ’ 
. b?x’ 
y-y+ a &-2) =(0, 
ober —— +(xzxs—-ı)b® —=0, 


2+-bixr? y° x? 
een Shte 


alſo 1) Er Yızaı die geſuchte Bleihung ber Tan 
gente u 

Ir’ . 

Ddy-y- —— vermöge (8) $.92 die Glei⸗ 


hung für die Rormale MN. Auf gleiche Weife 
findet man nach ben Abrigen allgemeinen Formeln des 


$. 92. 


— 220 — 
HSubtang. PPTR (indem man ſtatt y* ſedt 


a — Xx 


vn), Daher 





y°_ . x _ px 
9 Subnorm. Nr=z Ka 2 8* 


Zuſab 1. Da NM’=PM"-+HNP” und TM’-PM+PT* 
it; fo entwidelt man leicht andere Ausdrücke für Die Rormale 
und Tangente; fo ift, wenn man bie vom Mittelpuntte A an 
genommene Abfciffe mit u flatt mit x’ (wie wir auch in ber 

294 __ 23h? 2 
Folge thum bezeichnet, . 8. NM=TT—EE, 

Zuſatz 2. 1) Der Abſtand bed Mittelpunktes A 
vom Zuſammenſtoßungspunkte T ber Tangente mit 
der verlängerten großen Are iſt gegeben durch 

2__ 5 9 
AT=PT+AP="T—-+x=5, ober es iſt 
AT: a: x (oder: u). 


2) Wegen BT=AT— AB iſt der Abſtand des Schei⸗ 
tels B von T befimmt durch 


BT :a-xX =a:x. 





Zuſgtz 5. Vermoͤge der Figur ift ferner 
Ap: AT=PM:PT, bit Ap: Sy: NE, 


oder dafıır, indem man bie Ordinate Mv, auf bie kleine Are 
bezogen, mit t und die entfprechende Abfeifje mit w bezeichnet, 
A g? 2? _—_ 1? 

P æ t — W2 t 


Run iſt in der Gleichung bed 5. 2. 3., nämlich nach ber 


* 2” (abx’ —x?) der Kaltor 


2bx’— x? oder (2b—x’)x’ = Ev. vD: = (b—-w)(b+w = 
b?— w?, folglih durch Subftit. 








gegenwärtigen Bezeichnung, in ? = 


2 a? * 
Ap: —v: lm, 





— Bi — 
woraus Ap= oder‘ w:b: Ap entwickelt wird; d.i her 


Abftand des Anfommenftogungspunftes der Tan 
gente TM mit der verlängerten, kleinen Are vom 
Mittelpunkte A iſt die dritte fletige Proportionale 
zur Abfeiffe won A an genommen) und der halben 
kleinen Are. 

Daher der Abfland des Zuſammenſtoßungspunktes 
p vom Scheitel E der kleinen Are, naͤmlich Bp= | 
Ap-AB=”, der wiıb—wob: Ep». 


Zuſatz a. Weil für den Scheitel B bie Drbinate PM = 
Av=w=0, folglih Ap=Z = iſtz fo kaun eine ſolche 


Tangente fi nicht mit ber Heinen Axe ſchneiden, ift folglich 
diefer parallel und ſenkrecht auf die große Are. 

Weil nun die Lage der Orbinaten won ber Lage der Tan⸗ 
genten abhängt, dieſe aber für B oder C gezogen, fentrecht 
auf BC find; fo folgt, daß die Orbinaten, wie wir auch bis⸗ 
her annahmen, auf bie große Are, und eben fo auch auf bie 
kleine Are fentrecht ſeyn muͤſſen. 


951206. Erklaͤrungen. Jede durch den Mittelpunkt A 
der Ellipſe (Fig. 45) gehende Sehne oder Sekaute, wie GH, 
heißt Durchmeffer. Zieht man Durch defien Scheitel G eine 
Tangente GT und biefer parallel KL, fo iſt dieſe der dem 
GH beis oder zugeordnete Durcmeffer; als folchen Tann 
man\GH , parallel der Tangente Kt, in Beziehung uf KL 
betrachten, oder GH und KL find überhaupt zugeordnete Durchs 
mefler. 

Gebe. Gerade, wie RV, aus einem Punkte bes Durchmeflers 
KL parallel mit dem zugeordneten Durchmeſſer GEL gezogen, 
{ft Ordinate für KL und die Theile KR, RL aus KL find 
die entſprechenden Abſ ciffen. 


$. 107. Lehrſab Jeder Durchmeſſer GE der El⸗ | 
Lipfe wird im Mittelpunfte A halbirt. 

Beweis. Sey GA der halbe Durchmeſſer. Mau ziehe 

die Ordinate GI und mache Ai Al; ziehe die Ordinate il 


J 





— 2° — 


sub von H m A die Berabe HA 5; fe find die Drei. GAI, 
AHi fongruent, indem auch Hi== GI ($. 100. 1.) iR; daher 
‚ die Winkel bei A gleich, folglich GE eine einzige Gerade oder 
ber Durchmeffer ind GA= AH 
.Zuſatz. Alſo iſt bie große Are ber größte Durch⸗ 
meffer. Denn es ſtelle ML(Fig. 56) irgend einen Durch⸗ 
mefler vor; fo find, wenn man LEf sieht, die Drei. FAM, LAf 
wegn AF=Af, AM= AL und ber gleichen Scheitelwinkel 
kongruent, folglich auch der Winkel AMF= ALf, daher FM 
gleich und parallel Lf (Geom. $. 55. I.), fohin auch die Bers 
bindungslinien FL und fM (Geom. $. 9. Zuf. 2.). Aber 
ML<MF+FL, alfoau <MF+MES, d. 1. <BC ($. 102). 


5. 108. Lehrſatz. Zieht man von den Scheiteln 
Der beigeorbneten Durchmeſſer die Orbinaten GI, 
KP Gig. 35); fo iſt das Quadrat der vom Mittels 
puntte an genommenen Abfciffe, die ber einen Or 
dinate entfpricht, gleich bem Rechtecke unter den ber 
andern OÖrbinate entfprechenden Abſciſſen, d. i. 
AI BP. PO und APP BI. IC. 
Beweis. Nach $. 100. 1. it GP=BI.IC=a!—x? 
(wenn man die Abſciſſe Al mit x bezeidmet), und eben fo 
KP?=BP.PC=a— u! (wo u= AP). Run iſt wegen 
der Aehnlichkeit ber Drei. KPt, IGA (indem Krli GE nad 
— 106) 2 2.3 
KP ?:GI’=Pti?: AP, d. i. 2-2: = — x⸗ 
($. 105. 3)). Hieraus entwickelt man 

x2 ?— u? d. i. A” =BP.PC. 

Auf gleiche MWeife findet man auch AP*— BI. IC. 

Bufag ı. AP: AP? —= BP.PC:BI.IC=KP?:Gl, 
baher AI- GI=AP.KP, b.i. die Flächenräume ſowohl bier 
fer Rechtecke, ald der Drei AGI, AKP find gleich. 

Zufat 2. Kir GH=KL ift auch AIS AP, bi. Wox? 
oder W= a? — u?, d.f. u? Jaꝰ oder a:u:fJa; ein Aus 
druck für Die vom Mittelpuntte an genommene Abs 
feiffe 


Zuſatz 5. Zieht man das Perpendikel 'Kn und veritagert 


AD bis zur Tangente; fo iſt auch bed Drei. Knq abnlich den 
obigen KPt, IGA, daher 
GA:Kq=Al: * G AP) 
ud GA: Kr = Al: ua 
folglih GA: Kg.Kt= Z am: AP. (u. —e) 


Aber bad legte Glied a — u? S AN, Di. das fee Ders 
haͤltniß ein Berhältniß der Gleichheit, Folglich au GA’— 
Kq.Kt, oder Kg:GA :Kt; welde Proportion dient, 





bei gegebenen conjagirten Durhmeffern die Aren 


‚zu finden 
Zuſatz 4. APP+AP- —E—— a2, d. i. bie 
Summe der Quadrate biefer -dben ‚beigeotdneten 
Durhmeffern entfprechenden Ab ſciſſen iſt eine Fon 
ante Größe. 

Daffelbe gilt auch von ber Summe der DQuabrate 
biefer Durdimeffer ſelbſt Dem AG’= AP - 61 — 


m + CP + .CI. — + 5.0. 
Ferner it AK’=AP?” + PR’ = u? +5 E folglie 


AG’ AK?’ = +. 
> Alfo ift überhaupt die Summe der Quadrate jeder 
2 jugeordneten Durchmeffer glei der Summe ber 
Quadrate je 2 anderer zugeordneten Durchmeffer 
berfelben Ellipſe. 


$. 109. Lehrfat Das Quadrat jeder DOrbinate 
beö Durchmeſſers KL der Ellipfe verhält fi zum 
Rechtecke unter den entſprechenden Abſciſſen, wie 
das Quadrat des halben zugeordneten Durchmeſſers 
zum Quadrate jenes erſten Durchmeſſers, d. i. 
RV ; KR. R = AG*: AK. 

Beweis. Man ziehe die Ordinate Vp und aus R fent- 
"seht RO und RM; fee PO =MR=m; AD=n; AK=« 
und AG 8; fo bat man BB=atm—n und pC= 
a—m+tn, folgli Bp- pfC = — m? — n? + mn. 


% 


DU — 
Run ik wegen ber Abi. Drei. RVM, AGI 
RM” : AT’ = RV*’: AG’ dr 2: P®. 
Könnte man daher die Gültigkeit ber Proportion 
RM’:AU’ = KR.RL: AK” 


beweifen; fo wäre unfer Gap bewiefen. Zu biefem Zwecke bie 
Werthe der Glieder der letzten Proportion fuchend, hat man 


1) Vp? = (pM +MV)’= (OR+MV)”. Aber in den 
ahnl. Drei. AKP, ARO if 


AP:AO=PK:OR, b. i. usn=y:OR; 


alfo OR = TI. Ferner in ben äbnl. Drei. RVM, KPt iR 
P:RM= PX. nn’ my: MV ($. 105); 


ao MV = * „denmach 
7 mu 2mn m?u? 
„Stan * = + + nt 


Alfo auch Vp?:KP*=Cp.pB:BP.PC 
d. i. Vp?: y? I a? — m?’— n? + zmn: @— u”, 


alſo Vp — ey ey +2moy 


a?— u? 
Beide Werthe von Vp*? gufammengeftellt, entwidelt man 


a?_— u? a— u? u?—n? 
m? oder MR’= Er Je * )- u? = me) —B 


u 











DA’ a2-u (6. 108). 
>) AP:AK = AO: AR, oder AR=—. Aber 


KR=KA—-AR= a — und RL =a+>; daher 


an? 


KR. RL = #— —. 
u? 


Diefe Werthe mit «= KA flatt der Glieder obiger Pros 
portion gefegt, erhellt die Gültigfeit der letzteren gus der 
Gleichheit der Exrponenten beider Verhaͤltniſſe. 


Zuſatz. Zieht man bie Orbinate Vp’ auf den Durchmeſſer 
GH; fo if, da AG”: AK” oder a?: PB tonftant iſt, 
RV?: Vp? = KR.RL: Gp.pH, 
d. i. auch in Beziehung auf bie Durchmeſſer verhal⸗ 


ten ſich die Quadrate der Ordinaten, wie bie Recht—⸗ 
ede unter den entfprechenden Abſeifſen. | 


Daher findet muu biefelben Hanpteigenfchaften ber Eilipfe, 
man mag diefe auf die Aren oder Durchmefier beziehen. 


8.110, Lehrfag. Das Parallelogramm unter den 
zugeordneten Durdhmeffern ift gleich dem Recht⸗ 
ecke unter den Axen. 


Beweis. Zieht man mit der verlaͤngerten Normale KNS 
parallel Ass fo iſt in den Ahnl. Drei. KPN, sAq 
As(=>KS):Aq = PK(=An):KN 
‘oder KS.KN = Aqg.An=b? ($. 105. Zuf. 9; 


2 2.2 4 
daher KS?:b?: KN* ober: b Biel —afb u bin w” (8.105. Zuf. 1), 


, h?a® a“ 252 b?u? 
folglich auch Ks”. GA’— a _w--brur x gm ($. 108. 


Zuf.m = br.aR, alfo KS.GA=a.b, wo GA bie Grund» 
linie und KS, als ſenkrecht auf GA (Geom. S. 55. Zuf. 2.), 
die Höhe ded Parallelogramms unter ben 2 halben lonjngirten 
Durchmeſſern iſt. 

Zuſatz. Es ſind daher die Parallelogramme unter je 2 ton 
jugirten Durchmeflern einander gleich. 


§. 111. Lehrſatz. Der Theil IO (fig. 42) des Ras 
dius vektors zwifchen dem Berüährungspunftte I und 
dem zugeordneten Durdmeffer KL if glei ber 
balben großen Are AB. 


Beweid. Man ziehe durch ben andern Brennpunft F 
Hin Il IE und verlängere IF bis zum Durchmeſſer; fo if 
1) wegen ber kongr. Drei. fOA, AFn SO=Fhn. 
2) Das Dreieck HIE gleichfchentlig wegen W. FHI = flq 
= FIH (wie {Mpı=FMT iM); daher FI=FH. 


—— — —— de 





— 26 — J 
2 Weil nun im Drei. FEn der Wintel K == KIH und ber 
W. n=FIHA, bi. Kznif; fo iſt auh Fn=FK; 
folglich 
9FI-+fl=2a G. 18) = FH+H-fO FOL (au 9) = 
FH-+Fn-+-Ol (aus 0) = Hn + Ha == 2Ha, db. i. 
Hn = IO =a. . 


Zuſatz. Zieht man bie Normale Ir, verlängert biefe bie 
zum zugeorbneten Durchmeſſer KL und fällt aus r dad Pers 
pendikel rm auf FI; fo tft in ben aͤhnl. Dref. rm, uKl 


Im: Ir = In: IK, daher Im. IK = Ir. In. 


Aber im Drei. IKO iſt tr W. bei O=-Ok = KH =K; 
felslih OL = IK, bi. IK a (vermöge des Satzes) und 
Im.IK=Im.a=Ir.Iu= b? (wie im Beweife bed $. 110 


bh? 
Aq.An=b?; baher auch Im .a=b?=ap (indem P=): 


oder Im=p; b.i. der Theil bes Radius veftorg, der 
zwiſchen bem Berährungspunfte I und jenem Pers 
penbifel rm Liegt, iſt gleich dem halben Parameter 
der Ellipfe. 


Anmertung. Die legten Säge finden ihre Gefondere Ans 
wendung in der phyſiſchen Aftronomie nach Newton’ 
(des Schöpfers jener Wiffenfchaft) unſterblichem Werke: „Phi- 
losophiae naturalis principia mathematica.‘ 


| c) Hyperbel. 
$. 112. Eigenufchaften der Hyperbel, diefe auf 


die Aren bezogen. CVergl. mit $.90. II. 3). 


1. Begeichnet man bie zur Ordinate PM=y (Fig. 38) ges 
hörige Abſciſſe AP, vom Mittelpunfte A angerechnet, mit u 
and bie ebenfalls zu PM gehörige, aber pom Scheitel B der 
Eurve an genommene Abfciffe BP wit x; fo werben die zwei 
am citirten Drte aufgeflellten Gleichungen fo ausgedruͤckt: 


b? , 2 
162) * ’=z'-e) und (Y)... P=laaxtxn. 


—  — 


Nun if, fowohl wW—a? = (u+a) (u—a), ald quch Ga+x)x 

=PB'.PB, folglidy gibt jede Gleichung die Proportion: 
PM”:PB.PB= AB”: AL?” = a?:b?, 

d. i. weil a? : b? konftant if, und wenn man der Analogie 
wegen wieber das zweite Glied das Rechte unter den Abfcifs 
fen. nennt, die Duddrate der Ordinaten der Hyperbel 
verhalten ſich, wie bie Rechtecke unter den entſpre⸗ 
chenden Abſciſſen. 


2. Die dritte Gleichung (y”) der Hyperbel, und eben fo er 
für die Ellipfe im $. 90 verglichen mit der für die Parabel 
(„= px), erhellt, daß dad Quadrat jeber- Ordinate der Hy⸗ 
perbel größer, das der Ellipfe Fleiner, ald bad Rechteck 
unter bem Parameter und der Abfeiffe, dieſem Rechtedle aber 
dad Quadrat jeder Orbinate ber Parabel gleich ſey. CDaher 
vielleicht die Benennungen der 2 erften Eurven), 


Auch zeigt Die Vergleichung ber Gleichung (y) der Hyperbel, 
nämlih aꝛyr — bu? = — arb? 
mit der Bleichung (8) der Ellipfe, nämlich 

a?y? 4 b?u? = a?b?, 

daß man, um von ber einen Curve zur andern übersugehen, 
nur 4b? in — b? oder b in by—ı verwanbeln bärfe. 

5. Für y=0 wirb in () u=+a=BA oder—=B'A, b.i. 
die Scheitel B, B’ der Curve find vom Anfangspunlte A der 
Goordinaten um a entfernt. Dagegen fr u= 0 wird 
y=+by—ı= AL oder = AL und für u=ta wird 
y=0, b.t. bie Hyperbel ſchneidet die Are inBubB. 

Endlich für a=b hat man P=wW—a?, d. i. die Gleis 
dung für bie gleichfeitige ober rechtwinklige. Hyperbel. 

4. Zieht man für den Punkt in die Ordinate mip y und 
auf die Heine Are mi=y, fo daß folglich pB=x; iL x 
und y = Ap= a-+-x, daher x=y—a mdy=Ai= 
ALU’ —-iL’=b— 2* wird; fo erhält man durch Subſtit. die 


ſer Werthe in — =— = Gax +x 


— 4 — 
y2* = abe br -x)= a [(b—-x')2b-+ x” 
=5 _ 2*57510- x)2 *17], 


als Gleichuag der Hyperbel, dieſe auf die kleine 
Are bezogen. 


Nimmt man unter berfelben Vorausſetzung bie Abſciſſen von 
A an, und ſetzt demnach Ai=wW=b—x, bahe — b— u; 
fo findet man durch Subflit. dieſes Werthes in voriger lebien 
leu . 

=5w"+b und "= — — a9), 
ober y”: +b?— a?: b?, oder Y'*: y?— U?Lb:: :u?-+-b?; 
d. f. die Koordinaten auf bie Eleine Are bezogen, und die Abs 
feiffen vom Mittelpuntte angerechnet, — verhalten ſich bie 
Duadrate der Drdinaten ber Hyperbel, wie die 


Summen ber Quadrate ber Abfciffe und halben 
feinen Are. 


$. 115. Aufgabe. Den Abftand bes Brennpyunk 
tes F I. vom Scheitel B, IL. vom Mittelpunfte A 
. oder die Ercentricität FA = e ber Hpperbel zu 
finden. 


Auflöfung I Die durch F gehenbe Orbinate Fa=y 


it (nah $.91. 5) = p, daher ye =p=pr +? 
ap = 2ax +x’, woraus 
x=FB=—atylapte). 


I FA=ze=AB+BF=+y (ap+a’), ober 
=eopte®—=b+te= AB’--AL? (8. 90. II. 3). 


Zur aß 1. Alfo, wie bei ber Ellipfe, zwei Brennpunkte 
in gleihem Abftande vom Scheitel und Mittelpunkte 
der Hyperbel, und die Ercentricität um fo größer, 
je größer die Aren und der Parameter find. 


Zufap 2. Wegen BL’= AL’ -- AB’ = et AF”, 
db. i. BL = AF kann man bei gegebenen Brennpunkten bie 
Endpunfte ber kleinen Are Raben, und find die Aren gegeben, 

fo 


oder 


m — 
ſo taun, man, indem. man AF = BL ote. man, die Brenn⸗ 
punkte F, £ beſtimmen. 


Zuſatz 3. 2FA = Ff oder — F£? — ga? 4 462 * 
= BB? +LL*, d. i. der Abſtand der Brennpunkte 
yon einander iſt glei Der Hypotennfe.eined rechts 
winkligen Dreieds, deffen Katheten die Aren find. 


$. 114. Aufgabe. Die Werthe der Rabdien vek⸗ 
toren ber. Hyperbel zu fihbden. 


Aufloͤſung. £fM” = fP? + PM AP-LAN? + —* 
=(u+eo%+y, oder, bie — von e?. und y?, ſubſtituirt, 


{M’ = a +2zeu+ra?+ —D (6. 112) 


_ wur botbzuten , oo 


” 
= (+ 95 Ep zeu Zaeu = + he, a 

di. fM= =+a. Pan fo findet man aus FM’ FP?+PM?- 

=w—e?ry?. . 

FM = = a= 





FA.AR - | 


Zuſatz 1. Alfo it ber Unterſchied zweier Radien 
vektoren fuͤr denſelben Punkt M der Hyperbel gleich 
ber großen Are. 


Zuſatz 2. Wenu=mAP=AB+-BP=a+x ift aud 
MS—+era un FM=—-te—a; b.i. 2 Nusörüde 
der Radien veitsren in der vom Scheitel B an genommerten 
Abſciſſe, der Ercentricität und halben großen Are. 


Zufag 3. Seht man in der aus &’) ($. 112) hervorgehen, 
- den Proportion den Werth fir M=e®— a = (e—a)(e+a) 
= (AF— AB) (AF--AB)=BF.BF; fo hat man. - 
VD... 2: 22x er - ar: a? I 
oder PM” :PB.BP=BF.BF:AB?. 
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Geht ferner die Ordinate durch P, we foiglic· y pʒ 
x-FB=e-—a ($. 115), daher 2ax + x? == (Qa--- x)x 
=(a+te)(e—a) = e®— a? if; fo hat man 
‚2... pP: — = e-at:a? oder ad e — aꝝ ap, 


wie ketzteres auch aus $. 115. II. hervorgeht. Es gelten dem⸗ 
noch auch. van ber Hyperbel biefelben Säge, die wir oben 6. 102 
Anmerf. hinfichtlich der Eilipfe anführten. 


Wie ferner bie Proportion (3) in bie Steihung 
’ N = Qs + Kyle — a). — 
Merhehtz eben fo hat man ſtatt (y) CS. 112) ih: 
vo = Wa). 2; | 
zwei Gleichungen, analog jenen im $. 102. Zuf. a. 
$- 116. Aufgabe Die Wolargleihung‘ ber Hyper⸗ 
bei zu finden. 


- Hufiäfung: Sey wieder F der Pol, FMr und der 
Winkel AFM=v; fo ift auf ähnliche at, wie. bei Ber-Eiibofe 
($. 705) | 


1) FMer=-%g 114) oder ar = eu—e; 


2) Ar zum AFLFP = e_r.cosv, baher 
3) me — at —er.cosv und hieraus die’ gefüchte Glei⸗ 
chung e— a? 
eyes ne 
: Wet man f als Pol umd den Mintel ATM — v; fo 
Fade. men, wei nun Mar ze re TuS 
=r.coaovVv—e iſt 


‚ er 
A— e cos V 


$. 116. Aufgabe. Bei gegebenen oder beliebig 
genommenen Aren bie Hyperkel geowetriſch zu be⸗ 
Ihreiben. 


— 91 — 


Auflöſung 1. Ueber ber verlängerten großen Are (Fig. 
44) defchreibe man aus A mehrere concentrifche Kreife; errichte 
in B’ die Perpenbitel BIN, BN’,... und fuche bie vierte Pros 
portionale PM, P’M’ zu jenen Perpendikeln und den Axen; fo 
find M, M’,... Punkte ber zu befchreibenden Hyperbel. 


Beweis. Nach $. 112. 1. iſt 
@:b?=PB.PB': PM’; 
aber BN® = BP.B'p ==: BP.BP, fofglidy auch 
a:b=BN:PM; uf. w. 


Auf loͤſung 2. Auf der verlängerten großen Are (Fig. 58) 
nehme man einen Theil Br>B'F und befchreibe mit ihm, ale 
Halbmeſſer, aus f einen Bogen, welcher von einem anbern, 
den man mit Br, ald Halbmeffer, aus F zieht, z. B. in M 
durchfchnitten wird; fo ift, weil nun die Differenz der Radien 
vektoren für eben biefen Punkt = 2a iſt, M ein gebuchten Punkt 
der Oypperbel, . 


Anmerkung Wären nur a und p gegeben; fo koͤnnte 
man b wegen a: bh: p konſtruiren. Oder wären nebft der gro⸗ 
Gen Are and die Brennpunkte gegeben; fo fände man baburch, 
daß man aus B mit dem Halbmefier = AF einen Bogen be⸗ 


ſchriebe, der daB indeflnite Perpendikel LAL’ 5.8. in L fchnitte, - 


ebenfalls die kleine Are b ($. 113. Zuf. 2). 


5.117: Aufgabe. Für irgend einen Bunte M 
ber Hyperbel die Tangente gu ziehen. Gig. 38) 


Aufldfung. Die den an M von den Radien veltoren 


FM, fM gebildeten Wintel halbirende Gerade Tq iſt die vers 
langte Tangente. 


Beweis. Waͤre noch ein Punkt p der Tangente TMq 
mit der Hyperbel gemein; fo wären FM — FM: = 24 bber 
= fQ, wenn man MO = PM macht. Nun find in den kon⸗ 
gruenten Drei. Fbm, bMQ bie Winkel bei b gleiche und rechte, 
alſo auch die Drei. Fbp, bOp' Tongrutnt hd Fp’ = Op‘. 
Daher wäre au ff — Op’= 2a = M, ober fp = fQ-H-Qp’, 
was unmöglich ift Geon $. 62). 

19° 
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Zufab. Verlängert man bie Rabien veltoren, fo find die 

W. qMS, qMR fowohl unter fidh, ald den Winkeln FMT, 
fMT gleib. Wenn daher erfiend MBN ben Schnitt eines 
hyperboliſchen Hohlſpiegels vorſtellt; ſo wird, weil Winkel 
FMT = 8Mg der von F aus auf M fallende Strahl fo nach 
S reflektirt, ald ginge er von f aus; und umgekehrt: die in der 
Richtung SME den Spiegel In M treffenden Strahlen werben 
in F gefammelt. 

Da zweitene IM mit 'TM denfelben Winkel bildet, weis 
chen mit eben diefer die Verlängerung von FM macht; fo wird, 
wenn MBN den Schnitt eined hyperb. Eonverfpiegele 
horftellt, jeder von f auögehender und auf M fallender Strahl 
fo nach R reflektirt, al& wenn er von F ausgegangen wäre; 
und umgefehrt: ein nach der Richtung RM in M auffallender 
‚Strahl wird nach f reflektirt. 


$. 118. Aufgabe. Die algebraifhen Ausdbräde 
"der Tangente, Normale, Subtangente and Subnor⸗ 
male der Hyperbel zu finden. 


Aufldfung. Für irgend einen Punkt M ber Eurve ſeyen 
AP=x und PM =y bie Goordinaten. Vergleicht man bie 


Ä ‚x? y? Ä 

- Gleichung ber Hyperbel, nämlich 77 5G71=0.(6.9. 

MY) ir ber allgemeinen (1) $. 92, und febt daher A = 3 
B=—- 5; und C=0; fo entwidelt man. auf aͤhnliche Weile, 
wie im s 105 für die Ellipfe, 
9» I _ >= 1 ald Gleichung für die Tangente; 

a?y 
2) yv-yY=— Tax), als Gl. für d. Rormale Mn; ' 


3) Subtang. PT= x und 





0 L 
4) Subnorm. Pn = y_ _.bx -E, ober ſtatt 


Sub. 
x=AP.=AB+BP=a+tx gefebt, 
. Pn = p+ >. 


Bufag ı. Wei nah DPn:x’=p:a, fo ik das Ber 
haͤltniß der Subnormale zu der vom Mittelpunfte an genomme⸗ 
nen Abfeife konſtant, und für x = a, wird Pn = p, aber in 
fedem andern Kalle, wo x <a, ift die Subuormale der Hyper 
bel >, ber Parabel = und der Ellipfe <p. 


Zufag 2.. un Pn: PM: PT iR audy 


1) Subtang. — = 2ax rt 


2 (ss. 112. 118. 4)) ober — ir 
woraus weiter "folgt, daß wegen Mn” = PM” + Pn” 
b?u? b’u? 

—_ „I _p Ä 
a? a’ 





2) Mn?” = * (au ai bu) 
2 
oder = > @ax+x) + riPr), oder, da p w., 


= mat) + ab’ Sr) fey. 


Ehen fo entwidelt man wegen MT"=-PM’+PT” 
h? u?-a?\? b?n? (02-22 
. 9MT’=3@-9 +) = (tw) (I) 


_» 2ax-[-x?\? 
oder =3@as-+xI+ 4) . 








Zufag 5. Sept man in den Gleichungen für die Sub» 
2 
tangente x —a oder u=0, ſo wird PT = = — 0, 


d. i. es gibt in dieſem gaue keine Tangente und Subtangente. 
Aber für u=a oder x = 0 wird PT =2=0, d. i. die Sub⸗ 
tangente verſchwindet im Scheitel B der Hperbel. 


Hieraus iſt klar, daß die Subtangente der Hyperbel, wie 
des Kreiſes und der Ellipſe, zugleich von der großen Axe und 
der Abſciſſe, für die Parabel aber einzig von letzterer abhänge, 
Sind daher zwei Ellipfen oder eine Ellipfe und cin Kreis über 
derfeiben Are (Fig. 56) befchrichen, und man zieht irgend eine 
geweinfehaftliche Ordinate, z. B. Fli; fo ſtoßen die für I und 
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i gegogeuen Taugetzten in demfelben Punkte T zufnmmmmen, weil 
beide Curven einerlei Subtangente, wie einerdei Abſciſſe und 
große Are haben. — Daſſeibe gilt hiufichtlich zweier Aber der⸗ 
felben Are befchriebenen Hyperbeln, ober zweier Parabeln, bie 
denfelben Scheitel haben. 

Zufaga Rah 9 6. 118 iſt PT.u=wW—a?, ober 
usu-a=u+ta:PT, b.i. AP:PB=PB':PT ($ig. 38), 
oder PB:PT = AP: PB‘, 

d.i. Die Ablände der Punkte P,B, T, A, B find ie 
einer geometr. Proportion. 


3ufaßs. AT=AP-PT= * — =, bi. 


u:a: AT oder AP: AB: AT. 

Rimmt man ferner MV als OIrdivate ber. kleinen Use für 
benfelben Punkt M, folglih AV als zugehörige Abfeiffe, und 
verlängert MT... bis sur feinen Via, fo wirb, wie vorhin, 

"AV: ÄL: At 
gefunden; d. 1. bie halbe große ober Meine Are tft bie 
‚ mittlere Proportionake zwiſchen der vom Mittel 
yunfte genommenen Abfciffe anb Dem Abſtande des 
Zufammenftoßungspunttes (T oder t). 


Zufaß 6. BT = AB— AT=a--=@-g}, aber 


BT = (uta)=, daher u:uFa=a:BT ober: RT d. i. 
AP:BP = AB: BT' 
and AP: BP =:AB': BT; 


Bleihungen oder Proportionen für bie Abftänbe 
der Scheitel B,B' der Hyperbel vom Punkte T. 


Zuſatz 7. Der Abitand ded Scheiteld B vom Zuſammen⸗ 


ſtoßungspunkte T, nämlih BT it =PT—PB= —— —x 
ax 
a+rx' 
Diefer Ausdruck beichrt und über eine wichtige Eigenſchaft 
ber Krümmung der Hyperbel. Obgleich nämlich ihre Aeſte in's 








a... 





Uncendliche euiianfen; To if doch ihre Ardumung fo, 
Daß alle Zangenten, bie man für irgend einen ihrer 
Dunfte zichen mag der Aze nur zwiſchen A u B 


begegnen. Denn fest män in jenem Ausbrude (sr= 2 = ax 


Ratt x alle Werthe von O bis w, in welchem legten Kalle 
BIE=a wird; fo wädedt BT von 0 an nur bis zur halben, 
groͤßen Axe BA. Dem x—= » entfpridht aber em von B ums 
endlich entfernter Punkt der Eurve, folglich geht eine für einen‘ 
ſolchen Punkt gezogene Tangente durch den Mittelpunkt A ver 
Hyperbel 

Diefe Tangenten AX, AY (Fig. 45), welche in’ 
| unendliche verlängert, Die Hyperbel nicht, ober nur 
in einem unendlichen Abflande von ihrem Urſprunge 
treffen, heißen Afymptoten (aovurwros, reciae non 
concidentes) der Hpperbel. 


. Zieht. man mit PM II BE Gig. 33), fo ift wegen ber aͤhnl. 
Drei. 'TBE, TPM 





2ax+x? , _ dx . 
TP: PM = TB: BE, ode 0 :y=,y2:BE, 
‚ale BE &. = by’ (2a2 Te 


7 Da 'viffer Werth für x=o wird =b=AL; fo erfalten 
wir hiedurch eine leichte Methode, Aſymptoten zw giehen. 
Macht man. nämlid; aus dem in B errichteten, indefinisen 
Perpendikel einen Theil BE (— BE’) = ber halben kleinen Are 
AL (ig. 45); fo find die durch A, E und E gezogenen ger 
xaden Linien XX, YY’ die Afymptoten der Hyperbel. 


.ı: 119 Erflärungen. 1. Eine gerade, durch den Mie 
telpunkt A (ig. 45) gezogene und in den Pimkten O und M 
ber opponirten Hyperbeln begrenzte‘ Finie ap Durchme ſ ſer 
der Hyperbel. 

2. Die gerade, von irgend einem Punkte D-ber Hyperbel 
mit ber Tangente MT yarallef gezogene und im verlängerten 
Durchm⸗ſſer ONE begrenzte Eile DC beißt jenes Diandwukilers 
Drsdbinate, weicher Die Abfeiffen: OM, CO antfptsien. : 
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‚5. Stellt man ſich noch 2 audere, upyniivte Hwerbenn 
GLW, GLW’ fo konſtruirt vor, daß LL ihre große md 
BR’ ihre. fleine Are wird; fo heißen Diefe zuſammcugehhorigen 

yperbeln bie ben erſteren zugeorbneten ober coujugits 

en Hpperbein, und umgekehrt. Daher, wenn man mit ber 
Drdinate CD bed Durdymefferd MO parallel aus irgend einem 
Punkte der Hyperbel GLW eine Gerade durch A bis zur ent 
gegengefeßten Hyperbel zieht; heißt auch dieſe Einie GEL ber 
beigeordnete oder conjugirte Durdmeller; MO iſt dana 
der Hauptburchmeffer, — und umgekehrt. Spridt mad 
von Beiden zugleich; fo heißen fle kurz conjugirte Durchmeſſer. 
Sucht man gwifhen BP, PB’ bie mittlere Proportionale 
AR, wonach alfo AR’= (u-+a)(u—a) iſt; errichtet in R 
ein Perpendikel, das von der durch A mit 'TM parallel gezoge⸗ 
‚nen AH in H begrenzt wird, und madt nun AG= AH; ſo 
hat man den beigeordneten Durchmeſſer GA. J 


A. Die dritte ſtetige Proportionale zu MO und GH heißt 

der Parameter bes Hauptdurchmeſſers MO. 
$. 120. Aufgabe. Den Durchſchnittspunte eine 

Durchmeſſers mit der Hpperbel au finden. 


Aufldfung. Man verbinde mit der Gleichung: (4) (6. 90. 
2 2 
I), nämlich wit = — * = 1 oder a?y? — b?xr? = — a?b? die 


Gleichung y= ax ($.88. Zuf. 1, indem man nur a in a außs 
drückt) für die gerade, durch den Anfangspunft A der Coordi⸗ 
naten gehende Linie (wie eine ſolche der Durchmeſſer it); fo 
hat man, je vacpen in ber erften Gleichung der Hyperbel a?x3 


ftatt y?, ober 2 — = flatt x ſub ſtituirt wird, die geſuchten Coor⸗ 
dinaten ab 


= tn ober AP’, 


Zr yaryean = M oder PO. 
Zuſatz. Da BP=BP' um PM = PO; fo folgt, daß 
jeder Durchmeſſer im Mjittelpunkte halbirt werde. 


= 0 

3. mi. Aufgabe. Bine Bleihung der Hpheebel 
swifchen den Coordinaten irgend eines Durqhmeſſere 
MO zu fiudeoa a 
Auflöfung. Man ziehe pm und CQ II PM und mN’ u * 
Sy ferner PM= y; AP=u; Qp=g und AQ=k; das 
hr B=AP—AB=u—a; BP=u-4ta; Bp = Ap—AB 
= AQ—Op—-AB= k—g—a und Bp=k—g+ta- ei 

Run iſt in ben Ahnl. Drei. APM, AQC | 


Dar: :PM = AQ:QC; daher QC="T, . - 
und wegen der aͤhnl. Drei. TPM, mNG ed 
Oh. PT:PM = mN(=pQ):NC, : 7 °\ 
:y=g: NO (6.118. 53 daher NO=. NT, 


2a? 








oder = 
Sagiich 1 auch mp = NQ= =00-no= By... 


w?— a?‘ 


2) pm? : PM=Bp. pB': BP. PB’ c$. 112. 1.), 
j | 
ober (7 I_ „guy \ »yP?P=(k—g-) ck—-g-+a) (ua) (u-aX 


u?—a? 
Hieraus entwidelt man 
».. aꝛx⸗ gu? 


u? + u?— ai — 


5) Set man AM =a'; AH=AG (£. 1%. u = vs 
AC=-/mnbmC= y; ; fo ift in ben Ahnlichen Drei. 
APM, AQC 


AM:AP=AC: AQ, ober Qi, 

und in den &hnt. Drei. mNC, AHR 
AH:AR=mC: mn, ode Nn=Op= =g ART, 

| AR, Y?w?—ad | 
= a. 





ober = (8. 119.3). 
.4) Diefe Wertbe in ” fubkituirt, hat man. bucd) gehörige 
Redultion Diigon die geſuchte — | ir 
Mer - Ss = — * — 1, oder year 3. i 


’ 
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Zufas ı. Da Diefe Ghiekhung, die Eprerbel auf bie Durdh- 
weſſer begegnen, mit der obigen im S. 142. 1 vollommen fin; 
fo gilt auch die bort angeführte Wahrheit hinſichtlich ber 
Drdinaten ber Durchmeffer, wie benn auch die Gleis 
- Hungen 'z 
y2* * Qux x2 und y2* E adx +29 


fie Rie auf ihre Durchmeſſer bezogene Hnpnet gelten werden. 


Zufaß 2. Die 2 gleichen Werthe — — — 


zeigen an, daß, wenn man CD COm macht, der Punkt D zur 
Curve gehöre, und daher jeder Durhmeffer feine Drbis 
naten oder die mit ber Tangente TM parallelen 
Hpperbel⸗Sehnen halbire. 


5. 122. Lehrſatz. Das Rechteck unter den Aren 
der Hyperbel iſt glei dem Parallelögramm unter 
je zwei jugeorbneten Durchmeſſern. 


Beweis. Auf bie verlängerte Tangente MT fäe man 
das Loth. Av; fo ift in den aͤhnl. Drei. AvT, TPM 


TM:PM=AT: Av, baker a EMAT, 


und in den Ahnl, Drei. ARH, TPM 


PT: TM=AR: AH = AG); ober AG MAR, 
folglich Av2. AG? = EMI ATIAR?, 

Aber FM > Zu; AR” = wW—.a® ($. 119. 9); 
AT” =5 ($. 105. Zuf. 2) und PT’= — ($. 105. I). 


Diefe Werthe in der vorigen Gleichung ſubſtiirt, wird 
" Avt,. AG? = a?.b? oder Av. AG=aıbi 
Beil ferner bie bis zur Aſpuptote verlängerte Tangente 
Mt = AG (wie noch unten 5. 128 erhellen wird), daher AtMG 
ein Parallelogeamm iſt; fo ift beffen Flaͤheraum —= Av.tM 
—Av.AG=ab, oder au 2ZAMG = ab; d. i: das durch 


2AMG -osepefbtlite, unter bem halden beigeordaeten Mürch- 
meſſeyn Tonftruirte Parallelogramm iſt gletch dem Rechtece un⸗ 
ter den halben Axen; ao ꝛc. 


Zuſatz. Es find Daher bie Parnilelogramme unter allen 
zugeorbneten Durchmeſſern einander gleich und für dieſelbe Hy⸗ 
perbel konſtante Größen. 


$. 123. Lehrſatz. Der Unterſchied der Quabrate 
jeber zwei beigeordneten Halbmeſſer iſt gleich dem 
Unterfchiede der Quadrate der halben Aren der 
S&yperbel. 


Beweis. In den Ahnl. Drei. TPM, ARH if 
TP: PM = AR:RH, ober Ru a 
(vergl. $. 122). Werner if ’ . 
AM’ = AP?’+-PM” und AH’—=- AG?—= AR?’--RH”, daher. 
AM?’— AG” = AP’+PM’—AR’— RH?”. 
Durch Subſtitution der Werthe dieſer Sroͤßen findet man 
"AM" — AG’ = a —. " 
Zufaß 1. Alſo auch die Differenz der Quadrate irgend 
gweler zugeordneten Durchmeſfer eine konſtante Größe. 


Zuſatz, 2. Fuͤr die gleichſeitige Hyperbel iſt ab, folg⸗ 
lich AM?— AG? =0 ober AM=AG, d. i. jeder Haupt⸗ 
durchmeſſer feinem conjugirten Durchmeſſe gleich 


Zuſatz 3. AG* =ARrRH — u? —a? + ns und 
TM?= 40°. (6.118. 3uf.2. 9). 
Run iſt in den aͤhnl Dre MPT, Mhi, 
PT*: TM’ = —A 
der Tr, :AC®. ur 2, hM?, 
8 AG?” uw ⸗ 2 2 2 

IM linbem au)? au = (ua?) (u’—a?)) 

u 'TM’.hM’ = AG), ser TM.hIM=AG®. . 


! 








" IR man p“-der halle Parameter fie MO, feigna (verwiäge 
$.119. 9) AM: AG = AG ı:p’ oder p. AM == AG”; fe hat 
mar and p.AM = TM.hM ober 
AM: TM = hM:p'. 

Diefes enthält ben Grund der Auflöfung folgender 


$. 123. Aufgabe. Wenn zwei conjugirte Durdy 
meffer mit den von ihnen gebildeten Winkeln ges 
geben find, die Aren der Hyperbel zu finden. 


Auflöfung. Man fchneide von OM (Fig. 46) einen Theil 
MR=p ab, und in ber Mitte von RA erridite man bad 
Loth IK, welches nämlich in irgend einem Punkte K die vers 
längerte, mit AG parallele Tangente MT fhneibet. Aus K 
mit defien Abſtande von A, ald Halbmeffer, ziehe man einen 
Kreis, der Mh in 2 Punkten T und h fchneiden wird. Zieht 
man dann durch diefe Punkte und durch A die Geraden TA, 
hA; fo hat man erſtens bie Richtungen der Aren. Denn 
der Winkel TAH if als Winkel im Halbireife, (@rom. $.87. 
Zuf. 2) ein rechter, und (nach Geom. $. 120. II.) 

AM: TM = hM: MR ober p'. 


Um zweitens audy Die Bröße ber Axen zu befkimmen, 
fälle mon bie Perpendikel Mi, MP; nehme AB als mittlere 
ftetige Proportionale zwifhen AP und AT, und AL eben fo 
zwifchen Ai und Ah ($. 118. Zuſ. 6). 


5 125. Erflärungen. 1. Hinſichtlich ber im Fig. a5 
nad) $. 118. Zuf. 7 gezogenen Aſymptoten AX, AV heißen 
AX’, AV, weldye mit AB’ denfelden Winkel, wie erftere mit 
AB, bilden, auch bie zugeordneten Afymptoten. Da die 
opponirten, conjugirten Hyperbela GLW, G’'L’W’, als durch 
bloße Umtaufchung der Aren ſich von den erfteren unterfcheis 
dend, mit diefen gleihfam nur eine Figur ausmachen; fo ift 
Mar, daß jene Afymptoten auch ben conjugirten Hyperbela zu⸗ 
gehoͤren. 

2. Der Winkel XAY = X’AY’, unter welchem ſich bie 
Afymptoten im "Wöttelpunfte der Hyperbel fchaeiden, heißt 
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AYfyamp'totenmwintel, beffen Häffte wir hit a bezeichnen wol⸗ 
len.‘ Die Größe deflelden hängt, wie aus obiger Art, Afymptos 
ten zu ziehen, erhellt, von. dem Verhaͤltniſſe der Aren ab. Sind’ 
diefe, wie bei der gleichfeitigen Hpperbel, gleich; fo iR «= 390°. 
fEs wird aber 2a ſpis ober kumpf, je nachdem bie große Are 
BB’ entweber > ober << als bie ihr beigeorbnete LI "; iu 
beiden Faͤllen ſind die Hyperbeln ungleichſeitige. ... ı 


BZufatz. Um eine trigonometriſche Funktion des Aſumptoten⸗ 
*5 — durch: bekanute Linien datzuſtellen, darf man ſich nnd 
mit dem Halbmeſſer AB aus A einen Kreisbogen gezogen vor⸗ 
ftellen, dann if, AB = sin. tot. = 1 angenommen, BE oder b 
— sina; AB oder a —= cosa und BF=sin. v.a. Rimmt 
man aber AB ale Sin. tot., daß demnad; 


fo erhält man durch Subfitution in der Gleichung bed $. 88. 
Zuf.ı die Gleichung für die u 


Afymptote AX y=tnge.x=.x mb 


AR:BE=1:tange, b. i. tang a = iR; 


- für die Afymptote AY y--2.x. ur 


Auch hat man ſtatt ber Gleichung (y) ($. 112) ber One 
dieſe: y=+ttangey(u’—a?). , 
$. 126. Tehrfat. Das Rechted unter den Seg⸗ 
menten einer bis zu den Afymptoten verlängerten 
Hypperbel⸗Sehne if gleih dem Quadrate der hal 
ben Tleinen Are. 


Beweis. Sey für den beliebigen Punkt V C#ig. 27) diefe 
verlängerte Sehne OVo II LL'; VH II AEO und VQ and 
BG Il Aeo gezogen. Seyen ferner die Eoorbinaten der Hyper: 
bei für den Punt VPM=y und AP=u; eben fo BG=m; 
GE=n; AQ=tm QV=v. 
> Run ik in ben ahnl. Drei APO, ABE 
AB:BE=AP:PO, d.1.a:b=u:PO; 


' 
’ 


— we — 


be, vo=®_yu V=4y, 


daher PO=Po= 
folglich VO. Vo. 2b? ($.112(y)) = BE?= AL”. 


Zuſatz 1. Da bie bewieſene Eigenſchaft für jeden Puult 
der Hypetbel gilt; fo find alle jene Rechtecke gleich und kon⸗ 
laute Groͤßen. 

Zuſatz 2. Leicht folgt aus unferem Enge die Bleihung 
der Hyperbei zwiſchen ihren Aſpuptoten. 

Dean wegen der aͤhnl. Drei. QVO, VEHo, BGE hat man 

BE : BG = VO: VQ, 
"BE:GE = Vo : VH 
alſo - BE =b):mn=b?: tv; 
d.f. tv = mn, welches die verlangte Gleichung if. 


Zufag 5. Alſo für: jeben Punkt V der Hyperbel ift 
VQ.VH ode VQ.AQ=BG.GE. Fält nun V mit 
dem Spheitel B zufammen, fo.wird AQ wieder AG und VO 
wird BG, bemmd AG. BG = BG.GE oder AG=GE, 
d.i. G die Mitte vou AE. Es wird folglich AG = BG —= 
: GE ſeyn müffen. Denn würde man über AE einen Kreis 
weiten Halbneſſer folglich AG wäre) befchreiben; fb wärbe er, 
weil ABE = 90°, durch B gehen muͤſſen. Alſo it BG = GE 
oder m=n und für eben dieſen Zafl tv = m? AG”. 


Dieſe Gleichung druͤckt man auch fo aus: Die Potenz 
AG” oder BG* der Hpperbel gleicht dem Rechtecke 
(iv) unter ber afymptotifchen Abfciffe und der euts 
fprechenden Drdinate. 


Bufaß a. BG’ — AG JAE = Jia? +b9; folglich 
auch tv(= BG 2 = $(a+b). Alfo find alle Rechtecke, 
wie VQ. AQ, unter den afymptotifchen Coordinaten 
einander gleich und Ffonftante Groͤßen. 


Bezeichnet man daher diefe Coordinaten mit x’, y’ und AG 
ober BG mit d; fo kann man auch obige Gleichung der Hyper, 
bei fo ausbräden: : 

xy x d? = &(a?-+-b?), 


3 2 
woraus folgt y =5,, ober x=5: ferner = und 
d= = yıYyJj... 

Bufag b’ Für irgend kine anbere Ordinate Cx md Abs 
feiffe AX if eden ſo CX.AX = AG* = VQ.AQ, daher 
CX:VQ=AQ:AX, bi. die Örbinaten der Aſym⸗ 
Boten find ihren ehtiprechenben Anfeiffen vmse 
tehrt proportisnäl. . — 

BZuſas 6 Vernedge des Lehrſades iſt cgig as 55. 2. 
= AL”. ‚Zieht mau nun Zs:.H BR’ ſo. iſt nd. An} 
Rechteck unter den Abſchnitten ZV, Zz; welche Dis 
Afymptote maht, glei der halben. großen Are, 
—V ſind die Recht ecke einander steil, und. fons 

ante Größen. 


Denn da fomohl, bie Drei. sVz und ABE, , a a 


262. und ABE aͤhnlich ſind; ſo iſt 


82 2V = BE=Ab): a. 
und 22: 22 — BE G=AL).: 





j baher Z2V. 22 = PC 


5 122. Lehrſatz. Zieht man durd irgend einen 
Duntt V der Hyperbel (Fig. 47) eine Sekante Vm, 
begrenzt in den Afymptotenz fo find ihre Sheils 
RV, mr, .liegend. gwifchen den Aeſten der; Eurve 
und ben Ajymptöten, einander gzleich. 4. 52. 


Beweis.“ Durch V und m-feyen die parallelen-und ver⸗ 
längerten Sehnen oO, dD gezogen; fo iſt wegen der aͤhnl. 


Drei. xdm, voV und RYO,RmD .. 


Vr: mr = Vo: md und 


wo VR:Rm=VO:m)d 


alfo VR:Vr: Rm.mr= VO.Vo: mD.md; 
aber VO.Vo = Dm.md ($. 126. Zuf. 15 folglich "auch 
NR.Vr = Rm.nr, oder VR(Vm-+mr) = mr (VR + Vm), 
woraus durch Multiplikation und WBeglaffung derfelben Größe 
VR«mr erhalten wird VR.Vm = Vin. mr, dt. VR=nır. 


Zuſatz. Alſo wird jede von den Mfomptoten begrenzte 
Tahgente Tr im Beruͤhrungspunkte M halbirt. 


8128. Lehrſatz. Zieht man für einen Punlt M 

der Hyperbel die Zangente Tt und dieſer parallel 
durch einen beliebigen Punkt V eines byperbolifhen 
Aſtes die bis zu den Aſymptoten verlängerte Sehne 
Rr; fo ift das Rechteck unter den Segmenten RV, 
Vr I. gleihb dem Quadrate der Tangente TM; 
U. gleih dam Quadrate des halben zugeordneten 
Durchmeiferd AN, ber mit TM ober Rr parallel gw 
jogeu if: 

Beweis. 1: Zieht man durch M bie Berode il ILVL; 
fo hat man, da die Drei. TMI und RVO, und eben fo Mit 
und Vor ahnlich find, 

'TM: IM = RV : VO und 
Mt(= TM):Mi=Vr:Vo 
daher TM" : IM.Mi=RV.Vr:VO. Vo; 


abe MI.Mi = VO. Vo ($ 126. Zuf. 1% "folglich auch 
RV.Vr= TM”. 

II. Zieht man durch M. ben Durchmeſſer AMW (in Beie 
Yung auf-weihen AN der halbe zugeordnete Durchmeſſer 
it); fo halbirt Diefer die Sehne Vm ($. 121. Zuf. 2), demmach 
auch Rr ciubem nah $. 127 RV = mr) Gebt man nun 
AM=a; IM=q; AW=u’ and bie Dröinate wV=y; 
fo hat man in ben aͤhnl. Drei. AMT, u 


AM: MT= AW: WR, oder WR = *. folglich 
RV = -y und Vr= Gry fohin RV. Vr = TM°’ 
= ey ‚ und, flatt y” den Werth (Y) 6. 121 ſubſtituirt, 


q’u” by" 2 


a. Pr + b? = q? , oder (qQ’— —b”?) (= — 1)⸗ =0, 


oder ?—b?=0,db.i.qgq=b oder tiM='TM=AN (He 

nach Fig. 45 tM = AG, was zu beweifen wir im $. 122 ver- 

forochen hatten), oder man hat IM’=AN?=RV.Vr. 
Zufag ı. 





— u 


Zufag.ı. Weil. jede von den Aſomptoten behrzuzte Kay 
gente im Berührungspunfte halbirt und gleich ift dem ihr yarals 
lelen Durchmeſſer; fo it auth die Differenz der Quadrate der 
- Tangenten, welche den zugeordneten Durchmeſſern zwifchen den 
Afymptoten parallel gezogen werben, eben ſo eine beſtaͤndige 
Groͤße, wie der Unterſchied der Quadrate dieſer Durchmeſſer 
ſelbſt ($. 122. Zuſ. 1). 


Zufaß 2. Aus unferem Sage und & 127. Zuf. folgt bie 
Methode, die Hyperbel geometrifh 3A befchreiben, 
Wenn die halben beigeordneten Durchmeffer AN, AM (Sig. 48). 
mit dem’ Gonjugationdwinfel gegeben find. 


Wenn man nämlich für den Anfangspunft M bed Durch⸗ 
meſſers AM eine Tangente zieht und MT, Mt gleich AN 
macht; dann durch A die geraden Linien AT, At zieht; fo hat 
man die Afymptoten. Zieht man nun durch M mehrere in ben 
Afymptoten begrenzte Linien PMQ, PMQ, ... und macht ims 
mer PO = QM; fo gehören alle Punfte O zur Hyperbel. 
Eines jeden ſolchen Punktes O kann man ſich weiter bedienen, 
um die Punkte V zu beſtimmen, indem man durch O Selans 
ten, wie RS, zieht und dann SV=RO madı. 


Würde man aber ben Aſymptotenwinkel und beffen Supples 
ment halbiren; fo hätte man die Richtungen der Aren, deren 
Größe nad $. 124 gefunden und fohin Das dortige Problem 
aufgelöst werden könnte.) " 

Anmertung ı. 
Die allgemeine Gfeichung für bie Regelfchmitte iſt 


2b’ b?x? 
vi apx — oder y2* = nn. 





*) Hinfichtlih der Theorie der Linien der erſten und zweiten Ord⸗ 
nung vergl. unter den neueren Schriften : 
x) An analytical System of conic Sections, designed for the 
use of students in the university; by the Rev. H.P. Ha- - 
milten etc. Cambridge 1828. (Auch in’s Deutfche übers 
fegt vom Prof. J. H. Bentendarff — Berlin, 1328). 
3) Elemente der Algebra und Seometrie von 3.3. Litt row, ıe. 
— Wien, 1927. 
Dr. Echon's Lehrbegriff der Hödern Matbematif. 20 
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wen man = Matt p feht. Diefe Gleichung gilt wänıtich fur 


die Ellipfe, doperbel und Parabel, | je nachdem a mit 4, oder 
—, ober = & gefeht wird. 


Einen allgemeinen Ausdruck des Laufes dieſer Curven bietet 
bie bekannte Eule r'ſche Gleichung 
| == ty(+gu+b) 
dar, je nachdem ber als fonflant angenommene Coefficient f 
mit +, oder —, ober SO gefegt wird. Gilt nämlich +;ß 
behält z fr um +o oder u=— o einen reellen Werth; 
folglich läuft Die Eurve nach entgegeugefesten Richtungen 
in's Unendliche aud Hpperdel). Gil —; fo wird z fa 
wohl fru= po, ad = — om imaginär, d. i. die Eure 
erſtreckt ſich nach feiner Richtung in's Unendliche (Ellipfe; 
Kreis). Gilt f=o; fo befommt z nur fru=m + © einen 
reellen, aber fir u = — o einen imaginären Werth; die 
Turve laͤuft alfo nur nach einer Richtung in's Unendliche aus 
(Parabel). 
Anmerfun g 2. 
Zur naͤheren Eintheilung der Curven bedienten ſich bie Dar 
thematiter folgender allgemeinen Ausprüde der Kegelfchnitte: 
1... yar = ax" _ „un. 
(2) ... y” = px" "3 
(DI... ay a px” (ax); 
wo a die große Are und p den Parameter bezeichnet. Nämlich 
m = 1 gefeßt, gilt (1) für den gemeinen Kreis (6. 90. Zuf.2.. 
(43); m2 gelegt, gilt (2) für Die gemeine Parabel, und 
m=n=t'gefeßt, gilt (3) für die gemeine Ellipfe und Hyper⸗ 
bel. Dieje Curven nannte man auch die koniſchen, quadras 
tifhen oder apollonifchen. Letzteren Ramen erhielten fie, 
weil Apolloniuß cum d. J. 247 vor &. ©. zu Perga in Pams 
philien geboren) ein berähmtes Wert Aber die Regelfchnitte ger 
fhrieben hat. 
- Sept man für na und n andere Bette; fo anigtehem gleiche 
fam andere Eurven und alle zu (1) oder (2) ober (3) gehörigen 


⸗ 
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Curven Hlßden- fine eigene Familie, ober ein befonderes Ges 
ſchlecht; uhd zwar iſt eine Curve vom nten Geſchlechte, wenn 
ihre Gleichung n41 Abmeflungen hat. Es gehören demnach 
die gemeinen Kegelfchnitte zum 1. Geſchlechte. Die Eurven dies 
fer 3 Wefchlechter theilte man twieber nadı Arten ab. Euler 
nahm dad Merkmal für diefe Unterabtheilung aus der Natur 
and Zahl ber Aeſte einer Eurve und gab daher 3 Arten bed 
1. Geſchlechtes (vergl. Anm. 1) und 16 Arten des 2, Geſchlech⸗ 
fe6 ; Newton aber, andere Eigenſchaften der Curven beruͤck⸗ 
Fan, ae 72 Arten Eurven deſſelben 2. Shätehne 


—— — — 


u 
\ . ’ 
: t. 1. .. . C 
_ .- 


‚Die Regelfänitte, auf den Rrämmungs-- 
kreis besogen. 


“u. 





PR 


5129. Etllärung. Wenn eine Kreis linie Mm (Fig. 39) 


- Und eine andere Eurve AMB in demfelben Punkte M eine ge 


meinſchaftliche Tangente MT Haben, und die erſte Ablenkung 
der Kreislinie von ber Richtung der Tangente eben 
ſo groß if, als bie erfte Ablentung der Curve AMB 
von berfeiben MT;' fo hat die Kreistinie Um unter Abrt 
end unzählig vielen Kretäbugen, ‘die rbenfalls M und MT. ge 


‚weinfehaftlich Haben koͤmen, einerlei Srämmung mit. der 


Aurve AMB.ı.Diefe Kreislinie heißt daher Krhmmungd 
reis (circulus osculator) fär ben Puutt M.;. fein -Halbınieilor 
MC KrümmungssBHalbypeffer (radius oculi, s. curva- 
$urae, ud ‚radius evolutae) und fein: Mittelpuaft C ber 
Krümmangs-Mittelpunkt. Stellt man ſich jene 
Ablenkungen als unendlich Feine Bogen vor; fo kann man au 

fagen: der Kruͤmmungskreis geht zum unendlich Tleinen Bogen 
einer Gurve im Punkte M fo nahe hinzu, daß, fo wie zwiſchen 
TM und Mm feine andere gerade Linie möglich iſt, eben fo 


- auch zwifchen dem unendlich Meinen Bogen bed Kruͤmmungs⸗ 


kreiſes umd dem entfprechenden Bogen der Eurve fein anderer 
Kreisbogen ‚gezogen werden kann. , 
20 


Stelt man fi eine Curve B vor, in weicher ale Witte 
punkte der Krümmung einer gegebenen Curve A liegen; fe 
nennt man jene Curve B ber Mittelpumfte die abgemickelt e 
(developpirte) oder die Eyolute der Eurve A, und diefe 
die Evolveute. Wenn z.B. in Fig. 50 die Curve mıBn alle 
Mittelpunfte der Krünmung der gemeinen Parabei MAN, eut⸗ 
hält; fo if diefe Die Evolvente und mBo die Epoſute oder 
Neil'ſche Parabel. en 


8.130. Aufgabe Fuͤr einen grochenen Punkt 
K eines Kegelſchnittes (Fig! 45) den algebraiſchen 
Ausdruck des Krümmungs-⸗Halbmeſſers zu finden. 
Auflöſung. Sey Kt die Tangente für K, IKr ein uns 
endlich Kleiner Bogen der Eurde; KL, der Durchmeſſer; lor die 
mit Kt nasse Sehne Des Bogens IKr. foldikh 200 ai Dr⸗ 
dinaten fowohl für KL, als für Dpy-Durcmefler des Krüms 
mungsfreifed, auf welchen fie feufrccht find. Weil ferner jeder 
Kreis s Halbmeffer auf die Tangente im Berührungepunfte K 
ſenkrecht if, Geom. $.89. Il.)3. fo wird der Hyrrpwngahalb⸗ 
oder Durchneffer 5.38. Kb in, der Normale KN ‚aber Deren 
Verlängerung liegen. Man fee endlich, daß bie Peripherie 
bes Krümmungstreifes ben Durchmeſſer KL, oder deſſen Ver⸗ 
laugerung in irgend einem Punkte a begegne;. welrhen Pruuft 
man denn mit b durch Die Gerade-ah verbinde. „1- 1-3 u. 
Nun iſt 1) vermöge der Ratur des Kegelſchnittes —*— ob, 
=. AH”: AK” Gergl. $. w09. 6. 122. Buf. 1 andiwbtmöge 
ber Natur bed Kreiſes la? der y? (22 — x) x *. Kosve, 
ſolslich durch Subſtitution und Reduktion ala rel 
ao:oL'—= AH: AK’ ze. Br 
daher, weil die Punfte 1, o; r, K unendlich nahe aneitiander 
liegen, folglich KL von oL, wie a0 von ak unendlich wenig 
verſchieden iſt, hat man 
K- KL. AH” _ _2AK. AH” "An? 
A ART. 
) Der Borausfegung gemäß ift der Wiukel Kab, als eig 
auf den Kruͤmmungsburchmeſſer Kb ſtehender Peripheriewintel, 
= 90°, fohin find die Drei. ASK ,abK ahnlich und 


— 1 
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KaA. Ka 2AH” . 
gg gg 

lo AH . 
c1)..."IKb= Ks’ b.i. der Krüämmungshalbmeffer 
if gleih dem Quadrate bes halben zugeorbneten 
Durchmeſſers, dividirt durch das von dieſem Durch— 
meſſer zum Beruͤhrungspunkte der Tangente gezo⸗ 
gene Perpendikel. 

3) Nach $. 110 iſt KS. AG ober KS.AH = AB. AD 
= a.b, oder KS— a.b ; daher hat man durch Subſtit. Dies 

. FG . AH . [nr 
ſes Werthes in (1) AH? 

(Dr... Kb = 75 

d. i. der Rruͤmmungshalbmeſſer iſt gleich dem Wuͤr⸗ 
fel des halben zugeordneten Durchmeſſers, dividirt 
durch das Rechteck unter den halben Axen. 

4) Rach dem Vorigen iſt Ks?: a — b?: AH”, aber 


3 
?=KS.KN ($. 110. Bew.), daher AH? = al und 


durch Subftit. inc) KN.a 
J (5) ... 4Kb = — 


KSıRA=Ka:Kb, b.i. Kb 


2 





_ b? - 2 ._ — 2 a?p* 
. 5) p = oder b?’= ap =KS.KN, daher, KS — 
und durch Subſtit. in (5) u 2. | 
KN 
(4) oe 4Kb IA 0 


Zuſatz 1. Alfo 4 Ausdruͤcke des Kruͤmmungshalbmeſſers, 
die ſich fuͤr jeden Kegelſchnitt durch gehoͤrige Subſtitutionen 
näher beſtimmen laſſen. So iſt 3. B. nach ber Formel des 
6. 105. Inſ. 1, in welcher a und b nur Die halben Aren beden⸗ 
ten, NM = 2 V@— ga -abrur), wo nın a und b bie 
ganzen Aren bezeichnen, folglidy für die Ellipfe nach (4) 
i .. 
_MN = a V(a - aaꝰuꝰ + 4b?u?)> 


= IL yc.3, indem er" 
.ı, ...),; P = 


= Ve; wenn a1 gefeht wird. 


\ 


— 0 — 


Zuſatz 2. Fuͤr den beſondern Fall, wo K mit bem 
tel B’der Curve zufammenfäftt,. oͤder bie Aoftiffe x v 
det, folglich für Ellipſe und Hyperbel mad 66. 105. 18. Zuf. 1 
das Quadrat der Rormale KN oder 


MN?= PM? PN’=apx # PO + (-&) 2 p, 
und eben fo auch für die Parabel nach 6.06 


MN’ 2px tp = p”, 
d.i. für alle 3 Eurven bie Normale MN=p wird; if ber 


Krümmungshalbmeflerr = —* = p⸗e oder der Durchmeſſer den 


Krümmung gleich dem ganzen Parameter, Daher für die Para⸗ 
bei gleich dem vierfachen Abflande des Brennpunktes ober ber 
Directrir vom Scheitel ($. 94. Zuf.). 


Man Tann folglich) auch umgekehrt fagen: wenn jene 
Surven einerlei Parameter haben; fo haben fie auch für den 
Scheitel denfelben Krümmungshalbmeffer, oder Krümmmungstreis, 


Weil man ferner fchon vermöge bet Erklärung $. 129 ftatt 
des Krümmungsbogend der Eure ben ded Kruͤmmungskreiſes 
nehmen kann; fo kann man z. B. einen fphärifchen Hohlfpiegel 
ſtatt eines parabolifchen fetzen, indem der Durchmefler des Krüms 
mungskreiſes für den Scheitel der Parabel bem Parameter der⸗ 
felben gleich, ift, alfo für beide Spiegel einerlei Brennpunft 

Statt findet ($. 101. Zuf. 1). 


Anmerkung. Diefe Theorie findet unter Nnbern eine 
fehe nüßliche Anwendung bei der Berechnung ber Parallelgrabe 





. auf bem Erdfphäroide vergl. z. s. Mayers vrat. Geom. ° 


IV.8. ©. 101 u. ff.). 


/ 


VI. 
Die Differenz- und Differenzial— 
Rechnung. 


A. 
Einleitung 
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5.151. Erklärungen .. om 


1. Die in einem Ausbrude oder einer Gleichung mittel 
der verfchiebenen mathematifchen Operationen verbundenen, Cund« 
Gen find entweder foldye, deren Werthe ſich beliebig aͤnd ern 
laſſen, ober. ſolche, die bei aller Werthsaͤnderung jener Groͤßen 
immer benfelben Werth behalten. Die erfteren (mit x,y, 2, +... 
bezeichnet) werden veränderliche, variable, und die les 
teren Cmit a,b,c,... bezeichnet) konſtante Größen genannt, 
So find ;. 3. in der Gleichung für ben Kreis: yo ax--x? 
oder y= Vlax—x?) ($. 90. Zuf. 2. (9) die Gporbinaten 
Y, x veränderliche Größen, der Durchmeffer a aber eine Kous 
ftante. Sollte daher für eine gegebene Abfciffe die zugehörige 
. Ordinate in allen möglichen Kreifen gefücht werden; To würde 
man bie Abfciffe, fatt mit x, nun 5.8. mit b und den jegt 
verändetlichen Durchmeffer 3.8. mit z bezeichnen, daher ‚fegen; 

y? = bz— b?. 

2. In wiefern man vorzugäweife den wegen. der Variablen 
x veränderlichen Werth des Ausdrudes v(ax—x?) oder der 
ihm gleichen Größe y berüdfichtiget; fieht man vorerft von ben 
vorhandenen konftanten Größen bed Ausdruded ab, und nennt 
x bie unabhängige Variable, y aber die abhängige und 
felbft wieder veränderfiche Größe, oder die Funktion von x. 


Es erhellt leicht, daß in den Audbräden: 
ugeat+xı; u=bı—y; u=Xyz;... 


die veraͤnderliche Größe u nicht nur entweder von- einer einzis 
gen ‘oder von mehreren Variablen, fondern audy won der Korm 
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abhäuge, wie u entweber ſelbſt noch mit ben Ichteren Groͤßen, 
odıer nur dieſe unter einander und etwa noch mit Konflauten 
verbunden find. Am daher die Ratur oder dad Geſetz ber Ab⸗ 
hängigleit einer entweber gefonderten (wie in ben vorigen, ' 
alt aufgelödt zu betradhtenden, Gleichungen), oder einer unges 

fo uderten (wie z. B. in: „”?—ax-+-x?=0) Funktion u oder 

y zu erforfchen, muͤſſen Materie und Form bed ihr gleichen 
Autidruded in Betrachteng kommen, (Bengl. „allgem. Er d« 
Best.’ SS. 18. 19.) 

Die obigen Ausdräde: ap x; br—y;... find Funktionen 
verfchiedenen Juhaltes und verfhiebeuer Jorm; aber 
3.18. ax t+bx +cx’+... und aypbytcy”+... find 
Fıenktionen von einerlei Form. Beide find nicht zu verwech⸗ 
fein mit der einförmigen oder vielförmigen Yunktion. 
Diefe heißt nämlich einfärmig, wie u=arx, wenn fie für 
jeden befondern Werth der unabhängigen Bariablen nur einen 
einzigen Werth erhält; im Gegentheile nennt man fie weis 
oder dreis... oder Aberhaupt vielfärmig. So tft die obige 
Kreköfunttion ax — x? eine zweifdrmige, indem man ers 
hält y= + vlax—x?) und y= — Ylax—x?). 

Bur fehr bequemen Bezeichnung der mannigfachen Ausdruͤcke, 
ald Funktionen gewiſſer Variablen, haben bie neueren Mathes 
matifer die Buchſtaben F, F, O, Y,... gewählt, deren jebem 
die als unabhängig betrachteten veraͤnderlichen Brößen durch 

einen Einſchluß beigefügt werben. So bezeichnen z. B. f(x, y), 
F(x, y) verſchieden geformte Funktionen von x und y (wie 
a—x+y und xy); eben fo find fcx), P(x), ... Zeichen ver⸗ 
fchieden geformter Funktionen von x (wie a}-x oder ax”), und 
k(y), Prey) in demfelben Calkul Funktionen von y, bie von jenen 
. nur in der Bezeichnung ber veränderlichen Größe verfchieben 
find. Die Konflanten, die (wie a in obigen Ausbrüden) in ber 
Funktion vorhanden feyn können, werben in ber Regel bei bie, 
fer Bezeichnung gar nicht, oder nur befonderer Zwede wegen 
mit in das Funktionszeichen (wie flx, Y, 2, a)) aufgenommen. 

5. Hinſichtlich ber Form theikt man die Funktionen übers 
haupt in algebraifche und tranfcendente ein. Jene⸗ ſiud 
ſolche Ausdrucke, in weichen die Beränberlichen unter fir amd 
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wir . Spnflanten wittelt der aritimetifihen Grundoperationen 
caddit. und Subtr.; Multipl. und Divifion; Potenzirung und 
Wurzelausziehung) verbunden find. Alle Äbrigen Funknonen 
heißen tranfeenbente, "wie die Erpenentiatgrößen.G. B. a4 bie 
logarithmiſchen, trigonometriſchen Funktionen (wie log x; 
sin x3. .. are. sin Xy...). In allen dieſen Ausdruͤcen kom⸗ 
men namlich Größen vor, weichen, wie den Sinuſſen, unzählige 
Werthe entfprehen. Daher gehören denn auch unendliche 
Reihen, deren Werthe fih durch feinen algebraifchen Ausdruck 
in einer endlichen Anzahl von Bliedern darſtellen laffen, zu deu 
tranfcendenten Funktionen. ” 


4. Unter biefen, fowohl algebraiſchen als tranſcendenten, 
Funktionen einer Beränderlichen, werben bie, wie 


a 
arxıı ax; 7* x” 2.0”; logx; sinxs arc.sinxz... : 


welche das Refultat einer einzigen, mit ber veränderlichen x 
vorgenommenen, Operation find, von ſolchen Funktionen unters 


ſchieden, welche ſich mit Hülfe mehrerer Operationen aus einer 
Variablen herleiten laſſen, wie z. B. 


x” 3 Vz EX, tangx (indem ung=#"); arc. tang x · .- 
Jene heißen einfache; dieſe zuſammengeſetzte Funktionen. 


5. Zu den Letzteren rechnet man auch bie Funktionen 
von Funktionen (wie log sin x), weiche naͤmlich das Reſul⸗ 
{at mehrerer (usceffiver Operationen find, deren erſte weit vor 
veränberlichen Größe, und deren jede folgende Operation meit 
dem Refultate der zunächki vorbergegangenen Dperation vurges 
nommen wird. Solche Funktionen find durch FC(X); MCXx), .- 


oder F?lx), f(xy, ... begeichnet. IR 3.B. fix) = Ei-tax)”, 


und man feßt dieſe Funktion ſtatt x; fo if die aus f(x) ent⸗ 
fpraungene Funktion fx) =[1-+alı--ax)”]”- . 
6. Die algebraifhe Funktion heißt tational, wenn bie in 
ihr vorkommenden Beränderlihen nur ganze Zahlen zu Erpos 
nenten haben; das Gegentheil iſt die irrartionale Funktion, 
wis y(ı->ax) uber (1-Haxyi. Die Yanttion iR ferner eine 


_ ganze, wenn jene Erponenten 4 Zahlen find ; das Gegentheül 
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iſt die gehtodiene ober "Bruchfunktion, wie a ‘8. (ihaxy 
oder aa | 

Jede. rationale und ganze. Funktion hat Glieder von der 
Form: Ax” y"z’..., wo A den aus Konftanten zufammens 
gefegten Evefficienten bezeichnet. Die hoͤchſte Summe‘ ber Ex⸗ 
ponenten eines dieſer Glieder beftimmt die Ordnung oder 
ben Grad der Funktion; fo ift a+-bx cine ganze Funktion dee 
erften Grades, die man auch die lineäre Funttion nennt 
t8.8833. 

Die rationale ganze Funktion, die in jedem Gliede eine Po⸗ 
tenz derſelben Variablen enthaͤlt, hat die Form: 

A+Bx+Cx?+Dx+...+Mx”, 

und. ift von der mten Ordnung. Die Ordnung der rationalen 
Bruchfunftion, ald Quotient aus 2 folchen Polynomien, wird 
durch die Differenz jener höchflen Ordnungserponenten dee Zaͤh⸗ 
lerd und Nennerd beftimmt, nachdem die Funktion auf die eins 


fachfle Form = gebracht ift, in welder die Funktionen Z und 
N feinen Faktor weiter gemeinfchaftlich haben. | 

7. Die Funktion heißt gleihartig chomogen), wenn 
jedes ihrer Glieder diefelbe Summe der Ordnungberponenten 

iſt 

ni; Ax"y"-Bxy?+0x 
eine gleichartige Funktion, wenn menonrgurke if, 
De einzelnen Exrponenten mögen übrigen 4 oder — feyn. 
Man erkennt folglich die Dimenfion einer ſolchen Funktion, 
die feine Konftante zum Gliede haben kann, aus jener Summe 
der Erponenten eines einzelnen Gliedes. So ift aud) Die Bruck 


funftign Ax” Bx? 
" y" x1 + y? 


eine gleichartige, wenn bie bie Dimenfion beflimmende Differenz 
m—n = p-—Qq if. 

8. Eine Funktion von mehreren Größen heißt eine fymmne« 
teifche, wenn bei beliebiger Berwechölung dieſer Größen Werth 
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und Zeichen ber. Zurion vagelubent Bleibt. Sn iR mr der 
Aunttionen 


xy; at kyT; ayz; sinx Hain ypein zu 
fominetrifch in Beziehung auf die Berk berlichen, die jede un, 
tion enthält. Ra. is mm etrifche Kunttionen von x und y 
w.3.8.x—y; Aöne. Eben fo find. b; abt;. ab; 
) F ;ſiemeniſhe Funttionen von,a und b, . 


EN 


6. 132, Erträrung and grirpeitung ber Bitte 
Gehjen- Rechnung. ee * 
"m bie Beichäffenheit, ober die Art und Größe der Et 
‚gigfeit einer Gunftign 8. y?) von ‚den peränderlidyen Grßen 
von welchen ihr Werth abhängt, zu exkennen, darf man nur 
das geometrifche Berhältniß, oder ‚rwag | Apifeibe ift) den ‚ Expo 
nenten des Verhältniffes, in welchem die Zunahme der Funkicg 
zur Zumahme ihrer veränberlichen, Größen ſteht, beftimmen;, 100, 
bei man, auch ftatt 3 unah me⸗ Tegen kann „Abnahme, 
da dieſe aus negative ‚Zunahme zu betrachten iſt. 


Drüdt man z. B. die Funktion y? durch. K: aus, oder PR 
x=y?” und laßt ‚Die Variable y, von weicher der ‚Werth ber 
Funktion x oder y? abhängig iſt, um. den Theil Y,. Pe 
auch bie Aunttion jetbft, ı um einen Theil X junehmen; A A 
obige Gleichung ü in biefe vr —28 


31 x+X =(y+Y)’ > Pt hY —R “ale 
Aber. Ans Irhterer :Bbeihung. hat man (wegen eG 
x 2yY-+Y? oder den Erponenten a =2y+ Y. J 
Die erſte dieſer Gleichungen lehrt, daß, wenn die Variable 
yum Y waͤchst, bie Zunftion y? ober x um 2yY 4Yx 


wachfe; und Die zweite Gleichung oder der Exponent 7 x AS 


erkennen, daß die Funktion y? fo befchaffen fey, daß Are Zus 
nahme X die Inuchme der Bariablen y um die Summe der 
boppelten Größe y und ihrer Zunahme überfteige.. "Man ers 
Seunt demnach aus dieſem Berkaitmiffe der, beiderfaitigen Vers 
Anderungen von x und.y die Natur beruftion: x yolkfumnen. 


un sh u — nen 


— — — — u 


— „AB — 
- 


: Die Wiffenfchaft, weiche bieſes Beriiättniß ber wiechieiftiti- 
gen Zunahmen ber verändberlichen Größen und ber Fauttion 
beſtimmen lehrt, heißt Aberhaupt Differenzen -Rehsung, 
indem die anfzufindende Zunahme Coder Abnahme) X der Funk 
tion x oder y? die Differenz zwifchen der unveräuberten und 
veränderten Funktion, nämlih X = (x--X) — x if. 

' Die Zunahme Y jeber bariablen Sroͤße y, folglich auch der 
Funktion felbft ($. 131. 2.) ik entweder eine audliche, d.1. 
eine ſolche, die, fo Hein man fie auch uchmen mag, body zu 
ber veränderlichen Größe y noch it einem merklichen ober fol, 
hen Verhältniffe fteht, daß Y als gegen y nit ald vers 
fihwindend betradhtet werden kann und’ darf; — ober eine 
unendlich kleine, d. i. eine folche, die fn bem Zuſtande bes 
trachtet wird, wo ſie in Null uͤbergeht, oder gegen die Variable 
y, wie gegen jede andere Größe, mit der fle su vergleichen iR, 
verſchwindet. 

Die endliche Zunahme Y von y wird mit Ay, demnach 


duch die Zunahme X der Funktion x oder y? mit Ax bezeich⸗ 


net, und jebe erhält den Ranıen „Differenz. Eben ſo wird 
die Gleichung (im obigen Beiſpiele) 

X = 2yY + Y” over Ax = — J 
Differenzgleichung, und die Wiſſenſchaft, die ſich mit dem 
Auffinden ber Differenzen der Funktlonen befähäftiget, Dif fe⸗ 
renz⸗Rechnung (im engeren Sinne) genannt. Allein bie 
Zunahme Y: oder X, als uneudticdh kleine, wird mit dy 
oder dx. beseichnet, und erhält den mmterfcheibenden. Raten 
„Bifferenzial“ Das Differenzial einer Funktion nden, 
heist Differenziiren““; bie Gleichung 
| X = 2yY-+-Y” ober dx = 2ydy +(dy??. . 


Ditferengialgleihung”, und die Wiffenfchaft, das "Die 
- ferengial einer gegebenen Funktion, mithin aud das Verhaͤltniß 


oder den Erponenten des Verhaͤltniſſes ihres Differenziaid zum 


Differenzial einer jeden ihrer veränberlichen Groͤßen, — ober 


kurz eine Differenpialgleihung au Ruben, heißt Differenziak 


. Rechnung. 


Anmerkung. Daß man die Differenz oder das Differen- 
„ul eiuse Zuuktion z.B. zy ober x® ſinden folle, dezeichnen 


‘ 
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wi tdaftig Dur: Alıy), Alzd ober Harzer durch M. xy 
d. xy oder A.x?, d.x?. Eben fo bebentet künftig 3... 
Ax? (ſtatt cCAXIY) oder dx? (hatt (dx) und allgemein: 
Ax” oder dx” die Potenz der Differenz oder des Differenzials 
von u tb; es WM daher zB. At Ax. 2) weber mit 
Aug, noch mit Ax. x zu verwechſeln. 


A | 
» 4 





B. 


Erſte Grundfäße der Differeng:. und 
1 Differenzial⸗ Rechnung. 


| 
0 38 





8.155. 1. Orundfaß. 


&; ift für die Zunahme Ar oder dz der Zunttioh 2. 
'einerlei, ob die Gleichung für diefe Funktion fon 
ftante, mit den Bariablen burh + oder. — nardun 
bene, Größen enthalte, aber nicht. Denn bie Konflans 
ten haben feine Zunahme. 

Sp, wenn z = x, iſt z + Az = x - Ax, bb anch 
z2+dı = x-+ dx; folglich (wegen “= x) bie Diffewenz 
gleihung: 

Nr = Ax und bie Differenziolgleihung: de ed, 

Aber an, wenn 5. 3722z + a— b if, bat mas wieder 
«trAsmxstAstaı—b, fahr Az Ax. ‚Eben fo 
wem b--y am x—c if, findet man wieder dy ==.dm,, ober 
dad Verhaͤltniß * = oder e=1, d. i. glei dem 
Goerfficienten * unabhängigen Variablen x 

2. Grundſatz. 

IR aber bie Konſtante Eoefficient einer verän⸗ 
derlichen Groͤße; fo iR fie auch in der Differenz 
oder Differenzialgleihung&oefficient der Zunahme 
eben jener Bariablen. 

ı Dem wenn z=ax if, wirb s- Az =alxtAx) = 
ax Lanz, demnach (wegen z== ax) Az= ax, uud eben . 





. = 59 = 
ſo and e=adz. Eq in alfe in u anni Brit 
oder deſſen Exponent 
re : Be _ ur. 
Ar” a ober az Be 

Rai. überhaupt gleich. dem Eoefficienten deu unabs 
hängigen Bariableu, weide Baht au durch a vor⸗ 
geitellt werde. 


5. Örunbfaß. 

Wenn in ber gegebenen Sleichung ber Funktion 
Biesweränderlichen Brößen durch + oder — verbuis 
ben find; fo behalten ihre Buuchmen in der geſuch⸗ 
ten Gleichung diefelbe Verbindung. 

Denn ſey s=ax-+tby— cv; fo iſt nach 2. Gundi 
+2 = = ax FaQıx+ by+bAy— — (er te AN, woraus 

‚Aa=aAx+tbAy-cAr. , 

& R von z=xty—vbie Differenglalgleihung: . 

 dg=dx+dy— dr. | 


. 6. 154. 4 Grund ſatz. 


Menn in gegebener Sleichung ver Funktivn die 
Bariablen der ketzteren durch Ruttiplitation ver 
bunden find; fo erhält. man 


aqy die Differenzgleihang, wenn man 1) die Dif 
ferenz jeder einzelnen Beränderlichen mit den 

. Körigen Beränderlichen, als wären biefe fon 
kaute Größen, — 2) jede Veränderliche mit.dem 

Produkte der Differenzen ober Zunahmen ber 
übrigen Bariablen, und 5) bie Zunahmen aller 
Beränderlichen felbft mit einander multipfis 
zirt, und alle erzeugten Produkte adbirt; 

b) die Differenzialgleichung, indem man, wie vor 
hin unter 1) das Differenzial jeder.eingelnen 
Bariablen nad $. 155. 2. Grundf. fo ſucht, als 
wären die übrigen Veränderlichen konſtaut, 
und dann diefe Produkte addirt. 

1. Sey 


— Si — —— 


1 sep anche xy bie gegebene Gleichung; fo .ift! 
ztAz=&+ARIy+AN=IJtyArtxAy+ArAy, bi. 
Az = yAx +xAy+tAx.Ay; oder | | 
Az | 
5 vꝓ A. 
Weil eben fo + da=(x-Hdx)(y-H-dy) iſt, fo iſt 
dz = ydx + xdy + dx.dy. 
.. Allein dp; Die Binahmen:dx, dy, in dem Zuflande betrach⸗ 
tet, mo man ‚fie in Nullen. verwandelt, fchon gegen x und y 
werihwinben ($.132),; fo verfchwinbet um fo mehr. das Pros 
dukt dx dy fowohl gegen ndy, ald gegen ydx; folglidy hat 
man - dz dy da dız 
b) da=ydx-4-xdy, und = ytrı7z ober dy” y ayt* 
2. Sey z=xyv3 fo entwidelt man, wie vorhin, u 
a) Az=yvAx+xvAy-+xyAv +xAyAv+rAxAv 
+vAxAy+Ax:Ay:Av; | 
und aus dem vorhin angeführten Gründe . 
b) dz oder dxyD=yv.dx+xv.dy-+xy.dr. U. ſ. w. 


1.9.1355 5.Grundfag: 


eo, 


nggigen’g Grundf., oder durch Entwickelung'der 
Mateag:der Beränberlihen. + ihrer Zunahme 
nah der Binomial» Formel (allgem. Grdßen!. 
$$. 65. 66); " 0 n 

O bie Mifferenzialgdeichung, indem man bie Der 
änderlihe Größe unter dem. gegebenen, aber 
um bie Einheit verminderten Erponenten der 
Potenz ſowohl mit Dem ungeänderten ne 
ten, al® auch mit dene Differenzialber Ber n 
berlidgen multipligtrt. .. 
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1. Sey z= x? gegeben; fo iſt das eben ſo viel, als man 
hätte in 2 xy (unter 1. des vor. Grundſ.) ſtatt y nochmals 
biefelbe Beränderliche x, oder x==y geſetzt. Subflituirt man 
daher auch in obiger Differenzgleichung a) ſtatt y nun x und 
demnach auch Ax ftatt Ay; fo finder man 


+) B=AHrd=xrAxıt+txAxıtAX. ax =uArtAr, 
A = 2x + Ax. 


und —— Dx 
Weil aber für dx jede Potenz dieſes Differenziakd, wie dx?, 
gegen jedes der Äbrigen Glieder, in welchen fich eine ſolche Po⸗ 
ten; als Faktor nicht vorfindet, wie hier gegen 2xdx , aus Dem 
im $. 134 angeführten Grunde verſchwindet; h erhellt, daß 


B) d.x? oder de= 2x” "dx 2xdx und er fey. 


2.659 ze =x’—x?.x; fo if 
e+A2:=A0GMLK«-+-AÄX) ” ” 
= (x +23Ax + Ax]la+AQ 
=x’+37"Ax+3xAxX’+ Ax’; alſo 
«) Ar = Axt ssA+Ax, u 
= = 5x? + — +Ax!. 
Es verfchwinden aber, wie bemerkt wurde, für dx die 2 letz⸗ 
ten lieder in a’), nämlich sx.dx? + dx’; folglich iſt 


ß) d.x’ oder da = Sx’dx, und mas. 


5. Sey allgemein z=x”; fo if eben fo allgemein 
2+/As= (x+Ax)”, daher nach der Binondalformel 
= x” +mx” Ax + 2 x"? Az? 


m. m-1. m-2 zu 3 
+ J— 2.5 Ax +. o.. Alfo 


AX+ ... und 
N u man m— Axt: 


A” . 
1.2 





* 


Es iſt aber auch eben ſo 


z+d3 = (x+4x)"” =x ® Lmx = a nt 1 nr. 
m.Mm-1 y„e— 
Fr 


Nm Be mE umen , 


indem das zweite umd fo jebes folgende Glied der rechten Beite 
ber vorigen Differenzialgleihung wegen der Baforen dx?, dx* 
.c. verſchwindet. 


Zufag. Es ift eben fo | 
nee 


alſo da= mx” dx + dx +. ., ober . 


nnd Ip= —=d(. „h= =-- aYy3- . 
ByV ay 


GGgl. $. 135. 1. und 2. Grundf. und allgem. Eräßent. $. 54 
mit Zuf. 2 und 4). 





5. 156. 6. Grundfag: 


Wenn in der Gleihung der Funktion die Beräm 
Derlihen ber Letztern durch Divifion verbunden 
find, oder Überhaupt unter ber Bruchform vor tom⸗ 
men; ſo erhält man r 


. srfiend bie Differenzgleihung, indem man bie 
Zunahme des Zählerd mit dem Nenner, dann 
. bie Zunahme des Nenners mit dem Zähler mul 
tiplizirt, dieſes legte Produkt von jenem erſten 
abzieht, und ben fo entſtandenen Unterſchied 
durch das Produflt — aus der Summe des vers 
Anderlichen Renners und feiner Zunahme in 
Den Renner — dividirt; 


zweitens die Differenzialgleichung auf gleiche 
Weiſe, nur daß jener als neuer Zähler entwi⸗ 
delte Unterſchied durch das Quadrat des vor⸗ 
gegebenen Nenners dividirt wird. 
21 


— Mm — 


ey z2=-— x, demnach z + N = —— fo entwidelt 
. ytAy 
man hieraus 


yz +yAz+zAy+ Ay: As x Ax, oder (durch Div.mity) 


z+ Az-+ N ALEE #4, und (wegen 2 =?) 


(+ Mat: ar =, der 
_ Dr = IRA, baher dem oo 


_ JAx— Ay 
erſtens: Nı= —— wie es der Srndſet aueſpricht 


x-dx - 
yrıy findet 
yz+ yde+ zdy+dy.d=x-+d«, 
aber dy.. dz gegen jedeB ‚der: Äbrigen lieber verſcwindet; ſe 
entwickelt man auf gleiche Weiſe 
ydx - xdy 
Dieſelbe Differenzialgleihang finbet man auch nach den vor⸗ 


hergehenden 4. und 5. Grundſ. | Da naͤmlich d. z=d. = 
d. xy! if; fo hat‘ man da=yide+x. dyd=yadı 








Weil man eben fo aus —E * 


zweitens: d = 


dx 
-aydy, alſo = I — = - 29, und das 
Differenzials Berhältniß iſt bier . 
de. 7, x dy de 1 dx x 


KT y, Ya * y'dy 


c. 
Anwendung der erften Grundfäße der Dif- 
ferenz- und Differenzial: Rehnung. 





Pi 
Eutwicelung allgemeiner Differenzenformeln für bie trigo⸗ 
nometriſchen und Kreis Funktionen überhaupt. 





a. Differengformeln. 


6. 137. RN der Formel nr. 91 bed $.20 wird O V, ober 
(nach anderer Bezeichnung) x > y genommen. Sept man nun, 
daß y durch Hinzuthun von Ay gleich x, und eben fo siny 
durd Addition von A sin y glei sin x ‚werde, oder daß 
x=y+Ay und sin x=siny+ Asiny fey; fo geht jene 
Sormil in diefe Aber: | 


,@ Asiny = 2c08s(y+3Ay).sin3Ay. . 


Eben ſo hat man, ſich erinnernd, daß beim Wachſen des 
Bogens Coſinus, Cotangente und Eoſekante abnehmen, die 


Formeln: 
(2 —A cos y = 2sin(y$+4Ay) . sin3Ay (aus ur. 95). 
4(8) AAtang y= ar 608 y (ans nr. 138). 
Ä sinAy 
Mrnaty= — nyFAy.sny (auß nr. 134). 
Weil endlich cosy — cosx = —__ _ er) 


secCy BECX secy.sccx 
cos y - cos x 
cosx. cos y 


 Zein ext y)- ins nach nr. 95 iſt; fo findet man 


= (det x—secy)cosx.cosy, alfo secx—secy = 


‚gosx .cosy 
hieraus durch Subſtitution 
2sin à VV) · vin 5ä 
νν ⏑ 


— a — 
(6) Acoseccy = a a Man fins 
bet nämlich dieſe Fermel, indem man, ba allgemein cogpe. = = 


if, wie vorher bei (5) verführt, und zuletzt die Formel ur. x 
zu Hälfe nimmt. 


b. Differenzislformeln. 

6. 138. Sey sinx = y daher y+ dy u sin(x+dx) 
zu sinx.coadx + sindx.cosx ($.18. nr. 55)5 fo hat man 
hieraus, weil ber Sinus eines unendlich. Pleinen Begens mit 
eben dieſem zufammenfällt, d.i. ain dx = dx, und ferner cos dx 
(wie coso zu betrachten, daher nad $.7. uf.) =ılern 
it, y+-dy =sinx Fux.cosx; alio 

(1) dy oder d(sinx) = dx.cosk; U 
d. i. das Differenzial des Sinus eines Bogens i ſt 
gleich dem Produkte aus dem Differenzial eben dies 
ſes Bogens in den Coſinus beffelden Bogens. 


Setzt man x 90 — 23 fo iſt (nach $. 135. 1. u. 2. Grundſ.) 
dx = — dz; ferner sin (90°—z) = cosz und cos ((00 - 5) 
= sinz ($.5. Zuf. 2). Demnad) 'geht die Gleichung (1) in 
biefe über: 

02) d(cosz) = — dz.sin z; 
d. i. das Differenzial des Gofinus eines Bogend 
oder Winkels ift gleih dem — Produkte aus dem 
Differenzial biefed Bogens in ben Sinus beffelhen 
Bogend oder Wintelß. 








. 11. vo gü) gefoht, 
cosx.d(sinx») — d (eos n. sin x 
day = Te. 
d 2+d | 
HE (germbge (1) und as 
fo hat man wegen cosx? + sin=21! 
(5) dy ober Actang x) = UT, ober nach $. io. nr. 1s, 


d(taugx) = secx?. dx - = = Ci-Ftang x) . dx. 
*) Dan vergleiche auch Eulers Cale. diſfer.“ Part. prior. 


— m — 
In (5) wieder x==P— x, bemmadc dx = — ds, feuer 
tang (99P—z) cot z flatt tang x und cos (90°’— x) == sin 5 
füntt cos x gefeht, hat man ($. 15. nr. 34 vergl.) 


(a) d(cot 2) = — = = — oosecz!.ds = —(1+cotzYds. 





sin z? 
j —d 
65) dGecx) = (=) en ($. 136) 


dx.sinx dx.tangx 
CcOs x coe X 


—) — dx.cosx —dx.oox 


sin) sinn — Tax 

= — dx. cotx.cosecx. 

(7) d(sinv.x) = dx.sinx ($.15.or 36 mit $.155 u. nad} (2)). 
(8) d(cosv.x) = — dx.cosx. | 

Zuſatz 1. Ans diefen Formeln ergibt fidy die Beränder 

rung eined Bogend oder Winfeld x, fobald man bie Aenderung 

feiner trigonom. Zunftion (d.sinx; d.cosx;...) kennt. Es 

ift nämlidy ans den vorigen (1), (2), (3), --- 





(6) d(cosee x)=d 








dsinx dcosx dtang x 
a 
-dceotx dsecx -dcosecx 
(4) dx = Cosec (5) dx= tang . dr cosenx 
d sin v. x _ dcosv.x c 


Qd&=— 5 @Lu=- nr 


Zuſatz 2. Wiesinz?+cosx’=1 oder sinx?’= 1-cosx’, 
eben fo iR siny? = 1—cosy?, felglid auch 
sin x? — sin y? = cos y - cosx? = sin(x+y) sin (xy) 
nach $. 25. nr. 185. Hier ift denn wieder x>y, und wie im 
5.137 ſey auch x=y+Ay dr x y=Ay un sinx 
—=siny+ Asiny. Man hat demnach vermöge jener Gleichung 
(u. ¶) Atiay9=— Aloosy) = sintzy+Ay)-sudy} 
_sin(@y+Ay):sinAY (6 25. ur. 186); 
(9 A ltang y*) cos(y-F Ay. cos y: ($ ’ 


¶¶ Accot y) = en (ebend. nr. 186). 





=, 


\ 


. 
> W. DU) 


Die etttfprechenben Diff erenzi alfornmein finde man 


nad ber Form dx?) == zxdx fahr leicht; indem hier x 
siny und dx ==d(siny) = dycosy if: "Mau bat/bemuadh 
8 und @), dcsih y)=— d(cos y) = 2einy- .cosy.dy; 


d 

(5) d(tang y9 = 2tangy. dan = 2tang y . ap 
(4) —dlaoty) = ze. u DE 

Zufap 5. Wenn x=arc.siny, oder x=arc.cosy eines 
Kreifed Bogen (für ben Halbmeſſer = 1) bezeichnet, deffen 
Sinus oder Eofinus it =y; fo if im erften Falle sinx=y 
und cosx = va-y”) nad $. 9. nr, 15 im zweiten Falle ift 
esx—y und sinx= y(i—y?d nach $. 10. nr. 21. Dems 
nach hat man vermöge (1) und 2) bee vorigen Zufäges ı dx oder 

dy _—dy 
—— b)d = 
va-y) und )dkarc.cosy)= vayy 

Allein bei diefen Kormeln ift vorausgeſetzt, daB x cin Bos 
gen eines Kreiſes fey, deffen Halbmeffer =ı if. Wird daher 
allgemein biefer Halbmeſſer durcher, und durch x ein Bogen 


bezeichnet, beffen linearer Sinus iſt ** (vergl. $.4. Zuſ. 2); 


ſo iſt nun cosx = y(r?— y9 und sinx—= y(r?—y?). Fer⸗ 
v .Ulsin 2, 
cos x 
dx = a(are. sin 2)- — und We ne 
r. sinx. — 
cos x :r’ 
— Y3 u. ſ. w. Der Kürze wegen werben wir in 


(a) d(arc.sin y) = 


ner {ft r.sin x=-ywbdx= ober 


Eben fo iſt tang x =? oder nad $.7. 1. 
ober X sinx 
cos X j 
den folgenden Formeln die unter Verädfichtigung bed Halbs 
mefferd — r geltenden Differenziale den gewöhnlichen: Differenz 
zialen (für den Halbm. = 1) duch = beifügen, ohne biefem _ 


Zeichen eigends, 5. 3. arc. tang?, vorzufegen. 





Es drücke eben fo, wie oben, x= arc. tangy ddr x= 
arc. coty eined Kreifed Bogen ans, beffen Tangente oder Co⸗ 


' 





wuutzeute sr iſt; fol iſt den im erſten Fulle tangx = y and 
sec x? + 14}-y? ($. 15. nr.31)5 im zweiten: Falle cotx=y, 
md cosec x? = .1+y* (ebend. nr. 34), daher nad (5) und @ 


dad: notigen Zuf. ann ds ober } 
dy _ rdy 
(c) d are. tang = 7 = ary und 


‚ (d) d@ere. eot y)= == Sam Es ſey ferner in 
gleichem ‚inne x == arc. sec y, ober x=ire. cbsec $3 Yolg 
lich im erften Falle seox = y und tangx. secx=y. vof-1) 
G., 14. nr. 20); im gweiten Falle coseo x = y und cotx, 
coôsec x ⸗ y.v(y?—1 ($. 12. ur. 20; fo hat ı man vermoͤge 


6) und (6) bed vor. 4 dx oder 
—B— y__ — und 
* yv g’-1) wo! a: 
© dlarc. cosec y) = = — = le \ 


Bezeichuet endlich x = arc. sin v.y, oder x=arc.cosv.y 
einen Bogen, deffen Querfinus oder Quercofinus y iſtz fp hat 
man wieder sinv.x=y und sin x =VQy— y9 G. Zuſd); 
ferner coov.x=y und coox = v2y—y% ($. 10. Buß, )» 
folglich nad) (7) und (8) des vor. Zuf. dx ober 


d d 
1€g) d(arc. sin Ve y) = — a — ward. 
—d ., —rd ' 
‚(h) d(arc.cosv.y) = 'vey ya: 
2. 


Entwidelung logarichmiſcger Differenzlalformeln der 
teigonometrifchen Funktionen. 
5. 159. Um biefe Formeln zu entwideln, iſt vor Allem 

nothwendig, bie 

Aufgabe: Man foll dad Differenzial des Loga⸗ 
rithmus einer veränderlihen Größe x finden, den 
Modul des Logarithmenſyſtems allgemein =m ges 
fegt — 

anfzulöfen, was fo vollbracht wird: 


— Bm — 
Sep log x y3 ſo hat wen y-pdy =: log (x + dry, ale 
dy ober dllogx) = log(x +dx) — logx = = gt _ 
log (1+®). Run if nad $. 142 der allgem. Brögent. 
allgemein: 
Josat+n=m(s-E+2 #4...) all auch 


uf zm( dx? +64) ober 





ddogx) = "X, indem die auf TE folgenden Glieder a 
gegen jenes verſchwindend zu betrachten find. 


Bufas 1. Alſo iR für das natärlicge Logarichmenſyſten, 
wo m = 1 {ft (allgem. Sroͤßenl. $. 140), und log. karz mit 
A bezeichnet wird, dx 
d(ix = z 0) 


Zuſatz 2. Setzt man in biefem Differenzial sinx, ober 
tangx, ++. ftatt x; fo entwidelt man nun mit Hüjfe ber 
Formeln im $. 136 und der, in den S$.9. 10. ... enthaltenen, 
trigonometrifchen Formeln, beren Numern wir hierbei anführen, 
leicht Dig logarithmiſchen Differenziale der trigenom. Funktionen. 


Naͤmlich: A 
(1) d Asin x) = = dCsin x) = dx.cosx = dx.cotx (nr. 25% 








sinx sinx 
— dx.sinx 
(2) d(Acosx) = — ** — dx.tangx Car. 18). 
_ dx _ dx _ adx 
dA ang x) = cosx? .tangx Cosx.sinx sin?x 
(nr. 146), oder (x = 49 geſetzt) d Atang IP) = an. 
@ d(Acotx) = — m 2. (anf ähnliche Art, wie (5), zu 
d den Es Ruben). 


(5) d(Asecx) = —— = dir.tangx. ben fo: 


(6) d(Acosecx) = — x .ootx. 


. dh: - dx. ain 1J — 
V. = —— _ ni ⏑ —- n r 
2) d (Asın = ain V. x 4-w(1-ain Fo r 
dx. ai oo dx.sinx.sec dx. ta 
- ZIIE (m.50) -æ 
Bar ———— un, mon. sen x-1 
‘ - cx: [ Er - 


L. 


(nach or.50 mit nr. 18). 
DATE — dx. cotx' ce: cd pa —*8* 


doſec x- 1 


Und ſpeciell: für x geſetzt 4602, Hat man and 6), 
weil nun sin = 2 tn (0045) = cos 22 (6.5. Zuf. 2) if, 


(9) d(Atang (45° +25 = 5 eben ſo (10) d. Atung lau 


uir, Uebtigent erheut, daß, weil d: log x alfyemeiz 


—— — til, jede rechte Seite ber vorigen ‚Gleichungen. noch 


mit be Modul des kaͤnſtlich eu Eyſtems multipliziet werben 


muͤſſe, aus welchem ber Logar. der trigonom. Funktion: gend 
men wird. 


Anmertung. 

‚Um die klare @inficht in bie biäer augefährten Fundam ental⸗ 
operationen des Differenziirens nicht zu erſchweren, ‚wählten 
wir immer bie einfachften Funktionen. Bon ber eichrl en Ben 
handlung diefer if dann leicht der Uebergang zur DI erenzias 
tion zufammengefeßterer Formen, wie bie noch weiter unten 
folgenden Differenziale zeigen werben. An biefem Orte mögen | 
ne "Beifpiele genügen: 

1. Sey die Funktion * 
VC(xax) +ja.Alxtija Lyra 
zu tt 135 ns das — von y⸗ taz) 
oder von J (xtierdx 4 
AR +axyi = Kx?paxytt.Caxde + ade) = veateD 
Ferner iſt nach $. 139. Zuf. 1 das Differenzial jenes awei⸗ 
ten Gliedes 
dx4 a +3.) 
Vorten)_ __de.delv@ yun+stsel | 
. stiatrVv@ta) vaartndarar vRrtanı 
%adx 
”yV@?+ax)’ 








— 52 — 


| daher ‚IR das geſochte ganze Differenziel 
(x +3) dx + sadı "(ü-x)dx. Vortan) 
*7. vartaz) it x(x+ta) °' . 





28 PIE = dx — „Fax = v(t3) 


Man findet auf gleiche Weife: . 
d.Gt VUFxI LAK +YVC = dyü+x9. 


u 9 die Bien ... . A en au 
te eV) + je. are. sin = BEE 
* bifesengliren. Nach 8.132. 1355 iſt oe 


dm V. (x) = Jdx.y (a) -4@-ı) 3. — 2dı.iz, 
_ un _Srdı er 12. 

oo ‚idx. V(aꝰ +?) v(a=x2) ⸗ 5° 
Das Differenzial des zweiten Gliedes uuferer Genktion if 
nach $. 158. Zuf. 5 ja?. dx , 
v@-x2)’ 

folglich das ganze Ra. 

"'ya?-x? 


Vet ye- 5 — = 


ecriccins einfacher Oiferenialfarmeln fuͤr bie 
Dreiede; | 
&) für ebene geradlinige Dreiede, 


6. 190. Aufgabe 1. Wenn eine Seite c (ig. X.) 
und ihr anliegender Wintel B ungeänbert bleiben; 
wie verhalten fich die Beränderungen 

1) der beiden andern Seiten a,b? 

Aufldfung Da a und c die beiden den Winkel B ein; 
fließenden Seiten find; fo ift nach $.29 b? = a?-Pc2—2ac cos B 
und hieraus - 

2c.cooB = re —b 


—_ 24 = dx v (a?-x?). 


— DB — ER 

Dieſe Gleichung mach S. 136 und qugleich nach SG. 136: 155 - 

CH differenzüirt, findet man, da die erſte Seite..der Gleichung 

lauter Konftanten enthält, und ber nene Nenner a? durch Denke 
tiplifation verfehwindet, 


0:3 ara ; da 2bdb) — (a2 4a b>) da, 
ober ubydb = = abc) da, oder db. = EL, 


iss 


Aber nach bemielben '$. 29 iſt conl + —— 


folglich 
— cos. ‚da, oder = =-cosC, ober da: 3 =ı :spaQ. 


2) des Winteld Aunß der anliegenden Seite 72 

Aufloͤfung. Die Gleichung: c.sinB=b; sint &. 4. 
Aut. 1) bifferenziiet, dat: man, wie. vorhin, to lrlen 
Pr: bıd.sint-4-sinC.db ($. 134) = b.cosC. dC +sinP dh 

($. 138. MD, 
und hieraus, da A um fo viel abnimmt, als C wäh, dems 
nach +dC= — dA if, 
db  b.cosC 


‚sinC. .db= b:vosC.dA, ober dA” = J = b. er! C. 


.. 


3) bes W. A und der gegenüberliegenben, Seite a? 

Auflöfung. Die Werthe von db aus 2) uidia) bil 
geftellt, entwidelt man 
dA 


Zul ober da: dA = b: : sinC.' ar 


1. da = 


Aufgabe 2. Seyen Aunda tonfant; die Veraͤn⸗ 
Derungen:zu.finden rat. 


1) eines Wintels c und der ihm gegenäberlie 
genden Seite c. u 


sin 2 = 


Aufloͤſuug. = — Bifferenzüit, iſt 
0=c. —8* 6 — 0. dc, und bierand 
. db .tan B . 
dc = _sinC.de _-de.tangC , Eben fo it dB = = — ings 


c.col e c 


I) 


‚12 5ber briden uabern Seited W,c0. .7 


 "Wufföfung. Melt wieder, wie unter 2), dB =: de, 
Tolgtich aus 1) u orsre 


db .t C 
ni. „Gertungl u, fo hat man 

‚I 
... b nn. . smB. c##B sind. 
db=+2.de.cutB.tinge = de. sinB‘ sC 
—de.caaB un 

cosC 

⸗Auftzube 5 Seyen die beiden Seiten b,c Fühs 
Rout; die Beränderungen zu finden 
. I) der gegenäberfiehenden Wintel B,C. 


\ Auflöfung. Aus c.sinB = b.siul wird bush Diet. 


a. Dibiſ — ne tT obercotB. dB = ct0:dO; 


oder dB.tangl = dC.taugB. Hieraus iſt 


dC. tang B dB _ 1augB 
= wngO und Ic dc 7 tangC" 


29 bes 3 eingefloffenen W. A und 3. B. des m. B. 


-Yuflöfung Aus A=oaR—B— C hat man dA — 
dd, Daher durch Subſtitution des Werthes von dc 





u. 


-. % 
1... > d. i. db = 


aus 1") 


_ —t(taugB-+tangC).dB nd +C .dB 
dA = — = AB. 00 0.tungB 20. 


nr. 151). 
ber sin(B+O) = = sin GR-A) = = sinA, folglich ik 
—sinA-..dB Zee 


ot AH Fe rer sC.b (durch Subftit.). | 
5) des ngeißtoffenen B. A uud der Seite a. 
b?pe? ? b?-++c? 
Aufldfung. Aus cosA = 5 (N) we —— 


konſtant, hat mas — dA.ainA = ze (56. 156: 19), 


oder 


u. 





‚a.da sun, 
dA= — ‚Bet ‚ab auch 
arzt —S 13. nr. ss). 


* der Dritten Seite a unb sine unsingefgtep 
Venen, Wintels B»- en.’ 
A. dB 


aufiöfung Mus 5) ud 25 F = b.cosl; 


folglich, wie vorhin: : 
 c.smrB.sin A.dB _. -—-c.einA. dB. 





da — — 7 — 
lu. * 
—* 28 u daher nn ee. 


da.z:»a-tangO.dB ud Sn z = — a.taıgC. 


Zufaß 1. Weil pri 2. * Winkele ed Drciecks 
auch Der dritte ungeändert, daher auch kei Aenderung ber Geis 
ten die Figur ſich immer aͤhnlich bleibt; fo hat man immer 
da: „db= a:h, uf w. 
Zuſatz 2. Haben beide Differengiafe in einer der obigen 
‚ Gleichungen eintrfei Beiden CF oder —); fo find beide Zus 
oder Abnahmen; bei entgegengefegten Zeichen aber fi die eine 
Aenderung als Zunahnie, die andere als Abnahme zu eiraditen. 


a U GE h — 


| 8 für fybärifge Dreiede. 

9.191. Aufgabeı. Wenn die Seite b (Fig. XXIX) | 
und ber anliegenpe Winkel A ungeändert pieihen; 
in welden Verhaͤltniſſe ſtehen die Aenderungen 

1) der übrigen Seiten a,c? 
Aufloͤſung. Nach %..48 (15) iſt cos A. ain b = — 
- cos b. cote. Diefe Meichung biffenengiich, bat mag ı)  ' 

— sin c...sin.a. da — cos. 8.608 0. A casb.de, ... 
Ener + en E16 
mit $. 158), und hieraus 

„.. (cosb — cosa.cosc de 
, de = an ober, vormdge ‚BorPiben | 
vorigen Bormel (15), 





— 5 — 


da ='eosB. de und * oos B. A 
2) ber übrigeg Winkel B, ne 2. 
Anfiöfung. Auf gang ähnliche Wetſe wird burch Dif⸗ 
 faniinmg der. Gleihumg - ve 
cosB-+cosA. cos, F 
cos b. sin A en $ 49. an) 
und wegen sina® 4 cos aꝰ =ı gefunden:.. . : u. 
L " . coA+ —— dC; 
5 sınB.smnC. 


aber ber Kaftor von dC ift vermöge derſelben Jormel ad 
= cosa, baher _dB 


—0dB = = 003 a. dO. mb —.r =: 0088. 


. HJ der Seite a und bes Winkels B?- 
Anfiöfung. Rach $.44 iſt sinb.sinA = sina. fin B; 
baber 
0=sina.cosB. dB -+sinB .cosa.da,' und hieraus 
dB : sinB:;cosa . da ' 
Zu m sina. cosB 
P der Seite a und bes Winkels cr 
"Aufiöfung. In 5) den Werth von —dB aus 2) gefeht, iſt 
0 dE _tangB :-: | 
u da na 
5 der Seite c und bed Winkels ct 
Auftdf. Die Werte von da aus 1) u. 4) gteichgefelt, V 
dt _ sinB 
do sina 
© ber Seite c und des Winkels B? 
Aufloͤſ. DE Werthe von da aus 5n. 1) gleichgeſtellt, iR 


= tangB. ⸗ cota. da,. 





9. 


»r 


a un 
ih 


—dB _ sinB 
de — tanga a 


Aufgabe 2.. Seyen A unda tonſtant; das Berhaͤlt⸗ 
niß der Aenderungen ber übrigen Stüd zu figden:. 
15 einer 


- NT 
HD dur Seite i. B. c und des ihr gegenäberlies 
genden Wintels G. 
Auflsſ. Duit Diferenfnung von sinA _ int — 


sin& sinc © 





wickelt mau | 
sino cosC de _ ange db _ tangb 
a a ET ang 


2) ber übrigen Winkel B,C. 
Aufloſ. Aus cosA = cosa.sinB.sinC — cosB. eos 
(6.0: GO) iR . 
., "Qı= ebsalsinB. cos .dC --sinC.cosB. dB) 
+ cosB.sinC.dC + 008C.sinB.dB ($$. 154.158), . 
! dBCcosn, sinC.cosB-+ cosC .sinB) 


ober 0 = + JE [oose. sinB.cosC + cosB. sinC} 


sinB.sinC 
Hieraus entwickelt man 
— dBCcos a.cotB-+- cotC) = dCkoosa. ot -4cotB). 
sin a .cot b 


Wenn man hiebin ftatt cot B= — 5 


und ſtatt —* * —— — — 03a .gotB ($. 47. (12)), 


dann flatt cotc, cotb die Werthe nach $. 12. nr. 25 ſubſtituirt; 


fo ſinder man, vach Weglaſſung von sina, 
cosc_ _. coshb__ —dB _cosb 
ZB. sinc.snB  sinb.sinC und dC ” cosc’ 


indem die Nenner der vorigen Brüche nach 8. 40 gleich find. 
5) des Winkels C und ber Seite b. 


Aufloͤſ. Aus ber legten Gleichung in 1) a. 2’) findet ſich 
-40 tang B. cosc eosc 
ab” sinb 


45 der Seiten b, c. 
Aufldf. Die Werthe von dC aus 3) und 1’) , zufanmen- 


—cosa.cotC, 











eſtellt 

8 ken, a. tangB.cosc _ de.tang© ober 

\ Ä inb dange ° 

db sinB.sine _ „.gnC. sinb ab _ cos B 
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s Bafgabe 5 Seyen 2 Seiten bre konſtant; Has 
Berpältniß ber Aenderungen der übrige Gtäge 
des Kugeldreieckes zu finden,. und mar 4 

1") ber Seite a und bed ihr Segeꝝ aber ſebe adan 
Winteuo A. 

Aufllöoſ. Aus —*— cos c ct sinbu sinc.cos A) 
($. 40. (14)) ift —W 


‚da.sing=- sinb.sinc.ainA.dA, oder A 


Hierin den Werth für sina aus sina.sinBz siub.im A 
($. 40), vann in der neuen Gleichung den Werth für saß ans 
sinB. sine = sinC.sinb fabftitwirr, findet R').. PER 
dA= da da o „AL 4 
— InB.sme sub. ing’ ® PN = inB.sine sinb.sinG — 


2’) der Winkel B,C. aß en j 
Aufltoͤß Die Differenziation von — — = gi 


02 sinC, cosB. IB — sin B. nn dG» re 
‚dC.tang8 = dB.tangC, ober = = B in. 
3) der Winkel A, B. 
Auflöſ. sina.sinB = sinb.sinA bifferunglirt, If 
—sinB. cosa. da —sina. cosBßB.dB= —smb.coaA.dA. 


Hierin für da den Werth aus 1") fubfituirt, hat man 
dB.cosB.sina= dA. ein b (cos A— cosa. sinB.sinC). 


Run ift aus 6. 49 (10 (nach Berwechölung der Buchſtaben) 
ber eingefchloffene Faktor = — cosB.cosC, folglich, indem 
man durch cos B dividirt, 

dB.sinaxz —dA.sinb.cosC, unb hieraus 
_dA_ sina sinA 


5° at nd Me oben. 


2) der Wintel A,C. 
Auflöf. Seiten und Winkel gehoͤrigverwechſelt, ift, wie vorhin, 
dA sin a sin A 
Ic” me.cos = sinÖ.cosb” 





— 


oo. “ — 539 u 
"STber:Srite a and des Winkels B. 


Auflöt aa-  n Besma. 
a fl f A -sinb.sı en woraus 


da’ FOR Ber u 5 War te 8 
—gp > na. tangC folgt. | 


t 
bh. 
LE 


6") der Seite a und des Winkels CC. 
J Aufloͤſ. Aus (2”) und (5°) findet ſich eben fo: 
| er , 7 EEE Be EEE 


en. TG m Pna.tangB. 


Aufgabe a. Seyen die 2 Winkel B er ant: 
j onftantz 
das Perpkltniß der Aend gen ( 
‚* erangen,der.äbrigen Stäs 
de zu finden... en gen, a Be | 
Auflöfung. Man feße in den Kormeln der vorigen Auf⸗ 
abe ſtatt der Seiten und Winkel die Complemente der gegen⸗ 
berſtehender Winkel und Seife,’ wobei die Differenziale die⸗ 
is — Seiten und Winkel eritgegengefegt werben, wie 
e Tangenten und Eoſinuſſe. Auf diefe! Weite erhält man 
6 analdge Formeln: ie fe Auf ieſe W eiſe ech N 
pen da 4 1 
19 —- — — — — m ‚db _ tangb 
—6 J sinb.sinC " sine.smB" - IT —"tangce “ | 
m da sinA sina ' da snA sina 
5 ) Io» — — | „ ca_ sın — — 
* sinB.cosc einb.cosG' * I nl ainc-aosD. 


& 


„dA 

in FRA tagen, 695 = sinA,tangb- N 
Anmerkung. Die in: den beiden letzten Paragraphen a 
gelüärten. Differenzialformeln, bie ſich durch gehörige Supituw 

onen noch fehr vermehren Laffen, hat Klügel amt Schiie 
far „aralyt. Krigomom,“ analytifih; entwichekt,. 69° 
thetifch aber Roger Eotres in feinem, vom Prof. RT are! 
in ‘den 1768 Yerauögegebenen Mifcellen mitgetheilten, ALaxfiak 
„Aestimatip errorum in mixta mathesi Per \ 
riationes partium trıanguli plani etsphaerıc 
Caguoli in: feimem „„Eiraits de Trigonpm.* itellt 
erſt bie Formeln fahr wie ‚endlichen Beräundenuuugen Dee 
des Drsieles auf, .uub Leiter dann aus biefen. bie au uerei 
formeln ab. Allein da ſich ſowohl die höhere Beodä sam, a 

22 


— 





D 


Aftronomie fo volkommner Mebinitrumente erfreut, daß 5. B. 
binfichttich der Winkel der etwaige Fehler kaum einen halben 
bis vollen Brad beträgt; To reicht man bei weiten in ben mei⸗ 
fen und gewöhnlichen Faͤllen mit der Anwendung der aufgeſtel⸗ 
ten Differenzialformeln aus. 


4. 


Gebrauch ber in den 68. 177— 141 aufgeftellten Formeln 
‚bei trigonometrifchen NRechnungen, durch einige Bei⸗ 
ſpiele eroͤrtert. 


5. 192. Beiſpiel a. Der Bogen oder Winfela — 
29 21" nehme um 36" zu, um wieviel waͤchst sing — 
und amgekehrt? 


u Nöthige Borbemerfungen. a). Man kaun Äberhaupt 
ben, dem Halbmeſſer —ı gleichen Bogen R,.den man durch 
hie, Proportion #:1.—= 29: R (wo q ben Quabrauten bezeich 
net) erhält, in Minuten oder Sekunden finden, indem man im 


allgemeinen Ausdrude: R= *23 bie Größe 2q, in Min. ober 


Set. verwandelt, durch zus. . bividirt. So ifl, wenn. mau 
24 = 200° nadı der neufrangöf. Eintheilung der Kreiglinie feßt, 
ber dem Halbm. = 1 gleidhe und in Gef. verwandelte Bogen 
R’= Fi. == 656619" ,722337... mb ber Logar. bievon == 
5,8068801 ; aber nach ber gewöhntichen Sexagefimalcheilung der 
3 
Peripherie ft R’= u = 206264,8... und davon ber 
Logar.. 2m 5, 5144281. (vgl. Geom. s 135. Zuf.5). Man pflegt 


dieſes häufig auch durch R" = nn mözudräden, denn ein 


ſolcher Bogen iſt genan = d. i. ein dem Halbmefler 

gleicher Bogen hat: fo viele Gefunden, ald wie oft der rectiſi⸗ 

zirte Bogen vom 3" im Halbmeſſer ı .enthalten ik; allein Ratt 

 arc.ı. kann man a ‚ben wit ihn iufammnenfalenben sinı" 
feben. 


— 21 — | 
Beyehuet 1 einen in Theilen des Halbmeſſers == 1 
—*e und n' oder n’ denſelben in Minnten ober Getunden 


' werwenbelten Bogen; fo hat man allgemein 


n’ gr bl udn’ = IL, d. i. . 









i. oe n"—=1.R”; woraus folgt: > 


Ii= 2 und 1 = . R | 

Die erfien Formeln fprechen aus, daß ein in Cheilen bes Halbs 
meſſers gegebener Bogen in Min. oder Gel. ausgedruͤckt werbe, 
wenn man ihn mit AR oder A” multipliziert; die letzteren For⸗ 
meln dagegen Ichren, daß ein in Min. oder Sek. gegebener Bos 
gen in Theilen bes Halb. == 1 ausgebrüdt iwerbe, indem man 
jenen durch R’ oder R” dividirt. 

Dieſes vorausgefchidt, Tann unſer obiges Beifpiel nach 
ber Formel (1) $. 138 entweder ohne Logarithmen, oder 
mit Hülfe berfelben aufgelöst werben. Im erften Kalle wird 
da = 36”, nachdem bdiefer Bogen in Theilen bed Halbe 


meſſers 1 nach der Formel == = = 0,00017458... 


ausgebrüdt ift, mit dem Cosin. nat, 28°21’ = 0,8800635 mul⸗ 
tipligiet, und gu dieſem Produkte = dæ cos (= d.sina) 
== 0,0001556 der Sin. nat. 29° 21’ = 0,4748564 addirt; die 
Summe gibt sin 28° 21 36” = 0,4750100. 

Im zweiten Kalle, wo man logl = logn” — logR” hat, 
folglih — log 206264,8 = — 5,3144251 = 4,6856749 — 10 fl, 
fteht, um d.sina zu finden, die Rechnung Eurz fo: 

log cos 28° 21’ = 9. 9445159 — 10 ($.8. Anm. 3.) 
log 356 == 1,5565025 
—logR” = 4,6855749 — 10 
log d. ainæ == 0,1865915 — 45 
alſo d. sina == 0,0001536, wie vorhin. 

Iſt umgekehrt für die befannte Aenderung von sin æ, 
die hier == 0,0001556 feyn foll, bie entfprechende Aenderung 
da des Winkels oder Bogens 4 (== 28° 21’) zu fuchen ; f0 hat man 


dsin« __ 0,0001556 
nach der Formel (1) des Zuſ. 1. §. 138 de = — * — 0,8800036 





\ 


“N! 


— ° SA AED 


>= 0,00017485 — 1, d.i. in Theilen des Halbneſſers. Weiter 
findet man nadı obiger Zermei 1.” (oder auch mis Sälfe ber 
Tafel IV. in Bega’6 größeren Kogaritäunentefeiny. du im Bes 
gen, nämlich daz= 86". 

WIN man de’), d. i. das gefuchte Diferenzial unmittelbar 
wieder im Bogen wit Hülfe der Logarithmen Rubel; fo ſteht 


won, weil (day — I-M0® RP I,R” wie vorhin) if, bie 
cos a 
Rechnung fo: | 
log dsina == log 0,0001556 == 0,1863912 — 4 - 
C.log cos sz=C.log cos 2821’ == 0,0554364 
lgR" .. 2.00. Es. 
log (da)" = 1,6665024, alfo da 36°. 


5. 145. Beifpiel 22 Aus 2 richtig gemefjfenen 
Seiten b= 75 und c=58 eined gerabdlinigen ebendn 
Dreieded und dem von diefen Seiten eingefhloffe 
nen Wintel A= 10824 wurde die dritte Seite a zu 
108, 52 trigonometrifh berechnet. Allein der Winkel 
A fey um 5 ober 500” unrichtig gemeſſen; welden 
Einfluß hat diefer Kehler auf die Aenderung der ' 
Seite a? 


— 


Die Groͤße dieſer Aenderung iſt nach 3”) $. 140 
da = ——e—— und die Rechnung dieſe: 
log sin A == log sin 710 56 = 9,9772005 — 10 
lgb zig35.. . = 18750613 
logo —hig58. . . = 1,7634280 
log 0 : . . vr. 1:1. = 2,4771212 
—logR" ...... == 4,6855749 — 10 
C.log a == C.log 108,352 = 7,9652913 
log da = 0,7156862 — 2; 
alfo da = 0,055422, db. i. nm fo viel hätte man bie Seite a 
.. gu groß genommen, wenn A nur = 108% 19 5 aber zu klein, 
wenn A == 108° 29° hätte gemeffen werden follen.”) 


lm 





) Versl. Käfiners 1. Samml. afıron. Abhaudl. ©. 31. 


0 


Um auf ganz ähnliche Weiſe auch bei Auftöfung: ber gl, in 
welchen entwmeded mr ein einjigen ober gas fein Theil 
bed Dreieckes louſtanz if, mit unferen Differenzialformeln 
($$. 140. 141) auözureichen, hann man fo verfahren: .. 

a) Wenn tur eih'Srüd,— m fonflant'ift, die Hendernggen 
‚aber von 2 andern Stüden n und p gegeben ober befanuf 
find,’ und man foll vie Aenderungen eines der 3 übrigen Theile 
=q finden; fo betradhtet mag vorerſt m und n als Eonitant, 
and fucht mit Huͤlfe der treffenden Differenzialformel, welche 
Veränderung der Theil q vermöge ber befannten Aenderung 
von p leide. Dann m und p konſtant gefegt, ſucht war die 
Aenderung, von q vermöge ber befannten Aenderung von n. 
Die Summe beider Werthe iſt die gefuchte Veraͤnderung von q: 

b) Wenn fein Theil ded Dreiedes unveränberlic, aber von 
den Theilen m, n; p die Aenderungen befannt find; ſo wer⸗ 
den, um wieder bie Aenderung der übrigen Theile ober von q 
zu finden, je 2 Theile 5.8. m und n als konſtant betrachtet, 
und, wie vorhin, wird bie Aenderung von q , hervorgebracht 
durch Dig .befannte Veränderung des je dritten Theiles, bier 
von p, gefücht. Die Summe diefer für q bewirkten Berändes 
sungen iſt dann die gefuchte Aenderung von q. ' 

Allein das Beſchwerliche diefer an und für fi richtigen 
Methode in der Anwendung macht für die wichtigſten Säle 
jener Art die Entwerfung eigener Formeln wünſchenswerth. 
Einen diejer Fälle aus der höheren Geodaͤſie druͤckt das 

Beifpiel 3. aus.) Es fey die Baſis a= 1000 um 
2, der Winkel B—= 306 um 5' oder 300”, der anbertt 
ana liegende Winfel C= 1402 um 4—=20' zu HP 
gemeifen, fo daß alfo die wahren Größen a = 998: 
B= 3ı und C = 1404 feygen; weldhen einftur 
wärden jene Fchler auf die dem Wintel B gegew 
— Überliegende Seite b haben? A 

Differenzialformel. a:b=—=sinA:sinB, oder b- 2) 
— b. sin 1P — (B+D)) = b.suß+O) & 5 BUl- 


= a.sinB. 


— 


“) Bol. Mayers „rat tiſch e Seom.“ Th. U. ©. 4 
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— MM —, 
Daher auch .. 
. log b + login (B4C) = bog kein. 
Hierans hat man nach $. 159. Zuf. ı ımb 2. 


© 4 @B+dC) cot(B+0) = “8 dB.cotB, ober 


2 +dC.cotB+O = 4 (cotB — cot(B-+-C)) . dB 
da cosB cos(B-+C) 
*7 * — co6 dB, ober 


db da cosB.sin(B+C)-sinB.coseB-+C) 
a8; 


alfotnach$.ı8. n.66)+dC. HOSE 75, 1B- 





Nach dieſer Formel, in welcher * „— db auédruden, wie groß 
bie Fehler da, db hinſichtlich ihrer zugehörigen a, b ſeyen, ſteht 
nunm, um 2 zu finden, bie Rechnung fo: 


1) log sinC = log sin 140° == 9,8024646 — 10 
og dB = log 30 . . . = 24771215 | 
—logR” ... 0. 0. . zu 4,6855749 — 10 
Summe = 0,9701608 — 4 =Q. 
2) log sinB = log sin 5001’ == 9,6991887 — 10 
log sin (B--C) = log sin 55’ = 9,2360726 — 10 


e Summe = 095613 — 2 =S3. 
Alſo Q—S = 00548995 — 2, 


welchem Logar. bie Zahl 0,0108367 entfpricht. 
3) (log do = log 0 . . = 2,3802112 | 
—logR” ..... 0. = 46855749 — 10 
108 cotlB+C)==logeotg?55 = 10,7575897 — 10 
Sunme = 0,8231758 — 5. 
Diefen Fogar. eut pricht wegen — E die Zahl 


dh 


— 0,0066842. Alſo — = 0,002 (= =) + 0,0108562 — 


(— 0,0066542) = 0,0192009 — = 0,02. = „u ſehr nahe. Die 
angegebenen Fehler in der Baſis und den anliegenden Winkeln 


‘ 


En TEE 


- 1 — 
würden bemmac; bewirken, daß mau bie Seite b-un „A, dheer 
ans ben gemefienen Stuͤcken bereikmeien Ränge zu groß.nähme. 
Uebrigens erhellt von ſelbſt, daß, wenn B am Elein wäre ges 
‚mefien worden, obige Zahl 0,0108 ... mit — häste serie wer⸗ 
den müflen; u. ſ. w. 


5. 184, Beifpiel a Gimp WB 


Vorbenerkung. Der Seefahrer wiffe feinen von Bi bis 
n Big. XX.) zurüdgelegten Weg Bn = p = 37° 23 060”; chen 
fo dad Eompiement AB = q = 41° 9’. der geographifchen Breite 
des Ortes B, und das Complenent der Breite bes Punktes n; 
wo ex fidh befindet, aus der-an diefem Punkte beobachteten 
Polhoͤhe S eben jener Breite, nämlih An == s=: 71950’; fo 
Sann er umn. ben zurädgelegten Weg auch in Anfehung ber 
geograph. Laͤnge, und fomit volllommen beftimmen, auf wel 
chem Punkte der Erbe er ſich befinde. Denn er vermag ans 
den befannten Stüden den Winkel A am Pole, ober den Uns 
terfchieb zwiſchen der befannten Länge bed Meribiansd AB und 
der gefuchten Ränge des Meridian An nad) $.54. Fall 1 zu 
finden. Diefer Winkel A fcy u 27° 8’ berechnet. 


Man uehme nunan, ber Seefahrer fey ungewiß, 
ob er fi bei Meffung des zurüdgelegten Weges 
Bn nicht um einen vollen Brad geirrt habe, ver— 
lange Daher den Einfluß biefes Fehlers auf Det * 
rechneten Winkel A zu kennen; fo ik Har, daß, W“ 
die 2 Seiten q und s bed Dreiedd ABn konſtant fund, dA 
der Formel 1”) $. 141. Aufg. 5, bier: | 

_ sin p ’ 
A= 7. sins. sin GP bei 
zu ſuchen fep mittel folgender Rechnung, bei weiher CO . 
jeber andern hinſichtlich des fphärifchen Dreieces) Die —*5 
R” nicht fo, wie in unfern frühern Rechnungen, mit int 401 
fommen barf, weil jede Größe einer der Formel nes * 
mit den uͤbrigen gleichartig, oder im Bogen ausgedr uͤckt IW- 
1) log da = kg 00 . . . = 55005 
log sin p = log sin 37° 24 46 = essen 10° Tr. 
Summe = 13,359866 — 30 = 





Yoga log ain ato ." grad 
 "logsms & legsmt?50 . == 9,9760866 — 10 "' 
"IogsiaA—logsn2d . = 9,6270 — 10 

J | Summe = 0,451470— 1=U. 
Wo T-—U=lgdA... = 3885410. * 


Dieſem Logar. entforicht Tee nahe bie Zahl 7660”; d. i. ber 
 WDinel: A waͤcht aber uimmt ab um fo wie Geluuhen oder 
numn 28, je nuchbem. bie geggmäberliegende Seite p am einem 
Grad zu groß ober zu klein gefunden wurde. Da, and) eine 
ſolche Ungewißheit um einen vollen Grad, wie fie nur in ſelt⸗ 
nen. Fallen Statt finden kann, angenommen, bie Rechnung nach 
einer Zormel endlicher Differenzen zeigt, daß obiges Refub 
—at nur u 5 fehlerhaft fey; fo erhellt auch bienans Die Am 

wendbarkeit ber im 5.141 aufgefellten Differengialformeln 
für die meiften Fälle. . 


Diefer Formeln bebient man ſich übrigens "mit größtem Nor, 
. theile in der Aftronomie. CBergl. Cagnolies oben angefuͤhr⸗ 


X 


tes Wert von ©. 310 — 359. 





D. 
Zufammenſtellung der Differenzialformeln: 





1. algebraiſcher Funktionen. 


§. 145. Die folgenden Differenziale oder Differenzialgleichun⸗ 
gen ſtuͤtzen ſich auf die 6 erſten, in deu SS. 133 — 136 enthaltes 
nen, Grundſaͤtze: 

.y=atrxrtb;... dy = dx. 
'N.yz=a—x+3;.. dyz= — dx+d. 

2.y=us;... dy= uds + 2du. 

2. y = axuzj... dy == auzdx + axsdu + axudz. 


u. y=a*;.. dyamı".dx. 


3.y = ax’;... dy=3axt.dx. 


o_4, BEE "re 
Fa y=x ar J * 
x. 17 Ya 


> yzatbıtext+fe hg. 00. 
' dy bax-+aox. dx +3fxtdx.. —— — q) ] — ax. 
5. y=(x+ax));.. Uzrilxtax). dx par)” 


=2x(1t2a Fade. —-., 
3. y=(atbx”)”. Man feße a-+-bx"”=x, daher v2”; 
ſo iſt dy=m we dæꝛ Gach 3.); aber rat) 


und —— Ndx, daher bie Gleichung: 
dy = mnbx(a hx. dx. 

a” ylxz + uz)®. Sy xz--uz=v, daher y=v’ und 
dy=Svt.dvi. Wer v? oe (az + us)? und dv de nd. 
+ zdx + udz + zdu; daher das Differenjial: . +: 

dy = S(xz-F-uz)?.[I(x+u)dz + (dx-Hdu)z]. 

5”. y=x’(a+bx”)”. Sy x’—=t und (a+bx ea, 
daher y=tu; fo hat man dy= udt +tdu. Mer dt= 
px? ".dx und du = mubx” " (a-+-bx”3” dx 3”), 
folglich 

 dy= + px, dx+x’ mnbx —— m, ‚dx 

=(a+bx")”" (a+bx").px” "dx+x? "nnbx”(a+bx” =—!.dx 
= x "(ap-+-pbx” -+-mnbx”). (a+-bx”)” .dx, d. i. 
ciy dy [ap-+-(p +mn)bx”).(a +bx?)” , dx, 
ober vermoͤge ber erften Gleichung: 
0) dy = px” "(a-+bx")” ax + ranba"P aba)" dx. 
Daher auch ſpeciell: wenn 
y=(a+bx9, va m=j; m—1=—j; ma=T 
nnd p=0; fo hat man nad) Cı) 


bxdx 
(a) dy * bx(a4-bx) 3 dı= Varbx) .— Und went 


- 


\ 


— SIE A2 — 
yzx(a+bx) 3, denuach p= 15 p—-1=0; n=2; 
m=—4j4; mn — uund m—1=—3} if; fo wi 
unach (1) 


_ nn 7 SEHE... ZU 
c(b)dy=ala-bx) dx ze ze: Wenn ferner 


y= HI nat, daher Pp=—1;5 p—1 
== 23 10. (wie zuerſi); fo wird 
Cc) dy = — _ six . 
| x’y (a-+bx) 
5. y==xP(axt4bx”)”. Gebt man wieber, wie 35., ‚> = in 
fo hat man, da jebt du == m(ax+bx")”" — E 
iſt, allgemein, wie vorhin unter (2) 
dy=px? "ax-+-bx”)"dx-mx’(a-+abx” "Kax+-bx")" "dx. 
Daper andy ſpociel für n=2; wenn nämlich 
(e) y=x’(ax-+-brr)” iR; hat man 
dy = px” "(ax-+-bx9”"dx--mx PCa}2bx)(ax+ bx9)” "dx. 
4 2... dy=zen, 


1 d 
‚4, ym=—- mın;.. y=-5. 


x 
_&a+bx, d _ (+ Bx)bdx — (a-+-bx)ddx 
a+ px 9 0040 TH 





ı getan 
ab—a 
| («+ 3x)? n 
ae... ax4b RA. 
Adx Bdx 
dy=— ——— Gm a Um. han A und B iu bes 
ſtimmen, muß 
Axt) +Bix-+m) oder (A+B)x-+ An--Bm 
K+m)+n) Tarm)atn 
axrb 


== @Fm@arn) feyn, daher auh A-FB = a und 


Au+Bm=b, 


— Pr m 
Hieraus iſt denn Aa-B. daher an Vn + Bnz=b 


und B-b, ferner B=a-A, folglich am - Am 
+An= b, u ame, \ 
m—n. 


Zufas. Die Kreisfunttionen find nach $. 90. Aufl: 2 (in 
(d und (HO), indem man. r flatf a fehl, vl x, und 
v(ax—x2),je nachdem man bie Abſcifſe x vom Mitielpunfte 
ober vom Scheitel des Kreiſes anrechuet. Daher beun die 
Differengiale bieſer Kreiöfuuttionen 


(2) dy= — (nad} 5”, (a), indem hier Fb=—1 if); 


— de Et ven 


Vars— =" 


>. 2.. Differenziale krantcenbenter Burftioeen x. 
a. logarit imiſcher und Erppupntiste Bunftionen 


$. 146. Rad 5.129 mit Buf.r iR Ä 
6. dog = ER u.a. 1 = ; eben fo olgemein: 
\d.Ax® — me Gergi unten 6” dr ober ſpetlel: 
d.Ax 2 u DAR. — u. ſ. w. Seht man Bair'x vers 
fchiebene TBerthe, und entwidelt nad) den im 5.145 ges 
gebenen Formeln dx; fo erhalt man noch folgende ſpe⸗ 
cielle Formeln: 


BE Ze )M 


ad. aa m ‚za ‚ aber 


% 
— a? 





axix , Axdx 





Id. ar 38 d. rn = — ag = — 
8. —— 24 Mary PETE 3%) 
_dy day. dy a+b +2y .dy. 


—aty 2 — @atyxb+y) 


- u —- 
s".d. — aan ray 


0 





Ghryebtein 
md. a : 5 Fir azıik . 


8 2dy ı ya_'’® ‘ 
Be Eund a 8. 





— * Tea: Denn weil hier 
REIHE Po um Ara 


Se ET 


*. — 
rn Er * ——* et ſo it 


PD dI.Kar Sy lzayryN) an Tas: weil nun 
LEE Par tt 1 





—— BERN 
“ ax :* J 

-. — — * 

E32 — 
S. d. 2 * —— 5 (wie vorhin a“ finden). 

8” vn = = Ve Gr)— Bew bar 

her. ne 8; fo wird durch Subpit. m ae, 
. du 


ven +e3° ‘ 


u. 
Er d“ ax did. Or. as. Denn fett 


man Ay; mc dudaııza * ſo. iſt dieſes 


. -Differenjlel, & vy —Iy en dy +. 25 Battm 
gefeßt n+-t, iſt eben fo: 


n Ä na; a 
4. 2 uns =, ober Dog 8* — 
— — —— — W 
5gEin.ix. —— Bm, Ge 
= (N. Ix X —— Zu a 


Br W 
‚Bra. Dr 3 Den Are naeh, ic 
dz 3 de ot 


3. 


U. .” dr + I x = 75 Eben (m I 
ix oe | 
RK . "d. 1x = i— ———— Fa ’ 


6 x* en = WU. dy.. Aa. Dem ch allgem. 
Groͤßent. §. 141. Tre Ar ziyia, daher = dyia. 
| Eben fo iſt 
erde oder d.e” x = meidx (wegen herzı wat 
’ bee allgam. Groͤßenl. 5.100. Zuſ. 2). 
ur Pi —82 Anz ziy, folglich a 
nn liy. de. +: F= Ay _ y "inte aaa 
atſo dx yet ray); oder nach dert. eihung: 
dx=y “(ay.da+2.T). Even fo wird fir = = y 
d. „= yatıyday u " 
Br dab", pr, du .Aa.ıb. - Denn ſey 
Bayern as ſo iſt dx = a. days Ray aber 
dy= d.b"=b".dn. Ab; alſo x. IT. 


6”. x=me "5, la 0°" mn „an megen Ac AV I - 


% 
an 


. 32 > 


E. xy” 5...d<=y” .v (ara 147) 
| Deu via, ber ey” gefeht, ig nach (0) dx = 
« "(Ar —R ober du=d.vay" (de-3v 


+2): alſo ıcı, 


\ b. trigenometriſcher Funktionen. 


$. 147. Da bie fraglichen Differenzlale ſchon im $. 1538 
mit Zuf. 2 aufgeſtellt ſind; fo fügen wir bier des Syſtems we⸗ 
.. gen nur noch einige Zufäge bei. Nämlich; 

Zuſatz 1. Sind Produkte ober Potenzen diefer Funktionen 
zu differenziiren; fo verführt man vorerft nach unferen er ſten 
Brundfägen und dann nad einer Formel bes eben citirten 
5.5. 3.8: man ſucht d,sin@”; vorerft IH dent n: sing" " 
-.dsinQ, und nun, dP .cos® ſtatt d.sin ® gefeht, 

d. sin @" = n.ain , d0. cos O. — U. ſ. w. 

t. Bifag 2. Mittelſt derfelben Differenzialformeln ber trigo⸗ 
nowetrifcheh Funktionen wird. man Leicht die verfchisbenen Aus⸗ 
drüde de& Differeniziald dx eine) Bogens oder Winfeld x in 
den Differenzialen jener Funktionen und in dieſen Funktionen 
fotu biete 5 wobei wir dem zur Erſparung jeber Wieder⸗ 
holung wieder auf Die Formein im 5. 158 Zuſ. 1 verweiſen. 

Zuſatz 5. Aus eben dieſen Formeln für dx Hiegen wies 
der .andere, häufig gebrauchte Differenziale für Bogen, berem 
trigonometrifche' Funktionen als befannt betrachtet werben. Diefe 
Formeln Gd,aro.sinx;.d.arc..cosx, n.f.10.) finden De oben 
im Buß. 5 beffelben $. 158 aufgeſtellt. 


ibber itdmiſq Irigonometrifger Zunftio nen. 


ı + 148. Wenn man in d.Ax = = flatt x feßt sinx, 
oder oqa:x, Ober. tangx,...5 fo befommt man bie gefuchten 
Differenziale, Die wir bereitö im 8. 139, Zuf. 2 entwidelt haben. 
Daher hier nur noch bie Ableitung einiger anderen merfwärbis 

gen und fehr näglichen Differenzialformelu | 
. Zuſatz 1. 


— 5 — 


Zuſatz 1. Setzt man in der Formel d. 17 - 2 
06.146. 5°.) y=tangpy—ı; fo hat man dy = y—ı 

| re 138, (3)) und 1—y =1—(tangpy—)= 1-Htang 9? 
(wegen v-1? = —ı nach $.58 ber allg. Groͤßenl.); alfo 








Ä 1Hangoy— _,,_ d@ 
” A angpyi =2y . Cosü+tang97 
| = 2yv—1.d® ($. 11. or. 18.), 
= d@eyv-D®.. | 
Daher iſt auch die Funktion | 
_,—aftftangov-i | | 
(1 2—1 — und zwar ohne Konſtante 


—=C. Denn ſetzt man in der vorigen Gleichung (29y/-1J. 
+-C; fo entwidelt man für = 0 die Gleihung C=AF 
=A1=0 (allgem. Größen. $.137. Zuf.2); d.t. die 
Konftante verfchwindet in diefem, daher. auch in jebem 

andern Falle (vergl. den folg. S. 150). 


Ans (1) ift ferner 
_ 1 24ttangpy-—ı sin® 
&)9= av 1 A rangoy-ı 2’ oder wegen tangp = = —— 


oos ꝙ 

c o⸗ —— are ober (wi A = Ab-1a=12) 

„0=— en. ‚Dber, wenn man in (5) 

Zähler und Nenner bes legten Bruches mit cos®-+-sin@y -1 

multipligiet, woburd der Nenner in cos? + sin ’=1 
— iſt auch 


.A. (cos ᷣ2in-1)— * «A.lcos®-+sin@y -1), 








al 

c(6 Pv-ı1=AlcosP+sindy—ı), ober, weil biefe Slei⸗ 
chung auch für nꝙ gültig bleibt, 

Dr. Ehöns Behrbegriff der Höhern Matbematit. 23 


t 


_ Arr — 
2.2 = y’ ;..de=y” .v (ara 44T) 
| De via, daher xy“ gefeht, IE nad (0) dx = 
. y”(ay. —R aber da =d.vi=y® (au.ar 
+) alſo scı, 


\ b. trigono metrifger Funttionen. 


$. 197. Da bie fraglichen Differenjiale ſchon {m $. 138 
mit Zuf. 2 aufgeftellt ſind; fo fügen wir hier des Syſtens wes 


.. gen nur noch einige Zufäge bei. Naͤmlich; 


Zufas 1. Sind Produkte oder Potenzen diefer Funktionen 
zu bifferenziiren; fo verführt nian vorerft nad unferen erften 
Brundfägen und dann nad. einer Formel bes eben citirten 
5.5. 3.8: man ſucht d.sin@”; vorerſt SR deun n ain ” 
-dsin®, und nun, dO .cos® flatt d.sin® gefekt, 

d.sin@” = n. sin @".dP.c850.— U ſ. w. 


t. Zußatz 2. Mittelſt beefelben Differenzlalformeln der trigo⸗ 
nometriſchen Funktionen wird. man Leicht bie verfehiebenen Aus⸗ 
druͤcke des Differenziald dx eins Bogens oder Winkels x in 
den Differenzialen jener Funktionen und in diefen Kunftionen 
ſetvſt bieten 5 wobei wir bemm zur Erfparung jeber Wiebers 
bolung wieder auf bie Formein ins 9. 158 Zuf. 1 verweiſen. 

Zufay 5. Aus eben diefen Formeln für -.dx Qießen wies 
ber .anhere, häufig gebrauchte Differenziale für Bogen, beren 
trigonometrifche Funktionen als bekannt betrachtet werben. Diefe 
Formeln Gd,arc. sin x;.d.arc. cosx, u. ſ. w.) Anden fi oben 
im Zuß deſſelben $. 138 aufgeſtelt. 


c. Ingaritimifg: ⸗ trigonometrifger Bunttionen. 


ı »$ 198. Menn man in d.Ax = = ſtatt x feßt sinx, 
oder gasıx,, oder. tangx,...5 fo befommt man bie gefuchten 
Differenziale, die wir bereitö im 8. 159, Zuf. 2 entwidelt haben. 
Daher hier nur noch die Ableitung einiger anderen merfwärbis 

gen und fehr uäglichen Differemzialforuseln | 
Zuſatz ı. 


— 355 — 
Zuſ atz 1. Setzt man in der Formel ltr = * 
8 4 AM) Y= Boy fo hat man dy = v—ı 


(wegen v1 = -i nach $.58 der allg, Bröpent); alfo 


1Hangoyv—ı _,,_ d® 
7.d. neo ı = 2 li tunge 


1-tang 9y-—1 

2vy—1.dP G. 11. or. 18.), 
d2y—-D9.. | 
- Daher ift auch die Funktion 


1Htangov— 1 

a)2py—1=A 5 ans ov—ı 
=C. Denn fegt man in der vorigen Gleichung (20-1) 
+-C; fo entwidelt man für = 0 die Bleihung C=AF 
= A1=0 (allgem. Groͤßenl. S. 137. Zuſ. 2); d. i. die 
Konftante verfchwinder in dieſem, daher auch in jedem 
anbern Falle (vergl. den folg. $. 150). 


Aus (1) iſt ferner 
¶ 52 * Be, , oder wegen tangP — = 
(3) 9= 2,74 ae ober (wie Ar = Ib-1a=12) 
_ 1 cos® —sin®y -1 
G9=—- 2y-1 " csP-+sinPy-1 j 
Zähler und Nenner bes lebten Bruches mit —— 
multiplizirt, wodurch der Nenner in coo® +ein?=1 
übergeht, tft auch- 


G)P= zur leontsingy PEN «AleosP-+sinpy -1), 
alſo | 
(6 Ov—-1i=AlcosP+sinPy—ı), ober, weil biefe Glei⸗ 
chung auch für np gültig bleibt, 
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Il M 





‚und zwar ohne Konftante: 


Ober, wenn man in (5) 





1 


,.-— MM — | 

(6) n0y—1 = Alcosn?-sinnpy—.— In (9) den letz⸗ 

ten Bruch mit cos P—-sinPy—ı multipliziert, ifl 

() —Qy-ı=McosP—sinPy-1). Weil aber auch npy-ı 
=n.Ale0s@+sinfy —ı) if; fo hat man vermöge (6) 
auch ’ 


(8) cosnP + sinn@y —ı = (c0sP + sin oy-—nD*”. — für 
die Baſis e ded natürl. Log.» Spftemd ift (nach allgem. 
Groͤßen!l. 8.136. Zuf. 5) aus (6) 


(9) erY—I— cosf-+sin@y—ı, und aus (7) 

(10) en = oos - sin —1. Die Abdition beider gibt 
ePY I r 20059, daher 

(11) co = KerY—iı eV; und eben fo durch Subtr. 


(12) sin =. TER ev _emt-n, 





Zufag 2 Setzt man tang = 3. ſo daß dl = . 
arc. tang ift; fo hat man nad) vor. Zuf. 1 (1)- | 


C_ı B+Cy—i J 
(x) arc. taug B=ya’ —— wo B und C jede 
Zahlen bedeuten können. — Des legten Bruches Zaͤh⸗ 
ler nnd Nenner mit y—ı multipliziert, wird, 
C _ 1 By-1—C 
0.4 By-ı+C 
— gay-ı By-ı—C 
v-—ı,Bv-ı+C- 
2 “By-ı—-C' 


msn 


Weil ferner nach $. 22 


nr. 170 tang 29 = --—  — = u = 


er it; fo hat man ° 


x 


— 38685 — 


(1) aær. iang © = arc. tang ge ge, mithin durch Subſit. 
and (x) 

2BC _ ı ‚BHOV-ı_ 1 ,BY-1-C 

ar OR Be = 7-04 7 Bv-1FG 

Subftituirt man in $.22. nn. 150. 154 > =B © art tang 30 


ı und flatt 1 Ptang 49°; fo hat man —— 


und cos = — „oder ed erhellt, daß ein Bogen, deſſen 


Tangente iſt 2BC F Kaas die Größe BC und 
8 — Pro 


am Sinne die Größe ro habe, demnach auch 


2BEC —  ı ,‚B+Oy-1 

. avc. sin ıBPrO— yAÄ zur B-Oy-i’ und 
B ’—c_ 1, By -ı—C 

arc. CO8s BI 


B’-+-C - v7 Adv -++C ſey. 
Wenn man Pr in nı-4 be&$.9 und nr. 13 bed $. 16 


ſtatt tang ꝙ feht = ve KR RO) ) ftatt Kaas 09; 


fo hat man ain® = z; und cos = 


76°F65 vr} y 

oder es erhellt, daß ein Bogen, deſſen Tangente in € gg zum 

Sinns jene erſte und zum Coſinus jene zweite Größe 2 daß 

folglich nach (x) ‚aud 

GC 41BCCVA. 

(s) arc. J v1 u und nach) 

arc. COS — — —— ufw 

' — va Bye Um. 

3. Höhere Differenziale. | 


6 199.:- Die biöher angeführten Differenziale beißen 
Differenziale des erſten Grades zum Unterſchiede der 
25? 


2‘ 
‘ 


höheren Differenziale überhaupt, . die man im Allgemeinen 
durch wiederholtes Differenziiren ber unmittelbar vorhergehen- 
den Differenziale erzeugt. Man hat daher die Rechnung zur 
Anffindung der höheren Differenziale aud, den Differentios 
Differenzial-Ealcul genannt, und Die durch ihn gewon⸗ 
nenen Differenziale in die ded zweiten, britten,... Gra⸗ 


des unterfchieden.' 


a. Sey y= x” und x veränbere ſich gleihförmig; fo hat 
wan bie Differenzialgleihung 


vom 1. Grade. Differengialerponent. 
— d 
' dy=mx".dx; Zem. 


vom 2. Örade. 


d?y = d(mx” dr) 
=m.m-1.x 22 4x2; — = m.m—1.2"*. 


vom 5. Grabe. 


u —— m—1. — 


U. ſ. m. 

Da dy = mx” '.dx, folglich dy = ax I dx)? 
=. dx? if; fo hat man auch 

2y_mm-ıx" de m-ı ı m 


1 
dy_ m-1.m—2 1 
yon, lre 


b. Sey z = xy und dx fonftant;z fo rn man die 
Differenzialgleichung vom 
1. Gr. d2a—= ydx+-xdy. | 
2. @r. d?z = d(ydx-+xdy) = dydx 4. axdy 4 xhy. 
= 2dy.dx+xd’y. Eben ſo: 


„Ad 
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3. Gr. dz = — +dıdy+ xdy= sdiydntads.y 
- 4. Or. d!z = Sd’ydx + dxd’y + xd'y adeydx + xd?.y 
N u. f. W. 
c. Sey = 1 und dx Fonftant; fo hat man: 
dz _ Way —ydx == 4 _ ydx 
55 x? x x? 


d Wydıdy x ‚de. 
t —ER Ur) 8 I xdy x —— æxdx | 


dy dxdy dydx | 2ydx” - 
= mar 





1% _ ur + zZ 4x7, den fo findet man 


x 
2 » 
ER * ST IE. u. m. 


d. Sy x =sin® und y=cos 9; fo da man, d® fon 
ſtant gefeßt, 
ds = cos . d; dy=— ain . dꝙ — 138. (1) (2)). 
dx = d(cos 9.dP) = — sin P.dP?, d’y == — casQ, dP®. 
dx =— c0s9.d9; d’y=+sin9.dp*. ' 
d’x=+sin9.dp*; d’y=+ cos9.dp*. U. f. w. 


/ 
e. Sey y= e* und z= ce” (wo e wieder die Bafls 
bes natärl. Logar.⸗Syſtems); fo hat man 


1) x = Ay, daher d= 7 ($. 139. Zuf. 1) und 


dy = ydx = e*.dx. $erner, dx konſtant gefebt, 


d’y = d(ydx) = dydx = e* dxꝰ. Eben fo findet ſich das 
Differenzial des 5. Grades: 


| dey &e*, dx. U. ſ. w. 
2) iſt wegen —x iu z = 67* der Erponent x = 2, baber 


| ER 
Ä 1 ds ı de 
«k=di- = 9:7=77° r’ 
alſo dg=—sdixı=—e "ds. Ferner für dx konſtaut, 
de = d(—zdx)=— dsedxs—= + eo "dxı?. Eben fo 
de = — eds... u. ſ. w. 


Zuſatz. Taylor Lehrſatz. Scoyu=x”, ober u eite 
foldye Funktion von x (was nad) 5.151. 2 mit n= 9x bezeid" 
net wird), daß, wenn u in n Au (= U) übergeht, x fidy 
um bie Größe Ax (—k) verändert, demnach allgemein fey 

u+rAu=a+rAg” der U=a+kh”’= 9x); 
fo erhält man hieran nach der Binomialformel: 
u+Au= =x nn Ar ya a a _ dr 
n.n—1.n— 2x” Ax’ 
+ 1.2.53 re. 
oder durch Snbftitution zugleich nad) (a) 
k? d’u k d’u 
1.2 dx? ! 25 "dt 
Ei du 
1.2.0 dx® 


Usat+td)= u+k.ScH 


Iſt hiebei k eine negative Zunahme ober eine Abnahme, - 
d. i. gie — Ax wie — Au, fo flellt U eine Differenz vor, 
nnd die Zeichen ber Glieder der vorigen Reihe alterniren 
(allgem. Groͤßenl. $. 65. Zuf. 3). Wan kann Übrigens k 
beliebig Hein, 3.8. = 0,001 = 0,0001 ,... d. i. fo klein wähs 
len, daß das zweite Glied größer wird, als die Summe der 
folgenden Glieder. 


Aus dieſer, auch der Taylor'ſche Lehrſatz (von feinem 
Erfinder, einem englaͤndiſchen Mathematiker) genannten, For⸗ 
mel werben für bie Fälle, in welchen u eine Zunktion mehre⸗ 


— 359, 
rer Veraͤnderlichen iſt, was durch u — Ocx, oder um 
®(x, y, 2) angedeutet wir, folgende höheren Formeln abs 
geleitet : | ‘ 

Erſtens fey u = Plz, y), und x ändere fich um bie 
endliche Größe k, während vorerfi y fonftant bleibe ; fo bat 
man, wie vorhin; je 

d’u 3 3a 
W9arky=ürk. +8 2 Fr 23 52* 


und eben fo, x als konftant, y aber variabel betrachtet 
und Ay mit r begeichnet, ift: 
du, ? du r®_ d’u 
DR ytr9=urtrr.z 2 rast 
96: :ıy) 


In Beziehung ferner auf 9° * in (1) wird 


: du du 


Ä d.— .—— 
dPlx,y+tr) _du , _ dx , r? dx 
OT Rt rm ht 


.o 





du d’u r? d’u 5 du 
ur ya rs iyt 
Eben fo in Beziehung auf ix Du _ d — „; in (1) wird 
d’P(x,y+tr) __d’u du- 2 du 
@& dx? mtr "dx?.dy +7 2 d®. ie.dat 
- u. f. w. 


2 
Wenn man mın biefe flatt u, ne, nn 7, 0. . in dieſem Falle, 
wo y in y--r übergeht, entwidelten Werthe in der Reihe Cı) 
fubftituirt; fo hat man bie Anwicaung: 
du r? dꝰu 
—V———— —+kr. ix. en 
i k dsu, kK.r d’u kr? d’u 
5 177% "dxt.dy ?' 2 'dx.dy® 
| - r3 d’u 
+ 2.3 0 dy: + ... 


Sn 
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Wenn zweitens u=@Plx,y,z) iſt und x in x-+k, 
yiny+tr und: z in z-+t bee; fo ſiudet mau auf gleiche 


Weiſe: 
r.d „ke du 
OC(xX, y Pr, ri) =u+k. gu „du rtz %zt+ 2 ° dx? 
kr..d’u @ d’u 
*75 dxdy +5 2 ‚art Fr sr. 
u. f. w. Ä 





vo. 
Die Integralrechnung. 


A. 
Einige Borerinnerungen. 





6. 150. Erklärungen. Die Integralrehnung iſt die 
Wiffenfchaft ded Verfahrens, aus einem vorgegebenen Differens 
zial denjenigen Ausorud, aus welchem urfprünglich das Dif⸗ 
ferenzial nach den Srundfägen und Regeln ber Differenziation 
entfprungen ifl, — ober (mas baflelbe if) aus der gegebenen 
Differenzialgleihung die urfprüngliche Gleichung, durch deren 
Differenziation eritere entitanden iſt, — wieder aufzufinden ober 
herzuftellen. 


Das durch S. ober S (3.8. Jldx) ober [.dx) begeichnete 
Verfahren, oder die der Differenziation entgegengefehte Opera⸗ 
tion, wird die Integration und ber hiedurch aufzufindende 
oder aufgefundene Ausdruck, wie S.dx oder x, dad Integral 
von dx oder dad Integral x genannt. 


Da alfo die Integralrechuung das Umgekehrte der Difs 
ferenzialrechnung iR; fo ift im Allgemeinen, durch bie Grund⸗ 
füge und Regeln des Differenzüirend, oder durch die genane 
Kenntniß der richtigen Entwidelung der Differenziale zugleich 
auch dad Fundament des Integrirend gelegt, ohne dap es 
Roth thue, das Verfahren, das Integral zu finden, in beſtimm⸗ 
ten Regeln auszufprechen. Weil man 3.8. weiß, daß d(axy) 
= alydx + xdy) iftz fo fennt man auch fo fort das Integral 
von dieſem Differenzial Eben fo weil d.x="—= mr” "dx; 
fo ift umgekehrt ma” .dx—m x”. Die Regel folglidy, 


mx” "dx zu integriren, das der Regel der Differenziation bes 





— u — 


Ausdruckes x" umgelehrte Verfahren ausfprechend, wäre dieſe: 
Man erhöhe in dem vorigen (fo wie in jedem andern, 
auf gleihe Weife gebildeten) Differenzial den Er 
ponenten von x um die Einheit, und dividire den 
fo veränderten Ausdrud fowohl durch den neuen 
Erponenten, ald auch durch das Differenzial der 
in dem Ausdrucke enthaltnen veränderlichen Größe. 


Die Prüfung, ob man ein gegebened Differenzial richtig ins 
tegrirt habe, bleibt, wie überhaupt hinfichtlidh aller entgegen 
gefeßten Operationen, auch hier bie Differenziirung des gefun⸗ 
denen Integrald, durch welche der vorgegebene Differenzials 
ansdruck wieder hergeftellt werden muß. 


Nebft diefer Prüfung findet noch die Unterfuchung Statt, 
ob dem richtig entwidelten Integral, als foldhem, 
noch eine Konftante und weldhe durch + oder — beis 
zufügen ſey? Weil nämlid 5.3. von ax, wie von ax+b 
das Differenzial nur ift adx; fo iſt auch das Integral von adx 
zunaͤchſt nur ax, und hieburd zwar eine der möglichen urs 
fprünglichen Funktionen, aber nicht audy jede andere, z. B. 
ax-+b, oder ax— b, wieder hergeftellt. Diele folglidy noth⸗ 
wendige, und in jedem befondern Falle auf die Natur der Funk 
tion, auf welche fidy ein gegebenes Differenzial bezieht, gu grüns 
dende Unterfuchung pflegt der Mathematiker dadurch anzubenten, 
Daß er dem gefundenen Integral worerft den Buchftaben C, und 
zwar gewöhnlich mit 4-, beifügt. 


Die in vielen Källen ausreichende Regel, die Konftante C 
zu finden, beruht anf der Aunahme, daß für x S O auch das 
Integral, welches jene Bariable enthält, verfchwinde Man 
feßt Daher vorerft das ganze Integral I-C=O, läßt dann 
aus I die Größen weg, die wegen x = 0 verſchwinden, wos 
durch die neue Sleihung K+C=0 oder auch C=o ents 
fteht. Im erften Falle ift die Konftante C=—K, und im 
andern Kalle iſt dem Integral I keine Konftante beizufügen. 





B. nn 
Entwidelung und Zufammenftellung der 
Integralformeln. 





a. , u 
Integrale in Beziehung auf algebraifche Funktionen. 


$.15t. Vergl. hiebei 5. 146. 

1.fdx=x-+C. " 2. Ladx = ax+C. 

3. Scist+dyJ=xty+l. a Sedy+bdyy= axtbx+C. 
5./@dy+yd)muxfytl. 


zer 

fe =-:+0. Ef =trc. 
url. vb tdr=rc. 
7. ayx.dı = guyx+C. 


n 
xn ! ny 


m | 
78 je.a=,= aan tC- Und fpegielt: 





7. Ssdx = iM +0; Sı’Tdıı= C— 1x; 
sAad= 3x3--C; Sxsidıı=C0— x. 
y — 1 
75. Von dy x" :(a+bx”)” ift das Integral y_ (mHiynb 


.(a+bx")”", Denn wenn man in nr. 3”. $.145 m+1 
ftatt m, daher (m+-ı)nb = ı feßt; fo hat man unfere 
vorgegebene Differenzialgleichung. Wollte man daher die 
ihr entfprechende Integralgleichung wie in 3". annehmen, 
nämlich y=(arbx”)""; fo wärbe man biefed Intes 
gral um den Faktor (m+1)nb, ber in der gegebenen 
Differenziafgleichung fehlt, oder — ı iſt, au groß neh⸗ 
men. Daher wird das richtige Integral durch Diviſion 
durch dieſen Faktor erhalten. 


— BB — 


Sey einfacher dy=(a+bx)”.dx zu integriren. Man 
ſete Arber mus fe it de ey = 
Folglich die gefuchte Integralgleichung 
a (a+bx)". 
_T ar mr rl. 
7". Sey dy=(ax" +bxf +cx?+...)dx gu integriren. 
(—azetı, 1 bh, r 
Man hat y=(- zei, For + year + )4C. 
7”. S(dx=2ydy.ylay?+pY). Man hat 
x=H4Ay’+p?)y (dy?+p?). Denn man feße ay?-+p?=x; 
fo it da = sydy, baher jdz = 2ydy: folglich nun 
dx=4dz.z%, deren Integral iſt x jet = in.zi — 
(durch Subftit.) obigem Integral, 


b. 
Integrale. in Beziehung auf Togarichmifche und Erponen- 
tial» Funktionen und ſolche Differenziale, welche irra- 
-tionale Faktoren haben. | 


§. 152. Bergl. $. 146. - 
dx_,X-  radx x „jadx_  _hb+x 
Bei dieſen Integralen wird nämlich die Konfante am 
bequemiten als Logarithmus angenommen, beffen entfpres 
chende Zahl ein Faktor oder Divifor der zu dem Logar. 
gehörigen. Größe if. 
9. Das Sutegral von dy= 





dx „_ _1 „a+bx 
albx iſt I85. Denn 


a+bx=u gefegt, iſt bir=du, oder de= du und’ 





b-bex 
mh 








yet, ıc. Eben fo ift Saa=t. 
dx 1. .x dx 

| 10. — 7———*60. Denn es iſt Sat) 

— dx _ _bir d hievon dag Integral: — .Ax. 


ax aa’ un 


— HE — 
—RX vermoͤge 8. 2.0.) mix _ —R 


27 Ather m; 
x dı 
Bemertfung. Sind Differenziale von der gorm — 
zu integriren, fo loͤßst man ben Ausdruck * nach allgem. 


Groͤßenl. 5. 41. Zuf. 5 in eine Reihe Äuf, deren Ergänzung 
iſt der zuletzt angeſetzte, kein x weiter enthaltende Reſt, durch 
a-rbx dividirt. Die einzelnen Quotienten, mit dx multiplizirt 
gebadkt, werben dann nach 7”. des vorigen Paragraphen und bie _ 
erwähnte Ergänzung nach 9. integrirt. 





&o it firm=a 


x® x3 ax? a8 
+ -)) 7 mtr = bs + b*’(a-+bx)‘ Demnach 
— „axdx a nn asdx 
pen =/ 5 u bi rer bXa-+bx} 


ax a ax, at 
Mr IL wowte —* 


Auf gleiche Weiſe wird bei Differenzialen von. der Form: 


—-n 
Gr oder En bie Potenz; x”, indem man a als 
x" (a+bx) arbx 


——— Diviſor wählt, fo lange durch a+bx bividirt, bie 
der Reſt nur ˖ voch x" nthält. 


So iſt für m=4 
x ‘dx —d a bx“ b?x”* b’x "dx 
a+bx. a 8 a3 r-)- a’(a+bx) ’ 


welches Teßte Giied, als Ergaͤnzung des Quotienten, nach nr. 10 


integrirt wird. 


din Ay 


1 
Den " @+n6+9 fann entweder in 


‚atx_ 1 Nat) 








— 555 oder in bie Brüche Sb >ors) 
zerlegt werden, ſo daß man entwe⸗ 


der hat 
1 1 
de EEE J oder 


ae * = — — * —[A(a+x) — Acb+x)]. 


12. Key * —* wen) 6- = Fr .— + =): 


A 
— * De if. 
13. / = = ı— + C (nach $. 146. 5”.(5)). Daher 
d ı ‚ia 41 „a+bx 
19. S- ag 2 re m re / Bi = 2ab x" 


— arc. tng ar ES 158 Buf.s. (0). 


a “br 
ober [= or ab arc. tans ⁊ —, 


xdx 


s. a7 La) +C (6.186. 5. (1); oder 


xdx 


Sara” Een Cebend.); ober 


de 1, 
= = Te +C (ebend. 02)). 


1 
16. [ca rs = Na Fast. Te MOSE -x?) are 


xd 
daher = =S4(E +25) 
= (Rx + 7 —R (nr. 15.) 


1 1 1 
— 7 — a): alfo ꝛc. 


12.f 


u PR 


1 ı 
1. Sa ee) 75 hatt Indem Xx(aꝰ x) 
1 x 


ız.f dxy ( 1 +z)=V Ar+as)t a -AlxHaty (z’tax)]+C. 


17. SAIvyU+r)=ir.varxd) +4 VCH) +C. 
($. 1359. Anmerf.) 


Wenn in den Differenzialen berfelben Form höhere Poten⸗ 
gen von x vorkommen; fo bienen folgende allgemeinen In⸗ 
tegralformeln : 


xmdx 
Sey dy= arbon’ wo m und n ganze + Zahlen feyn 
follen, zu are Man findet: 
xm gaide 
18. y=C+ (m- mE (atbx)n-ı ” arme Jar (a-+bx)e" 


Bon der Richtigkeit diefer Formel überzeugt man ſich Leicht 
durch Differenziation des erften Gliedes, das man durch 
P.x”(a+-bx)-a ausbrüden kann. Es ift nämlich 
d.Px”(a+bx) m = Pl(a+bxy-on. mx" "dx 
nn. _mPxm-ıdx PC-n+1)bxedx 
+Px”(-n+1)Ca+bx) bdx⸗ A a 
m x=ıdx(at+hx) (-n+1)bxm.dx 
—" (m-n+1)b" (a+bxyn * (m-n+)b(aFbx)n 
dm xm-idx bmxmdx (-n-+i)b — — 





das erſte Glied bier deſtruirt ſich gegen das letzte unſerer 
Integralformel, und die 2 andern Glieder ſind reducirt 
xmdx . . 1 
Grbaw’ d. i. gleich unferem vorgegebenen Difs 
ferenzial. - 
ormeln, wie nr. 18, die noch ein angezeigtes Integral 
ald Glied enthalten, hat man involutorifche Integrale ges 
nannt, bei welchen bie Integration nur theilmeife Statt fins 
bet, was man fo erörtert: . 
Dr. Sqhon's Behrbegriff der Höbern Mathematik. 24 





Seyen X und Z Fuuftionen von x; ferner dy=d(XZ) 
= XdZ + ZUuX. Man habe aber nur dy=ZdX; fo if 

=2X—/ XdZ. Xdz wieder in 2 Faktoren Z’ und dX’, 
deren lebter "das Differenzial dx enthält, zerlegt und denmadh 
XdZ = ZUX gefegt, wird SCKIZ) = ZX — SXdZ, folgs 
ih „= ZX—ZX +SXdZ. Go wird mit diefem Zerlegen 
fortgefahren, bis man auf ein einfaches Differenzial konnt, 
deſſen Integral mittelft einer befannten Formel „gefunden wird. 


1 
So formt man bei nr. 18 zulegt auf She = ey! 
ao 
Auf gleiche Weife zeigt die Diferenziation bie Vichigteit 
der folgenden ähnlichen Integrale: 
dx 
xm(a4-bx)n 
1 _(ntn-1)b Sf dx 
Gm: rn (m-1Ja /xe(arbıpy 


3 a 


19. — dy= ; Integralgleidung: 


y=C- 


x 2n=-5 
act A " (@+bxtya-ı —— Sa: at 
wobei man zuleßt auf [ — ir 3 kommt, mittel nr. 14 bes 
fimmbar. 


21. Gegeben: dy= —— Integralgleichung: 


(a+bx?)a ’ 
xm—ı (m-1)Ja xm—2dx 
@)y ta 5 (a+bx”)a-ı "m antbs arbr arbxöjn 
wobei man für ein geraded m in dem Zlm--1)ten 
dx 

© _ dx 

Gliede das Infegral / — erhält, das nad) nr. 20 
in einer Reihe entwidelt wird, und von den Logar. 
oder Bogen abhängt. Aber für ein ungerades m 


dx 1 1 
erhält man are — * (a+bxYya-ı* 
xm—ı xu-?, dx 


ay=C 2n- en “ (a+bx?)n-ı ut —— a-6J aba 


⸗ 


m - 
_(m+42n-3)b, dx 
J 


02 y=C en — (m-1)a xn(atbxtja? 
wobei man für ein gerades m zulegt kommt auf 


Ferner (or. 20.) und für ein ungerades m auf 


_ 1 4 1 dx 
22. fi a u Chan "(a+bx)a—ı ur 7 x(atbxp—? 
weiche involutorifche Formel auf ——— za ar führt, mits 
telft einer ber obigen Formeln beſtimmbar. 
n—1 8* 


25. /10x.2 Alx)” +0. 8. 146. 5”".). 
“dx 

ee = Ur cebend. 5). 

2. — = a" +0 Cebend. 6); daher auch 

— y⸗ = y’+C (ebend. 6.. 

a8, Sad“ .dx.Aa.Ab = ad "Ic Cebend. 6). 

29. [x”. .y v(rdr: IE Liv. Ax. y+2)=r" +C 
(ebend. ©). 

Bemerkung. Oft führs eine Kleine Aenderung im geges 


| benen Differenzial zum gefuchten Integral. Sey 5.8. adıx— — 
ydy—xdy zu integriren. Durch Beifegung von — ady hat man 





aldx-dy) = (y—x-a)dy, oder dy= m, ober. 
-dy= * * a) ‚beffen Integral —y=ailly—x—a) ifl. 


ee wo a?<b? fey; Integral: 


x+b—y(b?—a?) 

act den man 
ſetze a4-2bx + x? = PrDahro= PaHPTOcHF 
R 24 * 


30. Gegeben: dy= 


- m — 





baher and) p= 2b-p oder p—2bp= — at, woraus 
p=b-+ycb?-a?), folglid an q=2b-p=b-ycb?’-a?), 


. x ‚ , " 
und endlich dy == PrSIa+% Hievon iſt das Ins 
42 
tegral y ⸗ —4, was, die Werthe von p md q - 
8 y pP—-q p+x’ 4 h P | q 


ſubſtituirt, obiges Integral si 
Aber wenn in dy= 
it; fo ‘ bas Integral: 


paar bie Groͤße ?>b® 


31. En aro. — inte Dem x—=u—b 


geſebt, wird dy= pn und das Integral nach 1a. 


— * arc. tang — * —5 Aber u=ı<tb. 
dx Va@’+b)—brx 
s2./ a?.-2bx— x? = +, 7075 2ay ar 17 (@-+b2)--b—x " 
Denn @--2bx— x?=(p+-x)(g— x) = pg-Hq—p)x 
—x? gefett, it a? = pg: = = q—b und nad 12. 
/ dx _1_‚ptx 
(p+x)(g—x) — g—x 
Aber man entwidelt, wie in 30., 
p=—b--y (a+b?) und q=b-+yla?+b") :ctc. 


dx . 1 
33. Irre => Sct+x). d«=C0— afx ($. 151. D. 
cxdx 
54. | Sfabx at+2bxtcxr? =4@F2bx tom) — f Ser ’ 


(welches letzte Glied nach einer der vorigen - Formeln ger 
funden wird). Denn bie Differenziation gibt fogleich 
4(2bdx-+2cxdx) ober 34 exdx + box 
 a’+2bx+cx? ar2bı ter? ' at+zbxtex? 
5. Sey ı) dy= — an TA Mi integriren. Der Kürze wer 
gen feße man den ganzen Renner = u ober d.Ala-t2bx 


4rcx?) d. i. ——— d.Auz fo hat man hieraus 





dd 


— 375 — 
F 


- xd 1 bb m 
— =; ‚udAu — dx, ober, durch u dividirt, 
u 20 c u 
dx 1 b dx 
p — |. Au — — 9J — 
’uT2 co’u 
Wenn folglich 2) in 


dy A ber Renner wieber = u gefeßt wird, fo iſt 


ymA fe +-B FE, wo beide Integrale nach ben voris 


gen Formeln zu finden find; ober man hat durch Res 
duktion 
B cA—bB dx 
dx 
86. Um dy = sr Fabx-korn) zu integriren, febe man ben 
A Bx-+-C 
Fattor von dx = 7 4 — 
_ Aa?+(Ac+Bx?+Qab+C)x . . 
.- — ter . Damit nun diefer 
Bruch jenem Faktor gleich fey, muß deſſen Zähler Aaꝰ P... 
=ı, folglid Ac+B=0o, di. B=— Ac; sben fo 
1. —2b 
G=— 2Ab und At=ı, Demnach Ama C= 7 
und B= — feyn. Unter diefer Boransfegung geht die 





"gegebene Gleichung in diefe über: 


wol dx _, " exdx _ abdıx 
may" afarzbıter) a’tat-2bx-Hcx?)’ 


hievon find die einzelnen Integrale: 
1 1 
1) 23 Ax oder Axt; 
2) — * A(a 2bx Pex + ——* (34.) 
2a? a?’a?--2bx-4-cx” 


; alfo burch Reduktion 


— 8374 — 
BERN 2 dx 
rt Na Fobx fox — a? / a’+2bx+cx +06: 

wobei das letzte Glied nach 30. oder 51. gefunden wird. 
dx . 

37. Ju dy = Fiber ben Renner == u” gefegt, iſt 

' 1 Tot 

Szenen tanny]+c- 
Dem fegt man im Differengial auch cx—=z—b, wodurch 
-— z’—2bz--b? 
6 3 








= 3 — oder cdx = dz; —RX 


— * —es wird; ſo hat man 


dz 
y= b? 2? 
?— — ı-— 
1 t c c 


— Differenzial mit nr. 20 Deralichen, baher a? — = 
—b dem dortigen a und 1 — se dortigen b gleich ges 





ober - 
fegt, und die Glieder bes Integrals mit — multiplizirt, hat man 


unter Beibehaltung von u = a? 4 2bx +cx, was it jener 
Formel .r hx? hi 
2 an—3 
I= ICE un—ı Peer 2(n-1)(a?c-b?) JE un-ı? 
woraus durch Reduktion und Subfit. für z und dz obiges ans 
geſetzte Integral folgt. 

. Bemerkung. Mehrere diefer Formeln laſſen ſich fowohl 
anders ableiten, als audy durch Kreisbogen barjtellen. Wenn 
man naͤmlich in ber Formel 14. 

f dx _ ı a+bx 
a—b?x? 2ab a—bx 
fatt x feßt c-+-x; fo iſt num 
dx error: 
(M) JS 2 b?c?—2b?!cxı—b?x? a zu bc—bx +6. 


— 35 — 
Hierin der Kürze wegen Ab’ = 2; — 2be—=P; 
b?=y gefebt, dann b=yvy; = ; er 
atwiaen, iſt allgemein: * * 
an ————— 1 „vetentax-B 
—— — 
und ind — iſt 





Bl — 1 | „vezan—ıyx—B 
Be FR VB) VG- dey)+ IX +B 

Nun iſt der Renner VLR—AeyY)=y —ı.v Aay—B?)5 

ferner ift eben jene Größe, als Glied des zweiten Bruches 


—— „ folglich wird durch Subſtitution und 


Reduktion die zweite Seite in (P) 
ENG 2 ‚_ı_,VW-B)+V 1a, 
var-B) v—ı var) y—ı@rs+B) 
‚Stellt man fich hierin jedes Glied des lebten Bruches 
durch V (day — 8°) dividirt vor und feßt 
2ytB _, 
Ver nB 9 
d. i. gleich einem Winkel oder Bogen, deffen Tangente iſt 
jene erſte Groͤße; ſo hat man auch 
2 4 _t ‚1ttangov-1 _ 2 ‚Q 
vür-8) 2y-1 1—tangPyY-ı var-)' 
Germse $. 148. Zuf. 2. (4)); Daher auch 
2yx-+Pß 
— — tane , I _ 
Ze Fe. rue FRepe = Va BA ar— a)". 


aud) = 


6. 153. Fortſetzung. 
M ..,M . 
38.. Wenn in dy= n 4x der Coefficient N eine ratios 
‚sale Bruchfunktion von x, und der Erponent diefer Bariablen 
im Zähler kleiner, ald im Renner if; wenn überbieß die eins 
fachen Faktoren des Nennerd N befannt find; fo zerlegt man, 


um zu integriren, den Bruch 3 in Faktoren von ber einfachen 


5 — 326 — 


| ‚A B , | 
Zorm: +Bx + at“ Jeden dieſer Bruͤche wit dx 
multiplizirt gebacht, hat man ' ’ 


A . 
[ga= Mant Bf x I +.. ‚= zMa+rB 
+B 7 Ayti) + .: —* 40 ($. 152. nr. 9). 


Das Zerlegen bed Nenner N in feine einfachen Faktoren 
fegt voraus, dag man, N==0 gefeht, nun bie Wurzeln biefer 
Gleichung, ober body wenigitens eine Wurzel, demnad einen 
einfachen Faktor, dargeftellt durch 4 4x, finden könne. Durch 
Diefen den Nenner N bivibirt, enthält der Quotient dad Pros 
buft S aus den übrigen Faktoren, fo daß N durch (a--Ax).S 


M A 
autgehrhit if. Sept man ſonach durch Zerlegung — — 
+ fo ift Mar, daß, weil M von niedrigerer Dimenfion 


ale N feyn fol, der Zähler A fein x enthalten koͤnne, und daß 
eben fo der Zähler P, von niedrigerer Dimenfion ald S und 
eine ganze rationale Funktion von x feyn werde. Die vorige 
Gleichung gibt ferner 


M = AS-+ P(x-LBx) oder P— N AS 


a+px ' 


Der lebte Ausdruck iſt ein Meſſen wegen P== einer ganzen 
rationalen Funktion. Setzt man daher «-H-Ax , ald Faktor von 


M—-AS, =0, folglich x= — 3 und fubflitnirt diefen Werth 
“in M-AS; fo wird auch biefe Größe = 0 und der Zähler 
A=%, d. i. Dadurch beflimmt, dag man in den Funktionen 
M ynd S den Werth x = -7 fubitituirt. Auf gleiche Weife 
kaun man auch den Zähler B beftimmen. 


Derfelbe Zwed wird auch bei Vermeibung jener  Dieigen, 
durch bie S gefunden wird, fo erreicht: 


— m — 


= 


Aus N = (+95 in B= dieſen Werth im 


= = fubflituirt, har man A= ef .M unter der Bor, 


a daß man wegen a+Bx==0 überall —— flatt x 
fabfituirte. Aber unter derfelben Vorausſetzung wird, weil 
ah N den Faktor «--Ax enthält, —— * 2 
d. i. A gleich dem Differenzialverhaͤltniſſe —— ⸗ 


(a+Bx)dM + BMdx Adx 
— — IN’ weil für ı=—-; das erſte 


Glied im Zaͤhler des vorigen Bruches verſchwindet; d. i. man 
beſtimmt A, wenn man nad) aufgefundenem dN überall — * 
ſtatt x ſetzt. b 


Beiſpiel. Sey = 





a 4 hx 
— Man bat 
in Beh anf a+x nun 

_Aatbe _ a — he 
A—5* a)’ 
indem man im vorigen Ausdrude überall —a (wegen A 1) 
ſtatt x ſubſtituirt. Auf. gleiche Weife wird in Beziehung auf 
den Faktor y--x des Nenners N ein Bruch 

a-by _ abe 

an 

in Beziehung auf s-+-x erhalten. Die gegebene Bruchfunktion 
ift alfo in die drei einfachen Brüche, 

\ RA B _c_ 

«tx * y+x s+x 

zerlegt, in welchen A, B, O die vorhin angezeigten Werthe 
haben. 


m. ı+x? 

Sey nun fpeziell: = Fans Fan gg" Den 
Renner =O gefekt, —* man 15S 1 als eine Wurzel der 
Bleihung ; daher it 1ı—x ein Kaktor von N. (Vergt. oben 
„Höhere Algebra‘). Diefen mit æ Ax verglichen, ift jetzt 


„A= = (wie oben) = 


- 3: — 
s=ı nub A=— 1. Ohne nun hier ben Quotienten s=——_ 


x 


durch Divifion zu fuchen, befliumt man A = En In 


Dadurch, daß man vorerfi N bifferenziiet; man findet IN = 
(2- 65 + 12? — 10x )dx. Sn biefem Ausdrude ſtatt x geſetzt 


-5=-7=#1 wird A= =+-- 


$. 154. Fortſetzung. 


59. Wenn in dy = dx ber Coefficient x die Potenz bed 


einfachen Faktors «+PAx enthält; fo wird er in Bruͤche von’ 
der Form 5 c 
+ 


ra ' ram Tora 
zerlegt. Addirt man zu denfelben noch die aus den übrigen 
Faktoren bed Nenners entfpringenden Bruͤche von ber Korm 
4 B 
y-+ dx * e-+-yx Too 
deren Zähler A, 3,... nach $. 155 beftinmt werben; fo hat 
man 


y=/R Nm AS Tan — + Bla Far Ga ro 


+ y S nr + Bf mt ..o; 
wo die Integrale derjenigen Brüche, in deren Nennern die 
Potenzen von «+-Ax vorlommen, nach $.145. nr.3”. gefunden 
“ werben, indem man flatt A — dx —— fchreibt A. Sdxta+ßx)n 5 
u. fm. (s+Bx)R 

Um die Zähler A, B,C, ... zu beſtimmen, ſey z. B. N= 
(a-+Ax)".S, wo S wieber dad Produft aus den übrigen 
Kaftoren, deren Feiner. folglich = «+PBx ift, bedeutet. Ferner 
ſey P eine rationale Funktion von x; To hat man, wie im 
S. 155 durch Zerlegung 
N= A B _cC_ 


—— art — 7* 7 —— J woraus 


— 319 — 
P— M— AS— BS(a--PBx) — CS («-+Bx)? — DB (a-+-Bx)? 
.... (a+Ppx)? 
_:% — A Bee-HAx) — Ola+Bx? — Diatax)) . 
| («-+Px)' 
Weit nun P eine ganze Funktion if, aber S feinen at px Ä 
als Faktor enthält; fo muß (a 4x) ein Map des Zählers 
(2-A- ee) = —= 2 feyn; d. i. Z muß den Faltor a-}-Px 


Viermal enthalten, folglich werben au die 3 Differenzials 
dZ, dZ d’Z 
quotienten 7 = und 425 (vergl. $. 19.) noch benfelben 


Faktor «+ Px haben, Sr man baher biefen Faktor wieder 
=0, mithin x= — * z fo verſchwindet für dieſen Werth nicht 


bloß die Funktion Z, ſondern auch jeder jener Differenzials 
austienten; d. i. für <= z bat man, durch W brezeichnet, 
1) — oder W — A — Bla-+Bx) — (atBx)? — Dia+px)? = 


- 


3% —— —— 
* dıW 
5) — * oder a — 208-3. Die +px)DE=0; 
deW 
nee 5. .2.1.Dß =o. 


Und hierin -7 ſtatt « ſubſtituirt, iſt 
DW A=0, ehr A=W;_ 


Dame daher Be3.T03. 

. dW 
—E —— 7 W_2. ı1C#?=0, daher = 
4) 7 7 3.2. ıD$? = 0; daher D=a,3& 8° 


43 erhellt zugleich das Geſetz des Fortganges dieſer 
Groͤßen, weßwegen ſich allgemein die Zaͤhler der aus 
(æ Ax) entſtehenden Bruͤche 


— 0 — 
A B HH 
ra Tr te 
entwickeln laſſen, und 3.8. der Zähler HL des letzten Bruches 


æ 1 daW 
für x = 7 ſeyn wird H= 1.2.3... (n-1)Be1" dan ' 
. M _ a4x 
a Sey N” — —— wo alſo 1* 555 
— 4 222 
23* *15 daher 57 a if. Wegen 
n=5 find ferner die 4 Differenzialquotienten folgende : 
Aw _. co, WW _ 2-2), d’W _ 2.308), 
YQ+R? de 7 Gr’ de Torx’ 


d'W _ _6.4Cr-a) 
dt "Orr 


Hierin — a ſtatt x gefegt, ‚find die Werthe ber Zähler 
nach obigen Formeln: 








_ _a—a _dW Ya, ya, 
A= —— ddr ern (—a}’ 
_. TR , nn _ 1-8 
ga)’ 7 0 @g—a)} 


Da endlich der Zähler P des aus dem Faltor y+x ent 
ftehenden Bruches eben das iſt, was unter nr. 38 ($. 155) im 
Beiſpiele der Zähler A in Beziehung auf «-+x iſt; fo.hat man, 
wenn man jegt =” ftatt a, und (a—y)’ flatt der übrigen 
Faktoren, P= — Demnach kennt man die Werthe der 
Zähler A, B, ... ber Brüche, in welche ſich die Brudfunttton 
2 yerfällen 1äßt, * der Brüche: 

A9 E pP 
G+x) * at " a-+x + yIx' 


Zuſatz 1. Iſt die hoͤchſte Yotenz im Zähler M größer, als 
im Renner N; fo fondert man bie höheren Potenzen durch Di 
viffon ab. Es wirb hieburdy 3.8. 








ri ſolglich 


* 


— 
| pa dx = _ (ade + /x?dx — 
welches letzte Integral nach der unten folgenden Formel .nr. 40 
gefunden wird. 

‚Bufaß 2. Die gegebrien Borfchriften gelten auch, wenn 
im Nenner ber gebrochenen Funktion fih imaginäre ein⸗ 
fache Faktoren von ber Form: 

x—alcsP + sinPy—ı) und —alcsP —sin@y—ıR 
vorfinden, deren Probuft den möglichen Trinomialfaftor 


x’ -2ax. cos 4 a? geben (indem V⸗i. V-1 + und 
sin @?.-H cos f? — N 


Denn man feße, F jep i in bie einfachen Brüche 





— 


A B 
————i — —— DEE 
x-alcosP+sinPy—ı) + x—alcosP—sinPy —ı) 


zerlegt, und es ſollen A und B beftimmt werden; fo hat neue 
nach $. 155 erfiend A — —— oder (weil B bir = 
M: =M, indem man ber Kuͤrze wegen — =Lfeßt. > 
. diefem Ausdrucke nun — 7 ‚&i. in unferem Falle — cos q 
+sin 9 y—ı)) flatt x fubftituirt, tft A beflimmt. 


Rimmt man hiebei an, daß in einer der Gran M,. U. 
ald ganzer und rationaler Funktionen von x, ein Siem Ze 
vorfomme ; fo verwandelt ſich biefes durch bie vorige Subszur; 
tion in 
a(cos ꝙ4 sin -ı" —=aPCcos aP-+sinupy -ı) (9.148. 7- <a) 
b. i. in einen möglichen Theil a" cosap nnd einen magimu a 
asinuapy-ı. Es zerfallen demnach M und L, aus mTern> 
Potenzen von x fie auch beftchen mögen, in möglihe un > m; 
mögliche Theile. Bezeichnet man daher die mögliden SE Re 





mit M', L', und die unmöglichen mit my-ı und v-1; t> u. 


m — 


_M+my-ı ur M —my-1 
A= Drews’ auf gleiche Weife wird B= IV’ 


indem fich der Nenner des obigen Bruches, * Zaͤhler B 
it, von dem Nenner bed erſten Bruches nur durch ——1 un⸗ 
terſcheidet. — Die Summe eben dieſer 2 Bruͤche iſt 
S ‚ar B)x—(A+B)acos® +(A—B)a inpy-1 1 
. x?—2axcosP + a? 
Aber nad) dem Vorigen iſt 
2(ML’+ml) _ _ mL’ —Mly-1 
mr FD A-B= ae > 


daher (A—BJasinpyv-ı = ne Seht 


man demnach —(ML teabenn 2+ M l —mL)sin® „ 


fo bat man flatt (S) ben Bruch 
Ax +23 
x?-—-2axcosQ +3? 
deffen Integral nach $. 152. nr. 35. 2) gefunden wird, indem 
F in unſerem Falle c=1; 2b=— 22.009; AB und 
= A hat. Alſo das gefuchte Intkgrak: 


i1A Au (BA. acos ꝙ) = „ oder 
(vermöge ber Kormel (O) in der Bemerk. zu S 162) 
B-+Aa.c0s® "X<- acoad 
FA. ax. ng a.sın 7 
indem v (day— BD nım = 2a .sin® iſt. 


A+B= 





(von befannter Form), 


arc.tang 





5. 155. Fortfegung Die Auffindung folgender In⸗ 
tegrale kann ald nächfte Aumwendung des in den $$. 153. 154 
Gefagten betraditet werben. 





00. Sey dy= Emo M=xr md N=x"—ar) 


zu integriren. 


Um bie einfachen Faktoren bed Nenner zu erfennen, febe 
man wiebr x" — a"=0, gerade fo, als wolle man die Wurs 


.’ 


zeln dieſer Gleichung fuden. Man hat beun == 1. Wern | 


man ferner im $. 138. nr.7 (1) flatt © überhaupt ein Biels 
faches des Halbkreiſes #, d. i. — 9 kx ſetʒt, fo daß 
tang ꝙ = tangkr = 0 wird; fo gibt die Formel 


ky1zılma, d. i. ek 
| akrv —ı 
Hieraus in —E — — en, folglid 


ker 
xı=eae n u . ein 7 cebend. (9)). 





me ferner auch x ſe ‚genommen werdet kam, daß. 


+ cos er bleibt, aber — sin geſetzt werben. muß, folglich 
ein ‚weiter Werth von x iR 


x 


x= (lo y-r. ein =? 3 


fo iſt (wermöge der Theorie der Gleichungen) klar, daß ber 
Ausdruck x — a” die einfachen Faktoren von der Form: 


2k ._2k kr 2 
x-a(cos * +y-1.sin —) und x-a(000 7 V-i. sin—-) 
enthalte, und demnach gleich fey bem Snamigen Probutte Church 
Reduktion) 

ax. , 
worin man ſtatt 2k jebe gerade Zahl <n ſetzen kam. 


Diefed vorausgeſchickt, koͤnnen nach $. 154. Zuf.2 bie Wer⸗ 
the. von A und B leicht gefunden werben, indem man wieber 
2kr =® febt. Es iſt naͤmlich 


M xm /, _dN REN ı 
)A= L > — (indem L=TZ (und bien) = ux*.") 


= In diefem Ausdrucke, wie im cit. Zuſ. 2 
bemerkt if, flatt x gefeßt accos P + sinpgyv—ı), iſt 


Az emo» Ober (wie oben) 
= ee Fan VD 
Aber cos (a-m-1) = cos (2kr — er =) cost, 
wenn man —— gleich dſetzt; und eben fo sin(ca-m-1)® 
=— sind (vergl. 5. Zuſ. 1); daher auch 
a — 


, a __M-+nmy-i1 , , ee 
Diefes mit A= Diva verglichen, iſt M= 1; 


m=0; L=na""cosd und = — nat""1sin ds 
folglidy wird un 


9) a(= 2(ML--ml)\__2L 2.anm—1c05 d 
—T’rR L? +2 2.00 S(cos + sin 9) 
_2.c0sd 
i — nan-m—ı . 
3) werd u 8 = u baher 
B-+Aa.cos® _ —2a.L’cosP + 2alsin®+2aL’cos® 
9 Yu a.sn® (CL +1) 
2l Zsind 


— DIRT TO men > 

Es entſteht alfo aus jedem Trinomialfaktor des Nenners 
x® — an vermöge ber Formel am Ende bed Zuf. 2. $. 154 das 
Jutegral: 

2c08d 2sind x-acos® 

De are 75 ni no +C. 
. Sucht man dieſe Konftante C unter der Boransfesung, daß 
für x=0 auch das Integral = 0 werde, und feßt der Kürze 


2.0080 asind , 
an Fa a = TG; fo entwickelt man 
—c05P 


z=—=q.Jla+q ‚arc.tang sin® 





Macht 








Macht man ferner arc. tang _e P_ =« und arc.tan g 1-8 cos® 
=ß, fo daß alfo sinp a.sin ꝙ 
| 0089  ., x—a.c00s® 
ange = sin® a.sin ® = tang S if; 


fo geht durch Addition diefer Konftante und durch NRebuftion 
obiges Integral in dieſes über: 


(W)... gg rap te 


Pr) +gq a1. 
Aber nach $. 18. nr. 86 ift 





taug s— tan » 
tang («— D= ——— (oder durch Subftit. obiger 
-v x a.sin - x.sin® 

Werthe) = a.sn® a—x.co® = may. cos®’ daher 
umgelehrt (« PB) = — arc. tang. m 3 demnach das 
Integral (U) für x==0 dieſes: Br 

2.008 d x?-2axcosPta? 2.sind x. x.sin® 
Damm #7 a? ann "Arc.tang. 7 cos ’ 


worin flatt d und ® obige zu ſetzen ſind. 


ai. Sey eben fo 





wi zu integriren. 
Hier it "=M un N=x"-ta”, und aus x" +at=0 
hat man —=—1; Daher Z=-1m. | 
Nach $. 184. nr. 7. (2) ift 
= _1 ,coQ+ vi 
— ctP—y—ı' 
Allein für = Ir 90%, oder = ir ober allgemein für ' 


ern verſchwindet die Eotangente (vgl. 9.7), folglich iſt 


+ — 
++. VA —— alſo auch 
FV 


2 [U 
Z1me F(ak+r)Vy —ı md ae - —— 1 


== = a(c0s Sr, ty-1.sin + r) (5.148. nn.9 and 10) 
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Daher hat denn der Yusbrud x® 4a” bie einfachen Zalteren 
von der Form: 


x—a (cos 2k+1 za+y—1.sn 2k+1 Zr) und 
2k+ ach ) 











“—yv—1. ain — 


x—a (c0s% s 


folglich auch die Trinomialfaktoren von ber Form: 
2k + 








ı_ 2ax . cos «+. 
Jeder biefer Faktoren hat, wie man auf gleiche Weife, wie 
unter nr. 40 findet, ein Integral . 
2co8d_ _,x?-2ax.cosP-+a? 2sind -, x.sın® 
= A—— UL re 
nan—m—ı * a? nau—m-1 "a-x cosp’ 
we nun P= At, und d= α: iſt, und fr 


2k-+1 jede ungerabe Zahl <n gefebt werden kann. Sftn im 

a” +x" 0 ungerade; fo hat diefe Größe auch deu einfachen 

Faktor (oder bie Wurzel) x-1-a (vergl. $.56. 2). Aus diefem 

entſpriugt das noch zu dem vorigen zu addirende Integral: 
—— ‚a tr, 


— nan-m—ı 


Zufaß. IR dy = 5 zu integriren, und man 








ee) 
ſetzt x m, daher dx = => = — u2.da: fo hat man 
dv = udu _ Zumm-2.du 
J= 1 enun- 1 eanua +1 
=) 
__ ummn, du.a—ı um. du.an 
— (anus + 1)a-a m ut 
— __m umm—2,.du 2; 
=—b. bafun „‚wob =; iſt. 


Hievon findet man das Integral nach $. 154. Zuſ. 1, und 
nach nr. 41. 

Eben fo Läßt fich dy 
zuruͤckfuͤhren. 


umm2, q —:.du 


Z auf dy=b". — 


dx 
xum(xn— 





xmdx , xmdx 
Au kaun man — wie ar Auer indem 
man B yon x” dur Divifion trehnt, d. i. 3° m und 
\ I‘ & | — xn 
demnach 7* a? ſetzt. 6 


n 


$. 156. Fortfeßung. 


Es gibt Feine allgemeine Regel, jedes irrationale Difs 
ferenzial von zufammengefegter Form ‚rational zu machen, um 
es integriren zu koͤnnen. Wie man in den meilten biefer Fälle 
denn boch zum Ziele kommen kann, wollen wir an folgenden 
Aufgaben nachweifen : 


avstBv, dx axt-Bx? x 


a) Sey dy = — 
ayx'+bz ax?’ --bx 


zu integriren. 


Durch Reduktion der Erponenten von x auf einerlei Hein, 
ſten Renner wird 


‚ya. 


Segt man nun x’ —u oder x— u”, daher du=30.u®.du; 
fo verwandelt ſich jene Gleichung in 


. 16 
y= m. 0. uꝰ. du, und durch u? dividirt, 
25 20 
in Ay =  .30.du, oder durch wirtl. Diviſton 
in dy= [Fwr+£ur- u + To 


+Fu u 50. Fr Ge : (buꝰ a). 


Stellt man ſich jedes dieſer Glieder mit du multiplizirt vor 
und ſetzt der Kuͤrze wegen ſtatt der Coefficienten der Potenzen 
von u mit ihren Zeichen die Buchſtaben A, B, C,...; ſo iſt 
das Integral i 

| 259 





[U 588 . U 7 
Au® Ru! 2 Du . Eu® _ Fu? Gu? 





-a.t7 +7+7t1r77% 
Hu+ku 
+3%. burta ‚du, 


welches legte Integral nach $. 155 gefunden wirb. 


b) Eben fo, wenn in N dx ſowohl M ald N eine irras 


tionale Funktion von ee it, die gebrochenen Erponenten 
aber mit einerlei Renner se oder auf folchen rebucirt find; 


wenn 3.8. 


£ 
| aLbx\= a+bı\m 
M=A. (Fe) + m. G Te. 


2 a-+bx\m — 
und N=N. a) +8 2. (gt "bh 





arbx _ 
ift, und man feßt (Et — u ober Tr = u®, wor 


Zen und daher durch Reduktion dx = 


m(bf— ag)um—ı. du 
(gun —b)? 
_ Auf + Buf +... _ mbbf—agu-i.du 
u Buꝰ +.. (gum —b)? ’ 
deſſen Integral nach einer der obigen Sormeln gefunden wirb. 
a--bx 
F +gx 
folglich dx = 


a6 x— 








; fo hat man das rationale Differenzial: 


Beiſpiel. Sey dy= Vv 








af 2(bf—ag)udn 
gu? =. (gui—b)? ; 
2(bf—aglu?du _ (ag — bfy uꝰ du 
@—fur)(gu’—b) aD 
A A, B B 
ah nn gu?-b’ 
fo muß (dieſe Brüche auf einerlei Nenner gebracht) 


und entwidelt hieraus x= 
fo it nun 


dy= 








Setzt man die Bruchfunftion ———— A— 





— 589 — 
"= w(Ag+-fB) -Ab— ab, bemnach 
(1) -Ab—-aB=o und 2) Ag+fB=ı feyn. 
Ans (1) iſt A= = und B= a, daher durd Sub, 


_ fitution im (2) ann + fB=ı und hieraus B= — b m 


b fAb a 
= Eben p ift A- = baher AS," 
Man hat folglich ' 

1... 22.du ob.du __ 2a.du , 2. ‚du 
ya gb  a—fu? Fr — gu’ und 


.d 
a en 6 man in 


. un a—bx 


nun ®—bodera—yb und bg ober bayss ſo iſt 


($. 152. nr. 14) 


— — _ybvbtuvg — 
og — ——— 
du a ‚Yaturf & . 
al In 7 vr auf‘ Alfo das Integral: 
b. vb-+uvg a ‚varıvf BI 
yavy- N bug 74 —— worin noch 
Vv—— Tr + gx ftatt u zu fubflituiren iſt. 
Bemerkung 1. Gilt —g, wodurch bad erſte Glied jenes 
2 ‚vbtuv- —8 





Integral wird v— 2’ ober, was baffelbe, 


* b— — 
2⸗ —. — A ———— ; fo vermeidet man 


dieſen imaginaͤren Ausdruck, wenn man an allgemein ſetzt taug P 
= — oder ꝙ = arc. tang ze . Dann ift nach $. 148. Zuf. 2. 


© 
| B_ _1_,GtBvr=i 
arc. tang oc väa a ne 


—⸗ 500 — 
kaͤßt man man C die Groͤße yb und B die Groͤße uyg be 
deuten; fo geht jener imaginaͤre Ausdruck über in 


b 8 
27 . arc. tang uyy . 


Bemerkung 2. Hätte man dy=ycatbe), wo u 
obige f=ı und g=0 if; fo wäre 
vatu 
va u’ 
oder für —a wäre y=-2ya.are. ‚tung > mo ſtatt 
u zu ſetzen iſt C(bx — a). 

c) Seydy = gedxyatbr)r allgemain zu intes 

griren, wo jedod n=einer ganzen Zahl feyn ſoll. 








dy=2da — α und yzz2u—ya.ı 


2 . 
Man febe (a+bxP = u sder a+tbx = u”. Dann if 


⸗ „_aya 
Wa, zn (U oa) ; «ı=- ’—X,du, daher 


x= 





b ’ u 3 bu 
y(u” — ayt uf’ —I, .du 


, d. i. rational. 


dy = 
$. 157. Fortfegung. 
22. Das Integral von y=- kann nur mit 


Hälfe einer unendlichen Reihe, wie folgt, gefunden 
werden. | ‘ 


x.dx 





y=a*oderiy= ia geſetzt, ind Y = dxAa ($.146. nr.5), 
ober dy a* dxaa und * =atla; ferner dy _. dar) 


de dx 
ee aX .Aas (oder a. (Aa)?), u. ſ. w. 
(Vergl. 8. 149. a). Man hat daher nach dem Taylorfchen 
Lehrf. ($. 129. Zuf) 


Ä kla „ k?.ia? ks, Aa? 
xık __ Aare 
V oder a —— ++ +733+" ) 


d⸗ 
== a* Aa)’; = = 


oder, durch a* dividirt, 


⸗ 


— 59913 — 
+... R) oder, x ſtatt k geſetzt, 


m. ... a” it. —— + te. 





Jedes Glied dieſer Reihe mit = multiplizirt und integrirt, 
it, weil E = ıx, | 
xdx: x?.ia? x°’.Aa? am Jam 
=Ax+x.ia . . — — 

ar + aa riass — Da 


2 





3. Das Integral SXe*. dx zu fin den, wo x eine 
Funktion von x bedeutet. 

Es if äberhaupt SXdY + /YdX = xy, daher /YXdX 

— XY —SX4Y, wobei vgrausgefegt wird, daß XdY von 

einfadyerer Form, folglich leichter integrirbar fey, als YdX. 

Sest „man nun .dY = a*.dx, fohin (nad $. 152., nr. 26) 


“Y= ; fo hat man 


1) kur oder Sa’dx.X. = * — * ſax dx. Setzt man 

denn IX = Pdx; ſo iſt a MM . 

2) /X. ar .d< = 22% 
Aa 

wieber leichter, als Xa*dx, tegricher und P- = iſt. Macht 


man weiter dP = Odx, fo iſt durch ähnfiche Hebuttion 


u x ax P 

[Pa dx = = 7T — 5 Qu” dx, 
wo abermals SQa*dx von einfacherer Form als Pa dx an⸗ 
genommen wird. Durch Subftitution dieſes Werthes für Pa’ dx 


in 2) hat man 








-ı fs Pax dx, wo vieleicht Pa” dx 


ax X *74 





5) SXa*dx Fr + —f Qa dx, , 
- —E 
= (x x-3) +5 /Q dx. 


Es erhellt, daß durch ähnliche fortgefegte Reduktion, indem man 
dQ = R.dx; dR = S.dı; dS = T.dx,... ſetzt, er⸗ 
halten werde | 





a) [Kdı= (X utrs-utn) 


1 . 
— 22; /Tatdx, 


wo denn bie Funktionen von x, nämlih P, Q, R,... durch 
fortgefegte Differenziirung der urfprüänglichen Funktion X 


entfichen. Wie nämlich PS 5°, oder P.dx=dX, folglich 


_dX | X 
d.Pdx = d’X oder dP = > Qdx, demnach = 


iſt; cben ſo iſ = TS; 82 33. u. ſ. w. 


‚Aus 4) entwickelt man 


5) ‚Ta*dx = aX(S — Ria + QAa? — Pia! + Xia') 
— la! [Xatdx, 
wo nun umgefehrt Ta* dx auf Xa* dx rebucirs if, und 
S, R, Q, P, Integrale bezeichnen; nämlih S=— /Tdx; 


R=/Sdx=/Sdx./Tdx; Q=/Rdx = sdx.ydx.sTdx, 
u. f. w. 


Beifpiel ı. Sx"aXdx. Nach 4) iſt hier P=nx"; 
Q = n.n—1.x"?; R = n.n—1.n—2.x27, u. ſ. w. da⸗ 
her yxrardı = Fr au _ + mr.) 
pie dieſe Reihe abbriht. So für n=s iſt (xz’atd«= 
ax fl, 5.x? 3.2.x =) " 


ame (Ei 


Aa x Aa F FE PC 





Beifpiel 2. SIE oder Jatdx.am. Nach 5) iſt bier 





1 — — 1 
T=- = x”, bdaher 52Tdx = yx.dı = — 
— 1 
= nen und hieraus R = =/Shı=4 0,55} 
a a m 


n-1.n-2 nn n-3. xn 3 


Auf diefe Bike 'wird Ta* dx oder = ro auf 


JZ ar dx gebradht Sept man der Kürze wegen per, = A; 


; 
1 _B,... 3 fo if eigens 


[> = y CM Aa? 
ts xn-2 + — +. ) 


Aan-ı xx. 
— (——— \. 
-p n-1. n.2, ... 2. 1 x * . 


wo das letzte Inegee nach obiger nr. 42 ‚gefunden wird. 
a4. Sey SXdx. Ax” su finden. “ 

Man fege Xdx=dY, folglich Y =/ Kix; r hat man, 

wie oben in nr. 45 nad) ber a 
n—1 
wor man X unfer —8 bebenten —* fd daß = == „us 
($. 146. ar. 5) iſt, Yımad 
ae 

1) SXdx.Ae = ix Y—n — 

Sept man ‚Yix_ = dP oder —* —=P; ſe iſt auf die⸗ 

x 

felbe Art Birmrd 
SYix" dx ober SdP.Ax"""=Ax""P— (n-1) J- — 


naher Pixrdx 
2) SÄdxı.I2! = AxtY—nixmıp +n.0-1 . 





' 





\ 
iu 





N 
wir 


Durch Kortfegung diefer Reduktion, indem man fr — — 
SE=R, u. ſ. w. ſetzt, wird 


3 SXdx.Ax” =Ax" Y—n.4x” "P+n.n-1. PR. 0—-. 
ſo daß man das geſuchte Integral eh wenn man nur Ins 


tegrale von ber Form „Xdxı=Y; f£ "z_r, u. f. w. kennt. 
Beifpier. ei x{=x" if Y=/Xc=fa dx = 
za xmdx zu 





m+i’ je (= P= SH” (mt)? 


- „mu — 


Ehen fo findet man QO= 
allgemein 


Six A —x AKT Bix  +Cix”"’—..); 


a u. ſ. w. Deunad iſt 


— — 
en man an ain mtr mA; — 2 8, .... fet. 


u sem beſondem Kalte, w m=+1, il Yoysx"d 
= (Es P =“ IX x 6 146. nr.5); Q= 
[ee *3 jr „dx = 4.442°, u. f w., „daher durch Sub⸗ 
ſtitution dieſer Werthe in 5) | . 


’ 
Pa | 





dx. Axd _ nah n+1 n .n—1 nH u . 
= Ax — ix +75 x — | 1.0 


4 an n.n-1 n.n-1.n-?2 _ 
u ig (1 - has net) 


Wir ziehen hiemus zwei Folgerungen; erſte: weil auch 


gr * m ** ($. 146. nr. 5") = ber zufegt angeführten 
u de 1 n»: n.n—1 
Reihe iſt; fo erhellt, „daß 1, + —— 


re .n— ton ſeyn Affe. — Zweite: Mittelſt 


der für S x dx. Ax" entwidelten Reihe kann man das Dif⸗ 
ferenzial x dx integriren. Setzt man in (db) ber Fon 
mel nr. 42, daß a die Grundzahl Ce) und a* irgend einer 
Zahl z fey; ſo iſt x Az und Ja ı, daher i 
2 s u 
a* oder 2 * 1442 + * ——— men 
1.2.3 
Hierin z= PR, daher 22 = x. ix geſetzt, iſt 


2.2 2. 
Ru hux. i Zur 2 a rer 





Folglich, Alles mit. dx multipliirt und dann integrirt, 
Ss*,.dg = x+ufxix.dı + pn. dx +... 


worin bie angebenteten. Integrale gefunden werben, lndem man 
in der Formel für Sx"dx.Ax” flatt m, n der Ordnung nad 
ſubſtituirt 1,2, 3.. 


a4s. Sey —* zu integriren. u 
Man “ x: = Xx * und, wie oben nach $. 146. 


ober pe Ag 


= — GE — 


",; y n:bl E 


‚Sen mar nun biefe Größe — Y und’ Xx = dem x in 
der Gormel (nr. 3) J— Y — SYaX; fo iſt 


xdx .dx 
IT” ar + Hl, 
wem mar namlich nm == Pifeßt. Macht man eben ſd 
d. Pd 
IQ 8 nun; fo bringt man Sun 
ff. — und dieſes Integral anf I Se = it f-; wobei 


- man folglich auf ein Integral von der Form [7 _— Skommt. 








nr. ad "[; * 





Beifpiel, Man ſon / finden. Hier iſt xXex”, 


Yen rt; d.Xx- = (m+1)x” .dx, ale EP mn"; 
Px e* (m-+ı)x mt und Ze =0=- Ga+1.x2; u; f. m. 


Getzt man ferner, mit —— auf die vorhin entwickelte For⸗ 


2 
mel, der Kuͤrze wegen =; m-+1 —B; em! _ 


nD1.02 ° n-1.02.0-8 
=C,...5 fo hat man 


xudg nf A B C 
U * —E 2 ) 
(m — xmdx 





n=1 .«D-2.., 2.1 Ax 


4 


a 


| — 5 — 
Sept man, um dieſes letzte Integral gu finden, Ax = ar 
Ä | , ar 
ober y= (m+i1Jix; il x= emii; X m em uw (weit 


d.ixed. I, Ze, folglich dx > I 7 iR) 








Diefe Werthe fubflitnirt, findet mar 

mdx _ „er.dy _ Y_ .-V7_ 

ix — y Yrtdst 
verniöge ber obigen Formel ur. 42, indem jet o das dortige a, 
folglih Aa = de = ı if, Demnach für y wieder (m+1)Ax 
geſetzt, iſt 


85* — — mine... 





Und ſpeziell für m=0 N wegen u = 0 


in 
Fe: - Ns HAxch nn * er +. +0. 
Soldner”) bezeichnet die Funktion je * buch li.x (Lo- 
gar. integralis ipsius x). 


Allein ed kann auch x ein ächter Bruch = 20 B. = 
ſeyn. Wie nun in dieſem beſondern Falle logx (im Brigg. 
vlacq. Syſtem) — 1 oder —logx =1, daher log(—logx) 
= logı, aber logı eben das iſt, ale log log 10; eben fo if 
allgemein, wenn x = — Ax = Al—Ax) = Alu. Um daher 


Bi Hall in der Formel mit anzubeuten, n 


* (oder Ai.x) = ACHAxX) HAx + at +0 


1.222 


*) in feiner gu München 1809 herausgegebenen Schrift: „Theorie 


et tables d’une nouvelle foncetion transcend.“ 








Ä -. nn - 


oder, u — = gefeht, 


AuS - \ ' 
* are rt 


Sol für x=0 ober u=o bad Integral verfchwinden; fo 


{ft die Konftante C = — Au in — In —* = 0,5772156, 
wie Soldner berechnete. 2) 


Ai. 3 0 iu Ai 





s6. 158. Fortſetzung. 
46. f (# = van)‘ Bermöge 6. 158. Zuſ. 3. Ca) iſt 
y- are. ein = +0; md 


a6. [iv = Jay(a?—x?) Le, arc. sin = 
($. 159. Anmert) 


47. f (dy = vi _ da it y=arc ‚dos * „rc Aber für 


v@-—x9 





as. dy= 7 * iſt nach $.146. nr. 57. das Integral 


_,Vv@+x)+x 
= Am =i— 7 nn 135 - Cindem man 
wit (aꝰ x) - x want und bivibirt). Und nach $. 146. 

nr.5”. ift von ax 
a0. dy == Var-an 9 das Integral 
n „va-e)rx - a?:C 

M GC x—y(z?—a?)' 
*) Wie mit Soldner auch Beffel (im Archiv für Naturk. und 
Mathem. Königsb. 1812) und Butzenzeiger Lin u. Zachs mon. 
Corr. Sept. ı812) die Funktion ‚= den ntegrals £ogar. von x 


nannten; fo wählte Balbergas@alufe (Memorie di Matem. 
e di Fisica della soc. ital. T. XII. P. I. p. 266) für biefelbe 


Sunftion den Ausdruck „Logo⸗Logar. von x”, da /= ben Logar. 


yon x beieichne. — Versi. I. Tob. Diaper's vol. Lehrbegriff 
dv. bih. Anal. II.Ch. F. 143 — 149. 


50. Bon Ze ee iſt nach nr.5”. ebenb. das Juteg. 
un, V (ax?) 
y Ve) 0 rer rc. 


Da die Summe beider Werthe = 2y if; ſo hat man auch 
44 22 
I } a+-yv(@®—x”' 
adx . . , 
. 51. Bon dy= oh iR nad) nr. 5”. ebenb. das Jut. 


vla+x)—a__ 
yzıA-— mal DZE; Torf +C. 


\ 1 (a?ꝰ - xꝝ - 
= area (Die vorhin) 


m. Ko=): y=arc. ee=+0= arce. eo⸗ 
(5. 138. Zuſ. 3. (e). Und nach (5) ebend. iſt 
55. ((dy=..—): y=aro invä+rc, Aber 


_ Bu atz+yCar+e) 
5. ((dy = Var) ai 


. ($. 136. 5°. (®)). 
Zuſatz. Set man ı) iz = sec®; fo ift nach $. 11. 


nr.20. tang ꝙ2 >) - 1= ——— daher 


tang P = Yar+2 ”) ‚ md a+x-+ vQax+x?) = = 


alsec® + tang ) Sa (tang (45° + 39)) (8.22. nr. 161); folgs 
lich hat man ftatt der vorigen nr.54 audy 


54. y=Aa.tang (5°+419) +C. 








Setzt man 2) — =zsin®, fo wird wegen cos 2 1 - sin 9 





=1-5="ZE, auch cos = va x) —2 nd 1--00s® 
| a-y(a?-x? Al uvam 21-0080) 1 -cos® 
—— r\ fo. — . — ni — 
a a. ain P F 


‚== tang 9 Cnadı $..22. nr. 176), folglich iſt ſtatt nr. 50 


s ” —⸗⸗ ‘ 59 - 
N — U) 
® 








33 8 23 2, 23-008® 
60. y=Atang}P +-C, und auch rt 
Setzt man 3) — ———— ſo it 14tang ꝙ = 
* und VCi Ptang -I, b.i. sec 4 ode Se 
———— folglich va +xI)—a__ a(1—cos P)cos® 
— a ’ era x —  acosP.sin® 


— — tang 30 (wie vorhin). Daher auch ſtatt ar.sı 


. 3. y Atang 30 4 O. 





Setzt man 4 == 9; fo findet man eben fo ftatt nr. 49 
die Gleichung‘ | 
a49. y Aa4. tang HN +t 
. 150. Fortſetzung. | 
5. Sey dy = x” "dx G+bx")?, wom,n,p belie 
bige Erponenten find, zu integriren. 
Für a-bx"—=z if dyy= x” zP.de, und x zu 
geſetzt, ift 
n du = mx taPdx + px”zP.dz, daher 
2) mx" "zPux = du — px”zP".dz, ober, für de = = 
d(a+bx”) = nbx” ".dx fubftituirt, 
5) mx" 'zPdx = du — obpx , dx, daher durch 
Integr. , Divifion dur) m und Subſtit. 
m—ı n.P — ze _ _nbp yam-ı,P-1 
ODysaf—"arbedı= msE dz, 


in welcher Formel das gefuchfe Integral auf ein anderes redus 
eirt erfcheint, in welchem ber Erponent von z nm 1 wiebriger 
iſt, als im vorgegebenen Differemial. . | 
Sept man ferner. fat Pin 2. = (tie gr 
= az! + bx"e?7!; fo hat man durch Reduktion 
a) mazP "dx = da — (m+np)bx”" „2? ‚dx, 
Weil aber p willkuͤhrlich zu nehmen und von den übrigen 


— 00 — 
Größen unabhängig iſt; fo kann man auch p+1 ſtatt p 
ſeten, wodurch aber u(= x”z? = x” (a--bx”)P) in u’ = 
x” (a — zer und bie Bleihung 5) in dieſe 
uͤbergeht: 
5) maz’x” "dx = du’ — (m CPFVVBbXx. 
Hieraus, wie vorhin, und zu gleichem Zwecke ifl 
_ zen mtntn min .P 
u) y= = [x s dx. 


ma 
Dann den aus z=a-}-bx" gefimbnen Werth von bx" = 
z— a in 3) ſubſtituirt, hat man 
6) mi” 1,Pdx = du — np(z—a)x” "2?""dx 
= du— ppx uni gp dx-Fnpax” !2°""dz, 
oder (m-I-np)x” "zpdx = du + npa.x” "zP "dx. 
Darans folgt, wie vorhin, 


xmgp — pa , m-ı 7 
din y„- m-Fup m+np x zz dx. 


Da, wie p, fo auch m von den übrigen Größen ımabs 
hängig ift; fo fan man in 5) m—n flatt m und p-+-1 ſtatt 
p fegen. Hiedurch verwandelt fih aber uc= x28) nn = 
zT rzR und die Gleichung 5) in 

D (m —n)x" "ePtdx = du” — nb(p+x"s?dr. 
Hieraus folgt wieder, wie oben, 





xumnzPit m—n pn 
uvyy=- nb(p+1) —— = dx. 
Wenn man ferner eben fo in 5) m—n ftatt m feßt; fo 
geht u in u" x” zei und die Bleichung 5) in 
8) (m—n)az x” " "dx = du” — (m+np)bx”” z’ dx 
über, woraus wieber durch Berfebung die Formel folgt: 
„ (mtnpb _ (mon)a , am ,r 
(Vy — — (mfopb [x z? dx. 
Setzt 


— m — 

Seht man endlich in 6) p-Hı Ratt ps ſo geht u in u’ — 
x” zPH und die Gleichung 6) in folgende über: 
9) [m+n(p+1]x" "2 dx = du’ — nlp+tl)ax”2Pdx, 

woraus wieder folgt: 
. XMZPH m n rn — 

(VI ya ne fs Kai zPH ax. 

Sn diefer, wie in den vorigen 5 Reduktionsformeln, muß noch 
a+bx” flatt z gefebt werben. 


/ 


Zuſatz 1. Fürn=2 md p=— 3 hat man Ratt der vor⸗ 
gegebenen Differenzialgleichung biefe: 


d xm—ı dx 
= Yarbxı) 
Daher iſt die Integralgleichung nach (V) 
_ m—3 _(m—2)a , x03 dx 
@) y= (m—1)b x Vatbz (m—ı)b Sa V —— 


Und dieſes Integral geht, wenn man noch ſpezieller a=ı 
und b=—ı macht, in dieſes über: 
m—?2 „xe-Sdx 1 


cb) ‚== /7 vo” Zr vum). 


Zuf atz 2. Hieraus folgt, daß, weil 


@ f am marc. sinx (nad) S. 138. Zuſ. 3. Ca)) ift, und 
wenn Kürze halber 1 -x22 und m=3 gefegt wird, 


2d . 
(2) ze — * == Jarc.sinx—4x.z vermoͤge (b) ſey. Für | 


m=5 if ° 


6) — =. arc.sinx— axu— ix; denn nach 


ir _x’dx t 
b ——— — 8 
Subſtit. von (2)) = — 1.3 —— etc. wie vorhin. Eben ſo: 


xtdx 1.3.5 1.3.5 1.5 
* arc.sinx — xz2 — 


Ta 2.4.6 2.4. 4.6 
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21585.7 1357 ,_1857 
ya” 2.468 ara. sinx ET ag 
x — ja. U. f. w. 


xdx 

© JS Ta a Ce vam 18. du) C— 25 
Daher für m=4 nad) (b) des vor. 1. Zuf. 

xdx xdx 


DT 2 Free Vu -—d=C—z—Ix.z. 


Eben fo findet man für m=6 md m=B8 
xdx 2.4 1.4 
‚e res: 55:75 
x’dx — 2.3.6 146, _16_,- R 
a ar ae ze hetr. um 
Wenn das Integral der 5 erften Formeln für x=o mit 9 
"anfangen fol, fo ift die Konftante C= 0; allein hinſichtlich der 
folgenden Formeln, in welden für <=o0 z=ı wirb, iſt unter 
derfelben Bedingung 
2.4.0... 28 





x’z — Frtz. 





:, wenn ber Exponent von x = 2n-+1 if. 


Wenn ferner das Integral / 5 für x=0 gleid 0 


tft; fo it für x=ı deſſen Werth 
1385... 20—1 . 1.55... 2—1 
=. m lm a irn 
weil ein Winkel oder Bogen, beifen Sinus =1, gleich 90° — 
Cim Halbm. — t audgebrüdt) Zr if. Und bei berfelben Bora 
ausſetzung ift der Werth e 
von nf xndx 24.6. j 
va—x?) — * 3.5.7.. ah 

Daher, da für n=o e8 einerlei if, welches Integral ges 

nommen werde, bat man, 


1.5.5... 2a—1 2.4.6.. 





— 77 FE rer woraus 
ir = 2.2.4.4.6.6.. > folgt. 


13.5.5577... 


— wi — 


Zuſatz 3. Für p=3 und n=2 wird nach 86. 169. (II) 
y ober 
66. [x Sy arbrde= ars V@rbrt — * 
m+1/y ta+bx?) 
welches letztere Integral ben vorigen: Zuf. 1. gefunden 
wird. Daher fpeziell für m=ı 


87. [ix V(a+bx?) = 4xy(atbx?) + — a — 


Sun 


9 dx V(Cax-x— VQux- hx⸗ )- 


ag 1 rral 
wovon man fich durch Oiferemitcung Teicht überzeugt. Denn 
fest man 2ax+bx?= z, woraus dz = 2(arbx)dx und x = 
| ty iſt; ſo wird 


„atbz 1 bzi 
de 2b ev Qax-tbz?) = =d. 3 (bz+a!)yz = a — 











(hz-ta?y} abz 
u zi )d = = 5 (bz-ta?)2. zi 155 . 7)% 
1 2bz? 


| —— + —  — )dz 
ab \cbz Hai . en) 


Subflituirt man nun für z und dz obige Werthe; fo gibt, 
ba bz + a? ein vollkommenes Quadrat ift, das erfte Glied das 
‚ BDifferenzial dx (2ax-+ bx?), und das zweite hebt ſich gegen 
das zweite Glied unſeres Integrald auf. 


dx 1 v(a-+bx?) (m-2)b dx 
Erle (ai ai (mievarbe) 


inden man nämlich im $. 152. nr. 19. flatt n ſetzt 2. Fuͤr 
12 —34 if 
6o. A (a+bx?) _ at _ 1 (a+bx?)2 _(m-3)b xy (a+bx’) 
xm (m- 1 ya ya — "(m-ı)«& xu—2 
61. Sey dy= x” (a+Bx Hy)’ dx zu integriren. 


Man fee Cauf gleiche Weife, wie bei nr.55., verfahrend) 
die eingefchloffene Größe = z, baher de = (B--2yx)dx und 
differenziire u= x” 2°"; fo hat man 





26° 


nund hieraus, wie oben: 


— 00 — 
1) du=mx" 2" dx-Hcp-tı)x" 2? da, ob. durch Subft. für de, 
2) um "dx +(p+1)Bx” 2? dx -F2(pt x" zP’dx. 
Diefe Gleichung integrirt und für u obigen Werth gefegt, 
entwidelt man x” 2Pdx =S/x"(a-+Pßx-HrYx?)P dx, d.i. 
xm zptı 
De yore PFNB = mal * 
Setzt man in 2) ſtatt zP*' den Werth 2.2 za? HR); rn 
fo findet man 
.3) du = max” Pix (mhp+ I Ax"erdr 
+(m+2p+ 2 yx”t dx, 


und hieraus wieder, wie -vorhin: 
xm zptl ma 


mr 6PHlln_ 2 mA P An, 
—* 


.. me [u 

(iD...y= mtPtDP - urprnp/% dx‘ 
_ 

Es ift ferner = mrp+ngS* z' dx. 


xt: pa _ yamı 2° (a -+-Bx-Fyx) 
5 ud U) ul ET a 

Den hieraus für yx entwidelten Werth flatt derſelben 
Größe in 5) fubftituirt, dat man 
4) du= (m+2p+ x" "ze x - (p+n)Bx" dx 
— 22(p+1)x” "z’dx, 
xmgzptE. m--2p +2 ga-ı ‚pn 
a + ne Jette" 


2 _ 
fg Pd. 


— — [x 


an y=— 


Zuſatz 4. Diefe 5 Formeln find von vorzuͤglichem Ges 
brauche, wenn p eine gebrochene oder ganze — Zahl ift. Gebt 
man z. B. p=—nwundn>1; fo iſt nad) CIID 

_ md _ x 2(n-1)-m „x=-, dx 

J =/f za (n-1) Bx2 1 + ana (n-1)B — ST zu 

„1, mi .dx 
— 





u ().. "za ” (n-1)Bzımı | Hal zn—ı 


4 


— 405 mg 


xmdx 





wo alfo J auf 2 andere Integrale, in welchen wenigſtens 


ein Erponent um einen Grab niedriger, zuräcdgebracht if: Wenn 


demnach m = einer ganzen Zahl it, fo läßt fich das Integral 
durch fortgefegte‘ Reduktion auf I — X bringen, das (nad $.152. 


nr. 37. Bemerk. 5.2. 9) gefunden wird. Iſt z.B. mS 1;3; 

ſo hat man 
dx. _ x 2n-3 20 „dx 
Bm 


Es wird aber für m=o in (ID, wo nun das zweite Glied 


verfchwindet, / x ——— _7 S[ a, alfo 


(n-ı)B.zumı BB 


dx _ 1 B ‚dx ° “ 
ee Be 


wo ſohin [EL uf SEE gebracht iR. Um ferner dieſes lebte 


integral auf [= —— zu rebuciren, feße man die 2 Werthe aus 


zu— 


(a) und 6) gleich, und entwidle nach gehöriger Reduktion die . 
Größe [2 — ; fo hat man 

A+%x | - (2n-3) 2y —— dx 
- m) (Gey-B°) T ——— — 
So erhellt, daß ſowohl [= IE als IE — zuleßt auf TE — ger 


bradyt werben könne, und daß durch fortgefegte Reduktion die 
Reihe reſultire: 

dx 93 B 2 X +yx) 

pe: „ 3Et29 BET |... Em 


202 Z 


(c) „JE 


ya — gu—ı ‚ 
+u/Z, 
in welcher Kormel, wenn man day— B?=a feht, die Eoefftcien- 
ten folgende Werthe haben: 


_ 1 _ Q@n-5)2y (2n-5)27 
= (n-1)a’ ®= (n-2)a a — Tn-3J)a B; 


.... und U 2T. ) 
+) Bergl, M. Hirſche „Jutegraltafeln“ (Berlin 1810). 


— 40 — 
Zufat 5. Es enthalte dy = dx (vergl. $. 156. b)) 


die einzige Irrationalgroͤße Vla--Ax-+yx?),: oder Potenzen 
Diefer Größe; fo kann man das Differenzial auf folgende allges 


meine Art rational machen : 
qh —— 
Aus a ya den Werth von x — — 


entwidelt und BVR— A) = =a und B-VB—p = b 
geſetzt, iſt 


(1) ... a+-PBxtyx? = (+ xy W — 
Dieſe Groͤe = 6* + xX .u? gefeht, wo u eine 
Bariable bezeichnet, ift 
(2)... Ver = = (- vy + ıyr)- u, und in 1 
Be zvst ıyr dividirt, ift 





9. ——— 6 +ayr).w, oder 
ann (at 2xyu, woraus folgt 
en Ybrz 
nn UT aha) 
Den Werth von x im Faktor von u in (2) ſubſtituirt, iſt 
b-au? h-a- wW 


)o.. .Y C+Bx-r9= arte yu?-1) u —* ——— 
bi. = einer rationalen Größe. Ferner iſt aus (4) 


—b udu 
dx — a— 
© «ya 


Weil nun auch jede Potenz (æ 8x Fr = = Ga) 


. * rational iſt; ſo iſt auch das Differenzial N‘ dx num 
als ein rationaled integrirbar, wie aus folgenden fpeziellen 
Fällen erhellt: 
dx 

62. Um dy = VB ine) zn integriren, fubflituire man 


aus (6) den Werth von dx und aus (5) den Werth des Nen⸗ 
ners; dadurch iſt 





— — ($.136), d.i. ebenfalis rational. 





2(arb)dun _-2 du _ 2 da 
Ey Alf 
du 1 ,14u on 
M)...v= 2 = — à — > . .nr.14. 
(M)...y zer: 70 + nad) $.152. nr.14., 
indem man ı.flatt a oder a? ſetzt. Subftituirt man ferner ben 
| Werth von u aus (4); ſo iſt auch 
1 ‚vla+2Yx)4-ycb+2YxX) 
. N) .o.o = — A-1277 17T o 
yore 
Diefer Bruch wird durch Multipl. feines Zählerd und Nen⸗ 
werd mit bem Zähler 


_ atb+Hx-+2.y@-+2yxIcb-4-2y2) 
Ta — 


A — 

— PLmit2VY.V la +Bx-Fy%%) 
u ven) ,..’ 

indem vermöge obiger Werthe von a und b die Summe at+b=2ß; 
a—b=2y(8°— ey) und (a+-2yxI(b-F2yx) = urd.Res 
buftion) Ayla + 354 yx2) if. Weil ferner der Nenner 
VG - Aay), ald eine von x unabhängige Größe, in die Kons 
ante C eingerechnet werben kann; fo ift auch 


(0)...y= ZMB+ 2X Ha YaVCGa+ Br + re) HC- 


Muß z.B. für x=o ah y=0, bi. 
o= ZB 2VY.a + C ſeyn; fe ift 





- u * x2) 
( ... = Ra BF2YHtWVIVa HB VE . 
Deuy vY R B+r2VY-.« 
Gilt —y, alfo bie Differenzialgleihung 


dv — dx - ; 
Y = Tarp) 
fo it nun = VCCA2 4 44) und 
b= B—Y(B? +40), daher wird aus (N) 


000 __1 VCa-ydItY-1.V@rz-D ıc. 
(I... y= 75 — 


‘ 


— 208 — 


Dieſes Integral wird noch unter andern verſchiedenen For⸗ 
men bargeftellt. (Vergl. Mayer's oben cit. Lehrbegr. Th. II. 
8.79...) 


Für y=1 ober dy = hat man 


TerBcH 
.(R)..y= Aß+x+ Yl@+2Px+x) +C. 


Denn x=z—ß, daher dy = gefegt, und 


— — 
Y@+e-—Pß) 
hievon das Integral nadı 6. 158. nr. 48 oder nr. 49. (je nach⸗ 
bem «> oder <A?) gefucht, hat man CR) buch Subkirntien 
bed Werthes von z=x+Bß. 

Aber fir y= —ı ift 
(8)4- 


= arc.sin—— = arc. os — 


f dx _ —B_ 
Vla-+Bx—x?) * —2 
Denn x24 geſetzt, iſt das Differenzial 


vu 5 


| V er 
deffen Integral nach $. 158. nr. 46. = arc. sin TEL B5' 


weil dag bortige a? jetzt = &-+P?, daher a Y(«+ß% ft; — 
Sept man aber x = B—z; fo hat man nach nr. 47. (ebend.) 

—dz 2. . 

J TarB a TE 8 Trug woraus durch Subſtit. 


für z. die angegebenen Integrale folgen. 
Das erſte ganze Integral ift | 

c — arc.sin — =C—}r-+ arc. cos u: +33) 

allgemein: arc. cos = 00° — arc. sin« ober 


umgefehrt: arc.sin« = 90° — arc. cos æ iſt. Für bad zweite 
Integral ift die Konftante = ber vorigen C— ir. 


dx 

EICH 207 
fubftituire man ftatt x, dx und Y(«-+-Bx -Fyx?) die in dems 
felben Zuf.5. unter (9), (5), (6) in n gegebenen Ausdruͤcke; fo 
bat man du 


‚indem 


zu integriren, 


— 409 — | 
| Hievon ift mach 6.152. ur. 14. das Integral 
_ofr. .‚Nbzuva 
As 
Setzt man flatt ab den Werth Aay, wodurch av ober 
1 1 

va EV, Wi, ud ſtatt u ben vben unten (4) eute 
widelten Werth; fo befommt man durch Reduktion 


a _ 1 „Vbvra+2r) — verlb+2X 

a A Va vbya+YdI +yVarcb+272) 

Renner und Zähler dieſes Bruches mit dem Zahler multi⸗ 
plizirt, und für a und b ihre Werthe ſubſtituirt, erhaͤlt man 


_ 1 ,2«trBx—2yayla-+Bx-+Yx”) 

(Ws... N en —- ey) +C | 
_1 ,„—2—Pxt+2VYyay(a+ Bx-+ya?) 
.n Yu. xy (®—4ay) 0. 


Da man endlich den Logar. von I Y(B?-—- Ay) wieder 
mit in die Konftante C oder CO’ einrechnen kam; fo hat 
man au | . | 
54, herr — Lo 


1 ———— 
Va x 


Gilt —a, baher nun * = Tara und brüdt man in 
GI vVbyla+2yx) burh YCab+2byx) aus; fubitituirt dann 
wegen — a nun —Aay flatt ab, wodurch 3.8. Ylab+2yx-bI- 
= Ylabyx— 4a) = VↄæyVC(bx — 2&) wird; fo hat man (durch 
Weglaſſung des gemeinfchaftlichen Faktors Y2y) flatt (x) 

__41 V(hbx— 22) —y(ax—2«) 

IT Yay-ı Yıb—2za) + v(ax—20) 
_t _1 ‚„v@«—be)Jy-ı—vlex— 20). 
Ye’ Y-ı, VYRe—bx)y-ıry(ax—20) 


Sept man nun B= VGQæ — bx) und C= ylax—2=), unb 
vergleicht diefed mit S.148. Zuf- 2. (9; fo erhellt, daß 


_ 1, B”’—cC* 4 qu — (a-+b)x 
y = yo = Ya ec. 008 — 


ſey. In dieſem Ausdrucke die Werthe von a und b, nänlidy 
nun wegen — a, 34VGVAay) und BB? +Aay) ſub- 
flituirt, findet mar - 

—Ax 


arc. cos ——— +C. 


1 
RT“ SV ham) 
Run ift aber arc.cos® eben dad, was 00’ — arc.sin®, 
folglich iſt auch . , 
JS zent ro 


d. i. wenn man * 90 mis zur Konſtante nimmt, 


j __ | _ 20 Bx 
y= ve an FO 

og _ 1 Bx—2u 
oder u y= Pi sin IV LE + 


64. Sey dy=dıx Vla+Bx+yx) zu integriren. 
Die eingefchloffene Größe =z gefekt, Me nach ber Bernd 
(c) im Zuf. a. dieſes dagraphes I n= 
JE = _ 2E+MVr _ — alſe 


jdxvs = _ (62x)V — —* JE,» 


a 
füxyiatktı) =° ——— 
Ea⸗a BA —— 
9 "y Grete 
wo das ee integral aus nr. 62. befannt ift. 


+C, 


xdx 
“80 4 = VorBt% 
Nach Formel (b) deſſelben Zuf. 4. dieſes Paragraphes ‚findet: 
man anf gleiche u wie vorhin, 


Zy (s+FBxtyx”)- — 


zu integriren. 


xdx 


—— af, TH Ach re 


— 41 — 


Iſt allgemein — — oder ——— integriren, 
| v (@+Bx-+Yx”) 2 
fo läßt fich leicht zeigen, daß folde Integrale, welche ganze 
Zahl auch m fey, immer auf die vorigen gebracht werden koͤn⸗ 
nen. Denn entwidelt man aus ber Formel (IT) nr.61. im Zuf.s. 
dieſes Paragraphes, wo y=Sx”zFdx if, bad Integral 
Sx"tzPdx des letzten Gliedes, nämlich . 

mp __ _  XMzP (n+-p+1)B , m 
Jx *dx⸗ y —— fa": e’ dx 


are ir 


und ſubſtitnirt 4 hatt p, wodurch 2 = * wird; ſo hat 
man fuͤr unſern Fall 


ad _ ymyz _ @m+n)B xmdx ma —— 
= (mtıy Amti)Y — 


Wie man hier ein Integral auf 2 andere Integrale, im 
welchen die Potenzen von x um einen und um 2 Grade niedris 
ger find, rebucirt erblidt; fo Tann man auf a Weiſe 


77 auf dx und au uf 


Lurhehringen wenn man in der vorigen Kormit m flatt m—ı 
ſetzt. Durch tortgefete Reduktion werben ſonach Integrale wie 


IT — oder IT T endlich auf die und befamnten [7 xdx 
ober pi * Ge 











0% 
Integrale in Beziehung auf frigonometrifche Funktionen. 


$. 160. Folgende einfache Integralformeln, die wir unter 
nr: 66. zufammenfaflen wollen, und welchen nur noch .C beizu⸗ 
fügen ift, find aus ben Differenzialformeln -ber SS. 133 und 
139 flar: 


66. (a) - ap. cme= ing. (b). FAQ in = em. 
(c) .. — — (h ·. Sag = at . 





(e).. u zp. c = c0s0C9. 


(g).. LdP. cot =Asin® (5. 159. Bu. hr. cr). 


ch).. Sd® wg p=—Ammp=iiz=iscQ. 


G).. = FAtang = — 4Xcot® (ebend.C5) )), | 
oder [IP = Atang 40. 





sın ® 
OB = Atang (45°49) = — Atang (45° 19) 
, 3 (ebend. (9) C10)). . 
.d.f[y = wesinx=—ar.coox ($. 158 
vi xy Zuſ. 3.) 
n.. Ta = at. tangx = — arc.cotx. 
9. > aro. sec X 22 — Arc. cosec. x. Eben fo: 
adx 


x a 
= 8rc. 80C — = 8arc., cos --. 
a x 


0. Sen 
Sept man np flatt 9, fo iR nad) $. 147. Zuſ. 1. 
(p).. rar wenns eben — Au man 


27 7 eat tangu und. = zero. 
@.. AQ.cosn___ 1 pe. fpennd__ 1 


sinn? n.sinn® 


Zuſatz ı. Wan kann fih obiger Formeln, z. 8. ch) und 
(m), zur Auffindung einer Reihe bedienen, mittelſt welcher ein 
Kreiöbogen aus feinem Sinus oder Eofinus, oder feiner Tans 
gente berechnet wird. 


Weil nämlich nah Newt on's Binomialformel 


u == =1+4°’+ ——— > 


2a x. alſo 


1 
rc⸗5 


dx 
7555 dx (1 41x xö. .) und 


m 43 — 





Ic = x+ + +2 +... if; fo hat man, 
ſtatt x entweber sin« oder cosa gefeht, vermäge CI) 
sin æ* 3sin CH 5.5 sin a’ 5.5.7sin a 
2.3 245 . 2.467. ° 2.4.6.8.9 
+ 5.5.7.9sin a’! 
2.4.6.8.10.11 
cosad  3.c0sa® 
2.45. +. 


Zür x oder cos2=0 wird * Reihe =0, d. i. C—a=0 
oder C= x, woraus folgt, baß, weil cosa für «a =00°= jr 
Cim Halbm. ausgedrädt) = 0 if, auch C= Ar ſeyn muͤſſe. 

Weil z.B. sin 300 = = 4 dar den Halbm. =ı) iſt, 

. _ Ä 3.5 
hat man: arc.0°= 4-7 PERS + A⸗ * PETE Me 
Die Summe von 7 Gliebern diefer Reihe gibt den rectifizirteg 
Bogen von 30° = 0,52359878..., und diefe Zahl mit 3 oder 
6 multipliziert, findet man Zw ober # (d i. arc. 90° oder arc. 180° 
in Theilen des Halbm. = 1) um fo genauer, je näher jene Zahl 
felbft berechnet iſt. (Vergl. auch $. 159. Zuf.2. am Ende). 


Weil ferner eben fo 1 1 = oder (1 FR) = 1— x 
+x!—x’+— ... folglich 
[ erdtonten J=x—-jx+2—+.. 
ift, fo hat man, wie vorhin, | 
D «=tanga — Htanga® + Jtang a — *. .. 

tang a (1—- Itang aꝰ + }tanga' — +.. 

3.8. für à 450 iR tung a=ı (8.7. Zuſ. 1.), af ara 
=1—}4+t}— + tr3—+.- 

Leibniz, welcher diefe Reihe muerſt (in „Act. Erud, Lips.“ 
Kebr. 1682) befannt machte, wirb von Käftner cin „Anal. des 
Unendl.“ ©. 225.) gegen Euler’d Einwendung (in „Comm. 
Ac. Petrop.“ T.IX. p.226), daß man nämlich zur Berech⸗ 
nung der Zahl für die Peripherie = zw) bie auf 100 Decimals 





9 e ina + — 





Oder Ca = cosa + 








Fa a — 
ſteilen 10% Glieder jener Reihe zufammen nehmen müßte, — 
in Schutz genommen, weil Leibniz die Reihe ſelbſt nicht 
eigentlich zum Behufe jener genauen Berechnung befannt ges 
macht habe. Judeſſen erhält man ſchon eine viel Tonvergentere 
Reihe, wenn man == 50° nimmt, indem dann unge - 505 





=}: J— *VX. folglich 
1 1 
wweletzamgstn) 
1 1 | 
=ws(ı- 2 tet) 
@ine noch Honbergentere Reihe findet man, indem man 
‚tang« +tang 4 


atB= =us° feßt, woburd, tang (+) =1= 7... gz.taugß 


($. 19. nr.86.), fdlhlih 1—tanga.tangd = tanga+tangß, 
und hieraus 


— 1—tang« & 
ug?p= 1-lauga 


Man erhält denmach durch Subftitution in 2) 


1 1 1 1 n 
| = t73" 754 t.: 
5 446b 3 I* er or * 
7 5 J 7. * st 
Diefe zur Mectifitation der Kreislinie dienliche Reihe wurde 
zuerfi von Euler (in „Introd. in Anal. Inf.“ L. 1. $. 142.), 
dann auch von Käftner gınd Lacroix angeführt. Gräfon, 
ber lieherfeger des Werkes bes Lettern („Lehrbegr. des Differ. 
und Integr.Calculs“) führt in einer Anmerkung bie fchon in 
feiner „Pinakothek“ befannt gemadjte Reihe: 


== + wird, wenn tang« = + ifl. 


.q3 25 27 2? + 
. | 10 310 "Si 710 


1 1 1 
297 3.239 5.259° + 


an, welche ſchon nach Klügel’d Behauptung (Archiv der Mas 
then. 9: Heft) unfere vorige, nur bequemer ausgedruͤckte For⸗ 


v„=48J- 


— 46. — 


mel iſt, nach welcher wahrſcheinlich Machin den Kreisumfang 
ober 2 big auf 100 Decimalſtellen berechnete. (Vol. Geom. 
8.140. Anmerf. 1.). 

Zufab 2. Um umgekehrt eine trigonometrifche Funktion, 
3.8. sin æ, cos æ, tanga,... durch eine unendliche Reihe ber 
Potenzen des Winkels oder Bogens x felbit auszudruͤcken, nehme 
man an, baß in den Formeln I. und II. des 6.24. der Bogen 
ce unendlich Fein, Folglich sina mit & zufammenfallend und das, 
her cos æ ‚oder jede Potenz von cosa=ı ſey; daß ferner n 
eine unendlich große Zahl feg, folglich na nod) aid endlicher 
Bogen betrachtet werben Fnne, Diefen Bogen na = w gefebt, 


hat man sina=a— Y, folglich nach I. 
&@w 0 wS wi 
ein w———75* —— arte 


indem nämlich, n=1 ober o—l=o=n— _2en-3.. iſt. 
Setzt man daher ſtatt w wieder den Bogen & in die Gleichung 
ſo iſt 


æ 0° a’ a? 
Dt azsas in. Bring tr 

und eben fo 
Yen =1-— a Haas a Yana* » 
Isa. 12 12354 12.60 12.8 *— 


Wegen tanga = — = erhält man durch Divifien der Meihe 
1) durch 2) 


2a° 17.0: » 62.08 
3) tang a a +7 + 1.3.5 * 1.3.5.7.3 + 1.3.5.7.9.5 
— cos æ 
und hieraus wegen cot æ = lange g« sus 
1 & a® 20° e 


135 1353 15.7235 15.05 


Die in diefen beiden Zufäten gegebenen Formeln bilden 
wefentlidy die Löfung ber Hauptaufgabe der Eyflometrie 
(vergl. $.3. Zuf. 2.). 


*) Bergl. Euler! „Introd. in An. Infin.“ T. I. 9. 234. oder die 
- vortseffliche Ueberſetzung diefes Werkes von Micheifen. J. Th. 
(Berlin 1788). 


— Mb — 
8. 161. Zortfegung. 
62. Sey dy dsin . cos ꝙ zu integriren. 
Nach $. 160. (a) (b) und Zuf.ı. hat man 
1) d.sin@f.cosp’ — udPsin PR! . cos pH! 
— sdpsin TI, cos”. 
Sept man erftens flatt cos@”t! die gleiche Größe 
cos ꝙ. cos 9? = cos P’"T(ı— sin 9; fo hat man 
d. sin PF. cos g” = adPsin PITT. cos pr! 
— (+9 )dP. sin Pt!.cos @—, 
und hieraus 


(I) fdpsin get! . cos = =— a sin cos X u" 


S 10. sin FI, cos I. 
Setzt man zweitens in 1) flatt sin die gleiche 
Größe sin , sin 9? = sin FT" (1 — 008 9°); fo finde 
man auf ähnliche Weiſe 
(ID /dpain en. cos pt! — * sin cos 9 


— 1 — 
o. ‚sin cos IT, 
In (D nun a$1=m und „—ı1=n geſetzt, iſt 
—— — a— sin Pm—1,cos Onti 
| 2) y oder Sd®.sin® | an — 
uf do sin @*""*.cos 9", 
| In (m eben ff a-1=m un sti=n'gefegt, if 
sin Qam+ ‚cos On-i 1 | 
m+n m-+n 
Sedgt man nun in 2) m—2 flatt m und in 3) n—2 flatt 
nz fo bringt man auf ähnliche Weife die Integrale der zweis 
' ten Seite jener Gleichungen auf Sd®. sin g*—*.cosp" und 
SdPsin@".cosp""; u.f.w. Woraus erhellt, daß das vor; 


gegebene Integral entweber auf Sd®cos @" ober SdYPsin@”, 
’ oder 











5Y* 


. sin 9". cos @"* 





Ä - mM — 
der auf SdPsin P*.cosP ober 5a sin®. sog gebracht 
werden Fönne. | 
Die letzteren Integrale aber findet man ſogleich, indem 
man in 2) m=ı ſetzt. Weil nun das letzte Glied verſchwin⸗ 
det; ſo iſt 
Sdp.sin Pc = — -— 
eben fo and 3), n==1 gefekt, in 
d. cos ꝙ ain = or sin g""C. 
Allein die erfleren Integrale bringt man durch fortgefeßte 
Reduktion zulegt auf 
SP =O+FO oder SAP. cp sin 40, oder 
Sd9sin$®=—cos® +C ($. 160.). 
Denn für m==0.if aus 5) 





: cp" +-C; 





4) [dP. cos M: mit ı -— fdQ.cos 9° 
uund für n= 0 ift au 2) \ 
cos®. singeTt, m—t \ 


| 5) /dQ®.sinp” —— * Sp. sing" *, 


: Dann in 4) n==2 flatt n und in 5) m—2 flatt m geſest, 
bringt man eben fo dꝙ. cos auf d. cos , und 
SdP . sin P"* auf Sd®.sin@”"*; u. ſ. w., alſo obige Inte⸗ 
grale endlich auf die vorhin angegebenen. 
Fuͤhrt man die gezeigte Rechnung durch; fo findet man all 
gemein: 
(UI) /Sd9.in — — °08 @ (sin 9" + Asing"" 
| +B.5in "JH MP-+C; 
(IV) f do cs" = — sin ® (cos "+ A’cos p" 
Ä +B.co +...) + MP+C. 


m-1.m-3 m-3 
3 ID RA= I; Bein =; 
m-1. m-3. m-5_ nn 1 
m-2.m-3. m6 m6 m.m-2.M-Ie2 


Dr. Schon's Lehrbegriff der Höhern Mathemati: 27 


= B; u.f.w. M= 


* gleiche Weiſe hat man A’, B', ... indem man flait nm 
feßt n. Uebrigens wirb bei Anwendung diefer Reihen jede 
Reihe fo weit fortgefegt, bie man auf das Glied Fommt, im 


welchem sin®, cos ® die Heinften + Erponenten erhalten. Sind 


m, n ungerade Zahlen, fo fallen MP, M’® weg. 
Beifpiel. Für m==6 wird in (III) ſchon sin@""=sinQ, 
Daber 
Sep. ‚sin = —50sQ sin np + Scing +° > sin ?) +2; 0 
Faͤr m- * wo Mo, hätte man ebigie die Coefficien⸗ 

sen A, B,. . zu berechnen. 
. Zufap 1. Nach $. 18. ur. 71. iſt 

dO. cos mᷣ · cosnP = F/dP.cos(m+n)P+4S dpcosum-n) OP, 
und nach $. 161. (pP) u. 
[d®. co(mn)P =— m sincmtn)P, mb Sd®.cos(m-n)P 


= = sin(m-n)®. 





- Mit Hälfe diefer Formeln kann man die Differenziale, in wel 
«hen Produkte and Potenzen ded Sinus und Eofinus vorkom⸗ 
men, ebenfalls integriren, indem fich nach den Formeln S. 24. 
Zuſ. 4. biefe Potenzen durch endliche Reihen trigonometriſcher 
Funktionen vielfacher Winkel oder Bogen ausdruͤcken laffen. 
Weil z. B. 

cos ꝙ* = 4cos® 4Icos 30 und sin 9? =4- Icos 20, daher 
cos ꝙ*. sin = a A Sk Zee cos 20. cos ® 

ſo hat man — 4005 30. cos 20 if; 

Sd9.c0os9*’. sin 9? =4/dPcos® + 4sdPcossQ. 

— 4/49 008 29.cos® — 4 /dP. cos 30. cos 20, 
welche Integrale denn nach dem vorhin Erörterten leicht gefun⸗ 
Den werden. So iſt 5.38. firm=s md n=2 

SW. co5P. cs =}. —* 50 + 3sin® +C (vergl. 
M. Hirſch's V. Integr.taf.). 
Zufas 2. Für —n hat man nach 3) 
[2 ‚np _ 1 sin sin gan _a+1 year? 


| cos per . 





U 2 


cos — m-n coo@mı m-n 


‘ 


. — 00 — 


Hierin ſtatt n gefeßt n—2, iſt 
d9.singm 1 singun nm-1 dp sin p= 
or  aar " gos pa mnsaS cos Qu 
Hierans das letzte Integral entwidelt, folgt 
„dPsin pa _ 1 singen mon? „SP.eing® 
Sg Far gi na San 
Da in dem letzten Integrale bie Potenz von cos ® um 
2 Grade niedriger, ald im vorgegebenen, ift; fo erhellt wieber, 
Haß dieſes Integral durch allmählige Reduktion zuletzt auf 


Pa 


Bi une gebracht werbe. 


Zur Auffindung aber dieſes letzten Integrals iſt für n=— 


nd 2) 


ya ‚singm _ sin am +  g2Q; ein 7 ‚sin pm 


co cos ® | 

Aus letzterm Integral ae, daß das vorgegebene endlich 

auf IE? = fdQ.tungQ = Arco Q (5.100. 9) zw 
eüdtgefährt Werbe, 


Zuſatz 5. Sept man eben in obigem 2 2) —ni ftatt m und. 
daun m—2 flatt m; fo findet man 
"„d®.cosQ% 1 cos Qu n-mt2 d®. cos pn 
ae nn ml 


m—ı "singa-ı m-—ı7 singm- 





worauf erfantıt wirb, daß das vorgegebene Integral endlich ents 


weber auf Sd®.cosP", das aus (IV) bekannt ift, ober auf 
f. 49. gebracht werde, das man fo findet: 
Man feße in 3) —1 ftatt m; fo iſt 
dpoosge _ cos a d® . cos 99? 
J sin® a Ber v2 ind 
welche Formel zeigt, Ba man zuleßt entweber auf I Im 


= Atang 10 +-C, oder auf 1355 = [d49. cot ꝙ 


= Asin® +C ($.160. (g) und G)) komme. 








273 


= 


— 420 — 
Zuſatz a. Setzt man in den Zormeln des vorigen Zuſa⸗ 


tzes 31n03 ſo iſt 





——— do cos® +2 m- 2 4. 
sin pm om sin ga-ı sin pm 2" 
Fuͤr m=ıit [ a ohnebieß befannt. Und in ber Formel 
bes vorigen Zufages 2 m==0 gefeßt, je 
do _ sin ® + 1-2 do _ 
JS cos Qu — (n- 1) cos u-æi cos pa" 
Auf gleiche Weife, wenn man in den Bord der vorigen 
Zufäge einmal m, dann n mit — nimmt, findet man 
dp — 1 2u do 
ſ —(n-1)singa-1.cosQa- n-1. — Singn.cog cospn-a 
1 m-+n-2 49 — 


Terug m-1  sinpm-2.co ar 
Da® vorgegebene Se wird alſo zuletzt auf [pi 


oder = — 








m” 

AtangjP, oder ulm = Atang (45° 40), oder auf \ 
dd — 2dp 
IR. cos® 3, 8 2 ar. 146) * Sin 20. 


Atang® ($.139. Zuf.2. (3)) gebradht. 


Zufas 5. Die obigen Integrale, 3.8. /d®.siup”, laſſen 
fih noch auf eine andere Art finden. Weil nämlih dQ = 
d.sin® _ sinp=. d. sin® 


— daher auch doO. sin ꝙ —* — iſt; ſo 
bat man, indem sin O Xx, demnach cos = ylı—x?) gejegt 
- wird, zadx a 
Sd®. sin gr = [| — 7a’ = C—x a—xHyt 


+ - m-i * x"? -xHldx 
yermöge $. 159. Form. (IV), in weider x z = a+bx” ift, indem 
man nun a=ı1; b=—1;n=2; p=— + und flatt m— 1 
fegt m, fo baß dad m der Formel nun m+ı wird. Der 
Kürze wegen G1—-x9? oder va—d9= z ‚gelebt, ift 


— 242* Aſ .2. dx. 





| — a — Ä 
Eben fo, indem man p=3 und flat m—ı feht m—2, 
wodurch dad m ber Formel = m—ı1 und a— xy = 


va = = 2° erhalten wird, ift 


Sr. — pt + fx" —"zsdx; 
3. fx" '28. gen —— dx; 


4./x ri Tg 7 - — Ar .dx: 


u ſ. w. 
Daher ſpeziell für m=ı nad 1. 
Se =C-—-z. Für m=3 
x’dx' R . , 
Ta — — _—=C—x —R , d«=(—x z—47°(nadı 2). 
Auf gleiche Weiſe werden entwickelt: 31 
v5 de - und 
x’dx 6.4 6.4.2 
ya va” 0 rs 1 2 Tee Tri 
w.. 


Seht man cooP=y, demnach sin = va-y; fo iſt 
—— — _ 
do va-y5 ($. I Su. 1.), daher dad Integral 
do cap" = — [——— — — 5 vom entgegengefegten Werthe 
des Integrald SdYpsin @”. ehe ift jeboch zu .bemerfen, Daß, 


weil nad 5.138. Zuf.5. — f — = + arc.cosy iſt, 


in beiden Integralen dad Glied, welches den Bogen 9 enthält, 





"+ behalte. 
Zufaß 6. Auf ähnliche Teile fann man f- F — 
= Atang 39) auch u JS-— m ausdruͤcen. Denn 


xy TE Fi d9.c0sQ 
u _ Fe ® cos 
x=sin® gefeht, iſt a5 sin®.cos® sin®.cos® 


($. 138.) = 2 . Daher denn auch 








sin® ze 


-m- 

dx 
S xıyüu—x’) 
Es ift ‘aber in nr. 59. (6.159. Zuf. 5) a=mı5, b=ı ut. 

V(I) = 2 gefegt, allgemein: 
dx _Cc_ 1 2 m—2 dx 

⸗ xay(ııi—z?) m—ı " za ! m—ı /xm-,n’ 

daher für m=3 


= C+ AtangiP®. 


2: el; I ı) =: st war — 


Und für m=5 ober m=7 Runde . eb ſo: 


dx - 
/ zyu—r?) =0- amt v5 VE 
2 1.3 z 1.3 1 
0-1. 5*5 tan 9; 
dx ı 2 15 2 155 z 
Smas I Er 36x 246 at ——RB 
u u. f£ w 
Daher nım fpeziell: 
I = C—:iz. 
ya?) ” 
dx 1 2 1 3 
va "73° 775% | 
(— -c-1.2-M2_ 48 
xtyu—x?) Br 37* 
u. f. w 
8. 162. Fortfegung. - 
68 Sıydy = GTb.ceosp iu integriren. 


Seßt man x = a-+-b.cos®, daher dx= — b. doSin 0; 
— ?_—2 2° 
cos ® == =; cos? = etz, VCi - coe ) = 


2__n3 _y 
voten, fo hat man 


N | —— 425 — 
dx . dx 
h.sin® oo 57 (662— ‚a? + 2ax — — 3 ; folglich 
dd 
= - [cr (a+bcosP on / xay Fon +6. 


Hieraus erhellt, daß die Integrale von dieſer Form nad} 
den fchon oben im $.159. Zuf. 3. nr. 61. und nr. 62. angeführs 
ten Formeln gefunden‘ werben. ' 


. Zufapß. Spezielle Fälle: 
1 d 
1) Für n=1 und a=b "ar = Sage” — 


Y=— 


4 1-+cos9 
- I 6.15. 0.85.) = Ztangip-+ € 6.100.0) 
2) Für n=1 und b?>a? hat man, für x feinen Werth gefebt, 


—/[ — — 
— —— 
indem man naͤmlich @—b= to; 2a ⸗ ß und —ı=Y 
macht. Daher denn nach der im $. 159. Zuf. 3. unter nr.65. 
(0) angeführten Formel, indem man obige Werthe und 
den für x=a--b.cosp ſubſtituirt und reducirt, 


1 266 a cos ) 42 (b?-a?) v (b’-b (b?-b? 20039?) 

— arb.cosp 
".__1_ı -2b(b-F-acosg) +2by (b?-a?)y (1-cosg”) 
y (b?-a?) a+b.cosp " 


Nimmt man den Logarithmus bed gemeinfchaftlichen Fak⸗ 
tord 2b mit zur Konftante, und feßt sin @ flatt Y(1—cosQP?); 
fo iſt _ 1 —(b--a cos®) +sin®y (b’—a?) 

J-7 ve) a-+-b.cos® 

+1 _ a4b. cos 
= TE Tora cosP) +sin@y (b’—a?) 
gahler und Nenner des letzten Bruches mit ba cos 
+ sin @ VGA a) multiplizirt und den neuen Nenner 
— (a + bcos P)? gegen den Faltor.a+ b cos ꝙ des Zaͤhlers 
reduzirt, hat man auch: 
—— 4 b +a.0080+ sin® -+- Y’(b?—a”) 
* I | a+b.cos® 








— 11 — 


‚Well man endlich letztere Bröße als mit —ı multiplizirt 
betrachten und ben Logarithmus dieſes Faktors wit in die Kon⸗ 
- ftante rn kann; fo iſt 


1 b-a. ceos O4 sin OV 2) 
I er coP Yb’-a%)' a+b.cos® 


5) für n=ı, aber <a, folgli b — a? = — a ober 
+2=a?—b? hat mar nad) der im $. 159. Zuf.5. unter Nr. 63. 


für den 50 ee — a gilt, entwidelten Formel y= = * 


arc. cos. — — * * 5 nun durch Subſtitution, wie vorhin, 
und wegen — / 
_ 1 b-acos® 
vn ——— 


Man kann aber auch, ben letzten Bruch mit k bezeichnend, 
ftatt arc. cos k fegen 190°— arc. cosk, daher auch arc. cos k 
— 150° flatt — arc. cos —k. Rechnet man mın den fih auf 
180° oder = bezichenden unegraltheit mit zu C, fo iſt auch 

_ dp b-++-acos® 
JH cosP ZZ 55 arc· cos occõ a-+bcos® +6 

S. 163. Fortfegung. 

69. Seydy=Xdx.arc.sin x, oder dy=Xdx.arc, cosx 
zu integriren, wo X eine algebraifche Funktion von 
x if. Zu 

Weil d. Z.arc. sin 1 x—dZare. siaxt 7, — S 
Nr. 66. (D), oderdZ=arc.sinx=d.Z. arc. sin x — 

y(1—x?) 
(vergl. S.152. Bem. zu nr. 17.)5 fo hat man, indem d BEE 
ober 7 = /[Xdx gefegt wird, welches Integral aus einer der 


früheren Formeln befannt ift, 
Zdx _ 


1) y=/[Xdxarcsinx=Z.aresinx—[— 7 Go 
Eben fo findet man 
Zdx 


2) [Xdx. arc. cos x Z. are. —W — 
vu —x 
1, ) 


zn Um 


5) [Xdx. arc. tang x = 2. arc. tang. x — 


Be 


5 


— IB — 

Kann in diefen Fermeln das letzte Integral gefunden wer⸗ 
den; fo iſt auch das geſuchte Integral bekannt. Einzeine Fälle 
gibt M. Hirſch ©. 289 feiner Integr. Taf. ' 

$- 164. ‚Fortfegung. 

20. Sey ay= * do. sin 9 ober dy= * @ co ꝙ 
du integriren. 

Sept man, wie vorhin, d® sinp'= dZ vr 2 =f d® sin® 
= — 089 (5.1695 fo Bat män auf gleiche Weifer\ ie im 
vorigen $.. 

a / = ZZ ap, und in Beichung 
auf das lebte Integral burd ein. Ähnliches Rebaltionduerfahten 
indem man J d®.cos® = siin® = Z feßt, “ ' 

2) Sg" IPcad = HA m—n Z SE" dP, 
baher durch Subflitution dieſes Werthes in 1) und der Werthe 
für Z und Z das. gefachte Integral: 


5) y oder [P"dQ.sin® = — 2. eos 4 Ds sin 0 


 an-1. [PT dp. sinQ. 


Da man auf gleiche Art _ 

a/[P"dp.cop=Q" in DH n. je“ 
dP. eos ® findet; fo erhellt, daß ſich dieſe Integrafe endlich 
wi [Pdp.coe® = sinp, oder auf [PP do. sin: ® @=— 0089) 
oder anf / ꝙ dp. sinp= = —(.cos® + sin® ad 31) bringen 
laſſen. 

$. 165. Fortſetzung 

71. Sey dy erꝰ dꝙ.sain ʒu integriren, 

Setzt man wieder nadı der Formel [YdX = xY —f xdaY 
bier e""dP = dX oder X = * (8.136. nr. 6) md Y=sın @, 
folglich dY = n.sin@""” d. sin np = — n. sing". dQ.cos ® 3 ſo 
hat man 

a)y= an —Z- —f dpem?. sing” ".cosQ; und durch 
ähnliche Reduktion, indem’ man wieder dX = e”? dp, aber 
Y= sin@"”.cosQ, demnach aY=(m-1)co0sP. ing”. dpcos® 
-do ain Q. sin macht, wirb 


⸗ 


— 46 — 
y füge”? ing, 008@ = — c0s® 
| veao [((n-1) ain 9". cos ?-ainQ*]. 
HDiterin 1—sin@? flatt cos? gefeht, wird das letzte Slieb 
_._2-1,.mP9 - „nos, B-1,m9 on 1 mp . „m 
=- —fe sin® +—fe d®sin® + d®sin®. 
El nt Se? Reine. 
_ Ouhliitniet man den ganzen Werth ans b) 8 0); fo if 
| emp ain - nem? sin Pr—ı.cosQ 
IJ=- ur" V — — 
Se in Ey 
Daher y+ — oder 2 = der vorigen Groͤße, d. i. 
¶ y oder / —RE— —— S— = 
+ Se dp ing" *. 


Dich fertgefegte Redaltion (wie für b)) körkmt man alfe, 
wenn n = einer ganzen Zahl, zulekt auf fer?d® sin® = 
un (vermöge berfelben Bormel). 





Zuſatz. Ban entwidelt auf gleiche Weiſe: 
np n _ e=PcosPr-1(m.cos®-4-n sin ®) 
Ser. = a 
| az ri fe"? 49. cos 
. Bermöge diefer Formel ik für n = 0 wieber 


ra=, und fir n = 1 ift 


mp _ ems(moosQ®+ sin®) 
ſe do.cos ꝙ = nn 1 


m. A2. — 


Bemerkung. 
Die Methode, ben Werth eines Jutegrals innen 
halb. Srenzen su fuchen, beruht auf folgenden Momenten: 


Man findet ein Integral Innerhalb deſtimmter Werthe der 
veränderlichen Größe, wenn man z. B. für (Xdx (wo X eine . 
beliebige Funktion von x) die Konftante fo beftimmt, daß das 
Integral für x = a den Werth A, für x= b den Werth B 
erhält. B—A heißt denn der Werth des Integrald wnx=a 

bis x = b, oder B-A if der Werth) des Jutegrals Iwuerhalb 

der dem x gegebenen Werthe b, a. Wird daher das Integraf 
fp befiimmt, daß für x =a= 9 auch das Integral o wird, 
alfp A=0 ift; fe brädt, b für x gefeht, B ben Werth des 
Integrals von x=o bie x= b and. 


Man ſetze ferner, Xdx fey auf W+ [Ver (wo Wunk 
V wieder Funktionen von x find) gebracht, und Weverſchwinde 
von xS0 bis x=b; fo if (Xdx innerhalb diefer Grenzen 


nur = [VWdx. 1dx 
xm— 
es fey 4.8. X= — en) 5 oder /Xdx Sl 5 
Da das bier zu integrirende Differenzial unter der Formel 
Ar.55. de 5.159. enthalten ift, weis man in diefer ftatt a, b, pn 
resp. feßt b?, —1, —4, 2; fo hat man nach der bortigen 
Formel (V) m. ver (m- (m -2)b? xm-5 dx 
ND y eder /xXdx =— —— — * EN 
Hiervon ift das erfte Sie = =W fürx=o N oh, als 
für x = b gleich 0, daher druͤckt das legte Glied — [V.dx 
den Werth unferes gefuchten Integral von x — o bid x = b 
aus, Weiter katt m gefetzt m-+2, hat man anf ähnliche Wet 
xmat dx mb? xu—ı dx 
von 
2) yöber [V.dx ober [an — * = nl sw * 
XSoOo bis x=b. 


Fuͤr ein achere gau⸗ iſt 
[Te Pe — = arc. sin E 6. 158. ur. 46), und dieſes 


Integral Yoked für x = o ebenfalld o, aber fuͤr x = b geht es 
in arc. sin 1 = 90° = jr über, d. i. vonx=0 biö x=b 


% 
\ 


Ra — = ie 


= 


| Ve in)” 5.5.7.. EN 


— Mi — | 
m. Weit das Integral [Fer _ ar = VE) +C fir 
x=0 verſchwindet, und er die Konflante = b, alfo das 
volftändige Integral = b— Y(b?—x?) wird; fo hat man für 
x b den Werth jenes Integrals = b. 


Für m= = A in 2) iR in biefem zufaumengefeßten Falle 
dx 
Sf a = = 3b’ J Zr Ve = 4b”. ir (nad) 3)). 


gar n=2 iR 
" d 
er V Zr = = TR =, = = #b* (nad) a)); eben fo: 
%d 2d 
IY vo ib) Geyer 24 — nach 5)), und 
pr >dx 2.4 
Io $b So” 55 b°. 
u. ſ. w. 


Alfo it für x = o bis x b allgemein: 
x®".dx _1.3.5...(2r—1) 
STR" 220... 2 be. dr, und 


art 
xwıdx _2.4.0.. pe . est $. 159 —* 2) 


d. 
Integrale in ‘Beziehung auf Differenzialgleichungen bes erſten 
Grades von der Form Pdx + Qdy= 0. 
5. 166. Erörterung. 

Sey U eine au x und y zufammengefebte Bunfrio, ſo 
dag JU —= Pdx + Qdy wird, und entweder eine der Größen 
P,Q oder beide Größen Funktionen von x und y zugleich find; 
fo ift offenbar, daß, wenn U = einer Konftanten C, demnad) 
ah dU = o wird, bie Differenzialgleihung Pdx-+Qdy = 0 
entitehe, folglich auch umgelehrt von Pdx +Qdy = o bie In⸗ 
tegralgleichung fey U = C. 

8,167. Fortfegung. ' 
Die Bebingungsgleihung, daß dU = Pdx -+ Qdy 


- ein wirkliches Differenzial einer Funktion U von zwei Bariabien 


x, yfey, ifl 


dP_ dQ 
dy dx 


dp 


Jeder diefer Ausdruͤcke 3.8. * bedeutet den Differenzial⸗ 


quotienten, ben man erhaͤlt, wenn P bloß nach y (y nur als 
variabel betrachtet) differenziirt wird. Deun eine Funktion U 
von x und y fanıt man durch die Reihe: 


U = Axuyn + Bxpya + Carye +... darſtellen, daher 
« dU = (Amy®x®>* 4 Bpyix?-Cry'x” +...) dx 
.. 0 Anzayımı dr Bgarys 4 CoxtyY +...) dy. 


kLaͤßt man Pdx das erſte dieſer. Produkie, und Qdy > das 
zweite bebeuten; jo hat man 


AU:S Pix -- Qidy, oder es f u. 

.+P= Amyaza! ps. und 2* Anxmya- Ju. 

Weil nun, die etſte Gleichnng nur nach y md die zweite 
Bloß nach: x. Differenzlirt,. bie-gleichen Groͤßen, nämlich : 
dP=(Amnyr-ug®: I. Jdy, unb4Q 2(Anmx®"ynr.h. ax 
gefunden werden; fo erhellt die Gleichheit obiger Differengiabs 


. gpstienten. 


Zuſatz 1. So oft alfo dieſe Bedingungsgleihung Statt 
bet, entfpricht einer Differenzialgleichung von ber Form 
’dix +0Qdy='o dud) «ine Integralgleichung U=C (3. 166) 
Zufaß 2. Aus der Ungleichheit ber aus einer geges 
benen Differenzialgleichung jener Form entwickelten Werthe für 
dr und de würde’ man daher beftimmt auf ein Nicht ent⸗ 
sprechen einer Integralgleichung fchließen dürfen, koͤuute ‚jene 
gegebene Gleichung nicht auch eine lediglich darum unvoll⸗ 
ftäudige feyn, weil ein gemeinfcaftlicher Faktor L weggelaf 
fen wurbe.. So 3.8. aus 3ydx + 2xdy = o ſtud P=3y 
oder * = 5 und Q = 2x ober 2 = 2, d. i. beide Werthe 
angleich. Allein differenzüirt man x’y? = C: fo fürbet man 
die vollſtaͤndige Gleichung Sx?y?dx -+2x’ydy = 0, aus welcher 
P = 3x’y? und = Ax’y = = if, und welcher denmach 


[4 
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die JIntegralgleichung U = x’y? entſpricht. Da folglich jere 


erfte Gleichung bloß durd; die erlaubte Weglaffung des Faktors 
x?y(=L) aus dieſer vohftänbigen Gleichung hervorging; fo 
erhellt, daß man in einzelnen Fallen gleiche Differenziak 
quotienten befomme, -indem man die vorgegebene Differenziak 
gleichung mit einer le Größe L multiplizirt, wodurch Daun 


d G7) = = (2 wird. 


$. 168. Aufgabe. Bollftändfhe oder unvollfläw 
dig gemachte Differenglialgleihungen von der Form 
Pdx + Qdy = 0 
zu integriren. 


Auflöfung 1. 1) Mau integrire Pdx fo, baß man nur 
x als veranderlich betrachtet, und fee das Jutegral = WV. 

2) Diefes W bifferenzüire man wicher, wobei x uud y als 
veränderlich betrachtet werden, folglid dW = Pax + Gd W 
we G für ſich allein dem Particllen Difiteentialgwotienten “Tr 
gleich if, und 
33) Die Gleichung - ar _ 4 % G sit, weil AW ein vollſtaͤn⸗ 
biges Differenzial einer OY uattien von x und y feyn fol. 

4) In.ber Gleichung U= Pdx-+ Qdy bie ÖrdgeQ=G-+H 
geſetzt, iſt 

dU = Pdx -F(G-F-H) dy und 

ar _ ACH) 0G., a 
dx _ 


atin ud — — 26, ia al = eu, | 


"woraus folgt, daß, fol diefe Gleichung befichen, = = = 0 ſeyn 


müßte, folglich HCQ—G) feine Funktion von x, fonbern bloß 
von y, demnach auch 
‚5) befien Integral bloß = Hdy ſeyn könne. Man hat alfo 
U = f(Pdix+Gdy) + /[Hyy . 
= w + jHdy nad 2)). Ervdlich 


Ä -— m — 
7) Man kann aud zuerſt -Qdy nach y’integriven, x als 
beſtaͤndig betrachtend. Iſt dieſes Integral = Z und deſſen 
Differenzial (wie unter 2)) dZ = Qdy -Kdæx; fo findet man, - 
wie oben, daß P—-K = HH’ nur allein eine Funktion von x 
Cwie vorhin H nur eine Funktion von y) feyn könne, folglich 


bie Integralgleichung von Pdx -+ Qdy = 0 nun ſeyn öfe j 


2 = /SH.dx +C. 
Mit Hinficht auf beide Fälle: iſt .alfo die kurze Regel Mefe: 
Maun fuche W = /Pdx (nadı x integrirend), eder Z =/Qdx 
nur nah y integrirenb);; daun dei partiellen Differenzials 


quotienten 7 ober ir” K. See ferner Q—G 


=H, terPp—K=H; Pa iR bie gefuchte, der Differentials 
gleichung Pdx-+ Qdy = 0 ‚entforechenbe, Iutegrafgleichung ents 
wer WF+j/Hiy=C, se A+/HdxmC.. 

Beifpiel 1. (ax by Ddx = tetaiyne 
zu integriren. ' ' 


Hier iſt P=axtibytf, foigria © T E = (bloß nach y 
differenziert) ; ; ferner Q = bx-kcy-Pg, daher 8* = b, Di. 
ar - 2 ‚ fohin jene Gleichung integrirbar. 


dy 
Run ik W = sPdx = Slax-H-by+f)dx = (nad; x in⸗ 
tegrirt) Jax?-+-bxy-+ fx, demnach (durch partielle Differen⸗ 
ziirung nach y) ——— H=0-G=cy-+g mb‘ 
/Hdy = ey +Bdy = jcy?+gy. Demnach durch Sub⸗ 
Ritution in W + ‚Hdy = C die gefuchte Iutegralgleichung: 
B 20. 


ad 
— Aa 2. ST I en die Sntegreigleicnung. 
Diefe Gleichung anf Null und die Glieder auf einerlei Neu⸗ 
ner gebracht, iſt 
dyvartyD—xdy Hyd _ 0, 
i yva'+-y”) 
x 


+ % x 
ve art yi-zerp) 65 


Hier ik fohin P= v * — 5 und dp ai )= d.x’+y933 
I ‚Ferner it bier 


we _ — ..d oder 
(x? + y Di 4“ per dx 

. 1 — — 1 (22 

Q=; —— dQ (nach x) = a4 
2... Tr yearya taz, 

., J —1 x —(z+y?)+x? 
da — — — — ZI IE 
Mai * —V—— Yar+yıyt 
TV: ., alfo — er J— d. i. bie verpjebene Glei⸗ 
chung integrirbar. ln 

Um weiter W = jrax = =/[ vera finden, ſebe 
man in nr.62 (d. $. 159;- Were 43 ie 


Da man 
= —R +ayca+y9) 42 + Alx FV@ HN). 
er ehe nad y bifferenzlict, wigb, weil, da? + ya 
=. Er. 5 iſt, nach ber Formel d.iy= 5* ber partielle 
m 
Diferenzialgnotient er TV — * — 
(Zähler und Renner 4 ———— multwiizirt, dann 


1. x 
vebutirf) un, — * G. 


Mio = Q—-G6=0o; folglich auch /Hdy = 0,' nnd bie 
VJutegralgleichung * W=C,b.i. (wenn a2 mit zur Kate 
ftaute gerechnet wird) 

. Ax —B = 
. 169. : Fortſetzung. Um den enciftaftigen Fak⸗ 
tor L ($. 167. Zuſ. 2) in wenigen einzelnen Faͤllen zu beſtim⸗ 
men, dient folgendes Verfahren: 

Es iſt, wie im cit. Zuf. bemertt wur, J 

d.LP d. LQ dO 

"y "ix oder. P. rl -g.% "iz U+L.S, 

Tr d 


BE oder Q. 3— 2. = -L dy. " dx o 





Man 


0 — 
Mean jehe nun flatt des erſten Faltors Q den aus Pdx--Qdy=0. 


entwidelten Werth — * ‚ und bringe ben Diviſor dy weg; 
‚0 
fo hat man 


1) -P (x L. da -1.4(2-% 
| Mie ferner in dU Pdx +Qdy ‚wo U eine Funktion 
von x und y ift, P nichts anders bedeutet, ald bag man U 
nach x bifferenzüirt, was durch T angebeutet wird, und Aehn⸗ 
liches von Q gilt, alfo jene Gleichung auch gleichbedeutend mit 
AU = ax + SE -dy iſtz oben fo iſt auch, weil L eben _ 


falls eine Funktion von x und y if, dL = = .dx+ = .dy. 
Man bat daher flatt 1) die Gleichung: y 


—P.dL = L.dy = 222— ‚und hieraus, indem 
u Ni Aus 
5 dy - u)” M geſetzt wird, 


2) * — — M.dy. Alſo durch Integration: 
SJ)AL=—/M.y, sr L= e/Mdr, und eben 10, 
. ı (dP 4dON _ _ SN-dx 

indem man õ (5 — T)* N ſebt, L 6 


Man Tann alfo ben Faktor L, unmittelbar beflimmen, wenn 
M entweder nur einer Funktion von y, oder N nur einer Hunt 
tion von x gleich if, was durch M.dy oder N.dx angebeu> 
tet wird. “ 

Beifpiel. Die Integralgleichung von 

(Ky—X')d<x -dy=0 

zu finden, wo X, X’ bloß Funktionen von x find. | 

Hier iſt P=Xy—X', alfo * = X; aber Q= 1, daher 
n = 0, folglich jet N bloß eine Funktion von X» d. ‘ 
N = X und ber Faltor L = o/T%, | 

Dr. Sqbas Ledrdegriff der Höhern Matsematik. 28, 
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Man hat alſo ſtatt Normgleichung Pqdx- Qd 9 
nun wirklich LPdx LGdy = o. Daher nun W= LPix 


(nad x) = fe/*% (xy —X'ux == ysef xax Ir sel x& 
‚Xax my. _re Kur, 16. nr.6).. Demnach 


dW (nad) y) = dy.eff%, pi * = el GG, 


m H=Q-G=- die LQ-G=- er _ Fre = 0; 
folglich. die Integralgleichung : 


W =C oder yeXdx _ ef x’ix = C, und 
y = eo /fk[lc + se/X%,xus], 


welche Integrale aus den bisher aufgeſtellten Formeln als bes 
kannt zu betrachten find. 


6.170. Aufldfung-2. der Aufg. 8. 168. 


Wenn Y bloß von y und X bloß von x eine Funktion if; 
fo find in der Gleihung Ydy = Xdx die Beränderlichen x,y 
ſchon fo von einander gefondert, daß mau nur Ydy und Xdx 
nach den aufgeflellten Kormeln zu integriren hat, um zwifchen 
x und y die ntegralgleichung zu befommen. Es war baher 
natürlich, in diefem Abfondern der veränderlihen 
Größen noch ein anderes Verfahren zu erfeunen, Differenzials 
gleichungen des eriten Grades von der Form Pdx PQOdy =o 
zu integriren. Dieſes Berfahren wird durdy folgende, einzelne 
Fälle und Beifpiele flar werben. 


1. Wenn in Pdx — Qdy = 0 oder Pdx »= QOdy ſowohl P 
ald Q nicht nur eine Funftion von x und y zugleich (wie oben), 
fondern auch ein Probuft aus 2 Funktionen, einer von x uud 
einer von y allein ift; fo gefchieht die erwähnte Abfonberung 
der Beränderlichen dadurch, daß man mittel Divifion die Funk 
tion y aus P und bie von x aus Q wegfchafft. Ä 

In noch beftimmteren Fällen feyen P, Q gleichartige 
Funktionen (in welchen x, y auf gleichen Brad erhoben vors 
fommen). Man feige y — ux und dividire P duch Q, fo 


wirb x abgefondert, und ö wird = U = einer Funktion von 


> 


a und dy = dx. ber wegen yo ux iſt auch dy —adx 
+ xdu, daher auch Udx = udx --xdu und = nn ’ 

oder integrirt: Ax = [ Hierin 3 ſtatt u ſubſtituirt, 
hat man bie geſuchte Integralgleichung zwiſchen x und y. 








Beiſpiel. Sey (ax 4 by) da — (fx+By)dy gu integriren 
Hier if, ux flatt y gefebt, 
| U—u= — Er, figtich a oder 
| 2 nn, und, integrirt, u 
ıx=CAylaktb-H Ka DE CT Far en 


Inden umgekehrt nad der Formel d.iz = * offenbar 
d.AYla...) = Hahlb-N) u-guT Fb) —2gu)du 





| | Vv(attb—f)u—gu?) , ? 
und (durch Abkürzung und wegen —A) = Gt 3b +gu)da 


a+(br-f)u—gu? 
if. Das fimmatorifche Glied unferes Jutegrals ift nach einer 
ber $ormeln nr. 30 — 34. des $. 152. als befannt zu betrachten. 


2. In dy +Pydx = Qdx feyen die Größen P; Q Funk⸗ 
tionen nur von x. Um nım die Variablen abzufondern, feße 
man y= Xu, wo X eine nody zu beflimmende Funktion von 
x if. Die neue Gleichung if denn Ä 


Xdu + udX + PXudx = Qdx. 


Nimmt man an, X werde fo beftimmt, daß in dieſer Geis 
dung dA + PXdx = 0, folglich allein Xdu = Qdx fey; fo 
hat man du = ze». Run iſt unter berfelben Berandfchung 
(4X +-PXKudx = 0) . 

z " 28? 
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gr alfo AX == — SPdx, oder Kue/pk, demnach 


du = e/P% Qdx und u = se’ Qux, folgtich 


y = Xu = Fu a Odkx. 
uydx 
Beiſpiel. Sey + 22; 7aJ- 58 = adı zu integriren. 
BR . P= 7a 71) und Q=a. Daher sah ur. 28. 
‚Pax = nalya+xd-+x] = AYC +x19-+x1”, 
folglich eo (ya at , und 
—[Pdx — 
e oder — — Pax - (= va 75 an)” == (indem man 


Zähler und Nenner des Bruches mit Ya+x9—x multipliziert) 
V (1 — Hieraus folgt: 
= [Yu+z!)— x] .sadx[y a+I+?. 

Um "en fnmmatorifchen ‚Faktor zu entwideln, fege man 
Ya+ı9)+x = u; fo ift una oder — = va +x9) —x 
(wie vorhin); eben jo un ober -—— = Yya+xd9)-— x). 
(1+u?) du 


Qu? 


1 „ baher dx = 





2— 
Kerner entwidelt man x = — 


Es wird demnach j 
yu "dx ober (dx HT tan 
2a urn uam 
Alſo 
a 2 au 
ya + zn 
ober, die Werthe biefer Größen ſubſtituirt, iſt 
nun, (vu+xd9—x) , a a.(V (itx’}Hx) 
y- = Clya+x9) u. an 4 — ar) 
oder, indem man die Brüche auf einerlei Renner bringt und 
dann gehörig vebucirt, , 
LIE Sn = 





t 
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¶Vergleiche Klägel’d „Mathbem. Wörterbuch“ Art. In⸗ 
tegralrechnung; Mayer’d „Lehrbegr. der,höheren Anal“, 
Bd. II. V. bid IX. Kap., und Ohm's Lehrb. ber höheren 
Anaiyfe. ater Th. mit 54 Integraltafeln). 
— — 

Saquunßbemerkang. 
oder ' j 

tuti Darſtellung der Orundlage der Differengiat und 
Integralrechnung na Ragrange und Lacroir. 


s 





Bei Darlegung der Theorie der eben genannten Rechnung 
"find wir dem Weſen nad dem Erſinder diefer hochwichtigen 
Wiſſenſchaft gefolgt. Leibniz nämlich ftügte. fie auf Die Bors _ 


ſtellung des Unendlichen überhaupt. und insbeſondere auf die 


Borftelung unendlich kleiner, d.i. in dem Zuſtande, wo 
fie in Nullen übergehen, betrachteter Größen. Faſt gleichzeitig 
wurde Newton, bie fonftruirende Methode der alten Mathes 
matifer vorziehend nnd dabei die ‚Einführung ded empirifchen 
Begriffes der Bemegung nicht achtend, Erfinder ber Fluxions⸗ 
Rechnung. Ohne jenem Umfande würde bexfelbe hoͤchſt 
wahrſcheinlich wit Leibniz’en s Ideengange zuſammengetroffen 
ſeyn, wenn er bie Vorſtelung von ben letzten Berhältnifs 
fen verfhwindender Groͤßen, welder er ſich in feinem 
unfterbljchen Werte: „Philosophia naturalis princi- 
pia mathematica“ bediente, unabhängig von einer burdy 
Konſtruktion gefhaffener Grundlage verfolgt hätte. Im ber 
That war. für Newton eben fo wenig, ale für bie franzöfis 
fhen Mathematiler die von Leibniz gewählte Einführung 
unenblic, Heiner. Größen, um die Natur einer Funktion zu ers 
forfchen, nicht der geringfte Anfloß. Erft nachdem ber Eng» 
länder mittelſt Newton's Fluxions⸗Rechnung, ber Dentfche 
und Kranzofe mittelſt Leibniz's Differenzialcalcnl bereits bie 
wichtigften, Abereinfiimmenden Nefultate auf dem ganzen 
Gebiete der Mathematik freudig gewonnen hatten, fingen bie 
Lestern an, die Haltbarkeit der Grundlage der Leibniz'ſchen 
Rechnung zu bezweifeln. Man glaubte, manches Kehlerhafte, 
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Widerſprechende und wohl gar Ungereimte zu entdecken, jene 
Grundlage daher gang ober zum Theile aͤndern zu muͤſſen 
Allein man bedachte nicht, daß bie Borftellung des Unendlichen 
überhaupt mit ber Mathematik fo innig verwebt fey, daß biefe 
durch das Aufgeben oder Modiſiziren eben jener Vorftellung 
wefentlich gefährdet werde. Leibniz felbit fagte aus, dag er 
erft durch das Stuklum br Mathematik eine Hare Idee bes 
Unendlichen gewonnen habe. 

* Ragrauge, weicher den. Begriff unenblich kleiner Groͤßen, 
wie man ihn auch erläutern ober modifiginen möge, für untlar, 
und die Einführung ber Bewegung in bie Kluriond- Rechnung 
für ganz ungeeignet erflärte, ftüpte in feinem (1797 erfchienes 
nen, vom Prof. Gruͤſon tms Deutfche überfegten) Werte, 
„Theorie des fonctions analytiques ete.“ — bie Differenzial⸗ 
Rechnung auf die Entwidelung ber Funktionen in Reihen. Im 
demfelden Fahre (1797) erfchien auch dad von Kacroir nad 
den von Lagrange fihon fräher In einer Abhandlung entwidels 
ten Ideen bearbeitete Werk: „Trait& du calcul differ. et in- 
tegr.“ (von Gruͤſon 1799 ebenfalls Äberfegt). Die in beiden 
Merten erörterte Grundlage der neuen Rechnung (eigentlich 
Derivationd-Rechnung), nadı weicher es der Differenzials 
calcul mit der Aufſuchung der Eveffictenten (und ihrer 
Eigenfchaften) der Glieder ber für die Funktion entwidelten 
Reihe zu thun hat, von welchen Goefftcienten der Integralcaleul 
wieder zur Funktion zuruͤckegeht ), — empfahl fi) den Mattes 
matitern bald durch ihre Einfachheit in deut Grabe, daß ber 
neue Caleul mit feiner fehr bequemen Bezeichmugswriſe auds 
in Deutſchland eine immer größere Aufnahme findet. Die nach⸗ 
folgende, moͤglichſt kurze Darftellung jener Grundlage wird bem 
Anfänger vor Allen das ihm fehr zu empfehlende Studium ber 
oben genannten Driginalwerfe Lagrange's und Lacroirs, 
und fomit bas richtige Auffaffen der nach derjelben Grundlage 

dehandelten Wiffenfchaften erleichtern: 


*) Vergl. des Grafen v. Buguoy kleine Schriſt: „Zufemmens 
ſtellung einiger vorzüglich ſcharfſinniget, ſchlan ex 
dachter und ſubtil durchgeführter Methoden ans der 
böheren Analyfe, ꝛc.“ (Leis. b. Breitk. u. Haͤrtel. 1829.) 
S. 15 bis 21. 
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° 4. Angenoͤnmen, daß ſich in x", als einer Funktion von x, 


x inx+k verändere, hat man 


n.n- x „m n.n-1 n-In-s Er 


KT; 


+.. 
wo 9— erſte Sie x” wieder bie vorgegebene —* iſt⸗ 
bie übrigen Glieder aber neue Funktionen von x, wie nx; 


ni nr, u.f. w. enthalten, welche ald von der erfien Funk⸗ 


tion x" abgeleitet betradytet werben wählen, uub deren Bettach⸗ 
tung vom Werthe von x unabhängig iſt. 





2, Wenn man yon. ben Nennern biefer Funktionen einftweis 
vn abſieht; ſo ift leicht zu bemerken, daß man jene neuen 
Funktionen aus‘ x” durch eine Folge Ähnlicher Operationen abs 
leiten kann. Da nämlich mn” Eoeffizient von k in ber Ent⸗ 
wickelung von (x-+k)" iſt; fo wird in der Entwidelung von 
n(x-+k)" " derfelde Eoefftcient von k ſeyn n.n-ı1.x" ”; und 
in der Entwidelung' von n. n-1(x+&k)"" wird eben diefer 
Coefficient von k ſeyn n.n-1. nD-2ıx 5 u. ſ. w. 


Man kann af jede jener Sunftionen 
. » x ’ nx a2, n. n- 1. xꝰ 2, n.n- i.n-3. x»-, u... 


(bie erſte, als gegebene Funktion, ausgenommen) finden, wenn 


man in der unmittelbar vorhergehenden x-+k flatt x ſetzt, und 


dann deu Gorfficienten nimmt, welcher in bes Entwidelung, bie 
and diefer Subfkitution entſteht, Die erſte Potenz von k mul 
tiplizirt. 

3. Da, wiex”, fo auch jede andere Groͤße eine Funktion 
von x ſeyn kannz ſo bezeichnet man durch fCx), allgemein 


‚bie Funktion von x, und demnach den Zuſtand, in welchen 


f(x) beim Aendern bed x in x+k übergeht, durch flx+k). 
Man hat daher, wie unter 1. die Entwicelung : 
I(x+k) X. FX,kK FR, KR X, Ki... 
w Xoy X,, X, wie oben x’, nx z... 


‚Funktionen von x, nnabhängig vom Werthe von k, find. 


Macht man k==0, b.i. ninimt man keine Veränderung von 
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x an; fo erhält man fs+k)= = fa) = x. d. i. das exſte 
Glied der Entwickelung ift immer = der, vorgegebenen Funk⸗ 
tion, fo daß man für jeden Fall hat: 

f@+b=fa) +X,k + X, te 


4. Wie fich nun unter 2. die Funktionen x” ",n.n-1x" 9 
von einander und von ber urfprünglicden Funktion durch ein 
gleichförmiged Verfahren ableiten ließen; eben fo kaun men 
darthun, daß auch, wenn man bier X, aus X, oder f(x) zu 
beſtimmen wüßte, ſich durch eine Reihe ähnlicher Operationen 
X, Kar +. finden laffe. 

Zu biefem Zwede fee man, daß die Variable einen nenen 
Zuwachs k’ erhalte; fo wird aus f(x) 
fx+th)=f I) +rX,E + X, KH X,K’+...,‚wieins 

Kun find X,, X, ,... in 3. Funktionen von X. oder X, 
folglich müffen fie, wenw man in denfelben x+k’ ftatt k fub- 
flituirt, eine Korm annehmen, weldye der für fcx+k), Die 
aun ftatt £Cx) fteht, analog ik. Man hat daher: 
x,=X, +X,K +XyKt-X,ukth.) X, und X, 
x,=X,+X.Kk + X,k? +. K,ukSt. imo X 0, Ku 
X, X, +X,K +%r K?-Xukih.) Ky ⸗ I 
neue Funktionen von x vorftellen, die eben fo von X,, X, 
Ky,... abgeleitet find, wie eben biefe Letztern von der vor⸗ 
gegebenen Zunftion f(x). 


Aus FEIVS FG) HFX,k+X,K+... unter 5. wird 
demnach durch Subftitution von x + k’ fkatt x in f(x-+-k) 
und durch Subftit. obiger Werthe für (fx), X,; X,; X,„... 


fi) (+X, +X, 
„ _ + RK IF kN Ir Xook fin 
Ex k+k =ıx, krl+X,.k: k +X.k\ K?h.... 
+X,k/+-X,k) (+ X,% 

5. Alein man kann au flx+k-+k') fo betrachten unb 
entwideln, als habe k einen Zuwachs k’ erhalten, und baher 
in der Entwidelung von fix +k)= fix) +X,k + X,k’+... 
flatt k feßen k-+k'; dadurch befommt man 


L; 
⸗ 


| — — m — = 
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ober, wenn man’ bie Potenzen von k-+k entwicen und fe, 
wie oben, - nach x, k",k”,. drdnet, 


— 9) [+ x ı (+ X, 
n_ tk 2X. eank, ;; 
Fre 4X, t iox⸗ 2 


da, V 4 open. Pa a 


: Da nun ber für —* unter a. —— WM 
gleich ſeyn muß dem nur fo entwidelten Werthe derſelben Groͤße, 
wie denn dieſes auch mit ben erſten Columnen user 4. und Bu 
ber Fall if; fo nbet man, die mweiten Colarinen verglei 
chend, daß af. 

x, =X, x. x..— 
_Lr 


* 
| 
x 
* 
l 


nr, Peg Ar. 


Xy = aX, | " X, == = DL en ta 
+ . y . 
..g9 . ” DE Zn SEE BEE Ba 


Km ‚aXn, | | - ‚Ka > Si, ‘ 


Mehrere Eolumnen mm vergleichen, it annöthig,- indem mas 
aus den fo eben angeſetzten Gleichungen X,,X,; Kir 
beftimmen kun, ws nach 4: zu thun war, und nun gexeist 
werden ſoll: 


6. In fcx+k) iſt X, Goefficient von k, und. indım wir 
X, dadurch aus fCx) erhielten, daß wir x ſich in x . K ver 


Andern licpen,.if auch X, Funftion ven fx). - Meichwie wir 


nun 3.8. x” als Funktion von x: durch £Cx) bezeichnen; fo 
kann auch X, ale ‚Gunktion. von- (x) durch f' (x) vorgefiellt 


' werden. Pa 


Allein wir hemertten, vg X, gerade ſo von X, abgelei⸗ 
tet werde, wie X, von fx). AMfo wird X, au nurdae 
durch Eoefficient won k, daß man in f’(x) fi) x in x..+k vet 
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Audi Tape, Ki. N, iſt id der Enituichum won Fix rk) 
der Geeffiiant;unu k. Demuach muß manXy-, als Sunftien 
von f(x), durch ["Cx) verießen,. Man bat.alfa X, == fcx) 
u. X, ED. Aber in der GSleichung unter 5. iſt X, = 


=; „forg rar md X TER. . 

en Ku ven X. eigen, wie X, von: fx. 
Aber X, 2 dag man hieri x-fih in x+k ändern; 
fe" wird x, 4. Cbefftcient von ’k, daher Funktion von ee), 
w fellic inifrmig vn IR 5 vr wen, oder 
es if x _ _f@), ber unter 5. iſt % > ==, daher 
1XL- fa. .. 








2.5° 
Auf gleiche Weife findet man 
m 
X, „2a, demnad; vermöge 5. X, —= * 


34 
u. ſ. w., ſe Dh emox it: 
fr -@ _ mie. 


fr 2 F 
7. Setn man dieſe für X., x ... - gefundenen Werite 
vn der Entwideinng unter 5.3 fo dat mm “ 


Seren rr 2, + td ar a7 Fan 


Diefe Entwidelung if denn ber allgemeine Austrnd bee 
Werthes, deneine Belledige Funktion von x befommt, wenn 
fh x in x4k ändert, ober x einen Zuwachs x erhält. 30> 
gleich: iR” Alkır, daß mär zur Anwendung diefer Entwickelung 
DIS Werthes einer: Funktion von x im befondern Fällen bloß 
wiſſen mäffe, bie Funklionen FCXx), FCX),-.. von der vorgege⸗ 
benen Funktion abzuleiten. Weun z. B. fa) * xðiſt; fo weiß 
man and 3’, da Flxyirnx” ; . n-. *2 .. 
ſey. Dieſe Werthe in 153 CExP ) ſubſtituirt, hat man 
RNewtones Binomialformel (die, weil man nah 2. nur 








dle 2’ erften Slichder, die man auch a priori Frank’ Than, uf 
‚fen muß, hier dwf wine eigene Wet: betmeirk iſt, aub abet m 
abhängig von dar Beſchaffenheit: ves Eevonenten 2)». 


8. Die Differenzlalreihnidg befchäftige ſich mil der 
Löſang der Aufgabe von der Arkugeden FunttisnEcxy) zu 
Beh abtztleitcten (ICH; F’Ck)5...} Ubetzugehen über dieſt ad 
jener abjuleiten⸗ YBdigegeit- hat: es Sie Bategriittägtung 
“mit ber Loͤſun Aufgabe zu thun; aus einer ‚beii higen ab⸗ 
ehe —ã zu der ——* —— ._. 


em ai mnalich von Fix + de rt Sat, 
Bon oh abriet; fo hat man F 

Ba x f" 
ERSTEN FT — 
d. i der Akiterfchied, —— dem urſpruͤnglichen Zirkanbe- der 
Syn! Ion fx) und. dem Zuſtande, ‚der aus ber mit x vorges 
nomneren Veränderung entiteht, iſt durch die Entwickelung ges 
geben, welche Die zweite Seite jener Gleichung vorſtellt, fo 
daß es eimerlei tft, jenen Unterſchied oder dieſe Eutpicke⸗ 
lung, welche die abgeleiteten Funktivnen enthält, zu keunen. 


9. Nentit man das erfte Glied dieſer Entwickelung das Difs 
ferenzial von .£(x) and bezeichnet. es mit daf(), wodurch 
man dfY'= C). X hat; fo fieht man, daß die abgeleitete 


Sunttion EGy.dujch. die Qleihang.Fx) = "42 ‚Seligmmt 
werben Line, indem man. nämlich das Daft u der: gegebe⸗ 
nen Fuuktion, oder, was daſſelde if, das erſte lieb’ won 
der Differenz zwiſchen ben auf einauder folgenden Wertheu die⸗ 
fer-Bunttion durch ben Zuwachs k divibirt. 

Dder, wenn man ber Bleichförmigfeit wegen ſtatt k febt 


ax; RP) = TI. Geht man mm auch ſtatt x+k 


den Ausdruck x -+dx; fo findet man and fix +dx) jenes 
Differenztal dfcx), wenn mar ſich bei ber Entwidelung vor 
“ flx+dx) auf die Glieder einfchränft, die mit det erften Pos 
tem von dx behaftet And, und vom Reſultate endlich‘ FCx) 
abzieht. Da mm durch diefes Verfahren nur das erfte Glied 
de erwähnten Unterfchiedes finden wi, am zu dem Ausdrucke 





N 
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yon Filz) gu gelangen, fo abfirahirt man baype, wwelden Verch 
dx, das einen Zuwachs überhaupt vorſtellt, habe. 

10. Eine Größe biffersuzgiiren, heiße ige Differenzial 
fuchen, und dieſe Operation ſelbſt heißt Differenziirung. 

11. Man kann jede ber Funktionen fx), F. 
$" (X), aus der vorhergehenden ghleiten, und jede 
folgende anf bie urfprängliche —— beziehen. 


Dean gleichwie Tcc+k) = fx) dr. ir; be 


ke iſt and fatrH=foa)+t — un. ſ. w. Usb 


ſo wie daher fx Hh — fa} —E88 en; iſt auch 
fGE h -FECO FGA. KkFAC, u. ſ. w., oder dx ſtatt 
k geſezz dx) - fr) = fm). äx; und eben fo 
ati. — f'(x).= £" @Xy. dx; u: f.w. -Unb:fo wie 








unter 9. f(x) = die; pber f (x). dx * d fc iſt, ſo iR 
auch df'(x) 
f £" BAR, 
$” (x)'dx = df’ x); a = u’ 
f"()dx = df*(xJ; baher f(x) 8, 
F’oydx = df"(xX); . df”cx) 
rn. | 1" (2) = 3 


So erhelt, wie jede Funktion aus der unmittelbar vorher 
gehehden abzuleiten ifl, and wie man radwärte jede folgenbe 
Funktion anf die urſpruͤngliche, als einzige, bezichen und von 
ihr ableiten Tinne. So, wen Man 5.8. in füa)= u 
ftatt f(x) feinen Werth fubftituirte, hätte man 

df(x) 
gr min 9 dx. 

(x) = ix Fr 
Allein bie Bezeichnung würde dann gu conplicitt. Um fe zu 
vereinfachen, verfahre man fo: 

12. Man betrachte 5.8. in f(x)dx bie Zunahme dx ale 
tonftant, laffe x. in x+ dx übergehen; fo hat man nach obigem 
Ausdrude (fx +dx) — (f’CX).dx) num 








| 


f(x Lis)dx. — eha = = Fa)dx.dx, vder 
[f(x + dx) — fEj da = f’lxydx?, 


indem man nämlich auch bier, wie oben, die Abrigen, noch zum 
Unterfciede f’(x)dx? gehörigen Glieder der Reihe weglaͤßt. 
Auf gleiche Weiſe iſt 


(Fix + dx) — F'j)drt = Fre. Um. . 


Daher muß denn, gleichwie 'unter 11. £'C@x) dx = df'(x) 
war, auch j ’ \ 
var, Ed = df'). de; | 
f" (x) dx? = df"@&). 

1" aJdx* = df"(z).dx’; 


ſeyn. Allein unter 11. war Fox )dx = dfix); folglich wirb 


f’ (x)dx? = d.df(z) = d’flx); f"cs)dx? = d.d#flx) 


= d’f(x) und f’(x)dx* = d'f(x); u. f. w. 
Hieraud folgt weiter: 














d ‚ 
r9=9 = TR, ri... 
. ir f 
und allgemein: a)= a, 
Bergleiht man f’(x) = ae mit bem unter 11. gefuns 
d.df(x) 
denen £”Cx) — —: 5 fo flieht man, daß 
d. d f(x) 
d’f(x) dx 
— mit — und allgemein 
daf(x) a, 
deinf(x) den gi zn 
Tem mit 


gleichbedeutend feyn 5 


13. Afcx) heißt erſtes oder ſchlechthin das Differenzian 
von f(x); d2fexy, ald Differenzial vom erſten, heißt zwe i⸗ 
tes Differenzial; u. ſ. w. Die abgeleiteten Wunktionen felbft, 
nämlih f(x), fc), £" (x), ..., gleichbedeutend wir 


— 6 — 


8 tt . . 
a; — 2. sc heißen Differenzialcoeffi 
ciensten von ben Potenzen der Zunahme k. Deun biefe. Ich 
ten Ausdruͤcke ſtatt jener Funktionen in ber Entwidelung von 
fix -+k) unter z. nun fubkituirt, hat man 
f@+ been + dfx, + d? iR), ; + „EC ‚dsfcx) x: 
| 1.dx " 1.2.4 1.2.3. dx® 


Hiebei ift k nicht mit dx zu verwechſeln; denn k drachk 
eine dem x zugeſchriebene Vermehrung von beflimmten Werthen 
aus, dx aber iſt mur ein Zeichen der Operation, durch bie 


. . dfcx) dflx 
man bie Kunktionen on ... von der urſpruͤug⸗ 


lichen Funktion ableitet. -Ift diefe Operation vollendet, fo ver 
ſchwinden dx, dx?,... aus dem Gakcul. Min befchäftigt fü 
nämlich sim. Differenziatenleut nicht mit wirllihen Zunahmen, 
fondern bloß mit ben Funktionen, bie aus der Eutwidelung ber 

. Differenz zwiſchen 2 ſucceſſſoen Zuſtaͤuden einer vorgegebenen 
Funktion entſtehen. 

14. Der Taylorfhe Lehrſatz. Sept ı man f(x) =u, 
demnach die ſucceſſiven Differenziale d FC), d’fex), d’Elx),.. 
gleih du, d?u, d’u,... und eden ſo die Differenzialcoefficien- 

f d?f du 
ieh, —— gle eich SZ" IK’ gar fo hat man vers 
möge der Entwidelung in 13. Pr den Sal, daß x fih in x--k 
ändert, Die ir Die ee 





ur 4 ur, 
s 1 ak 1.2.3.dx? . 
ausgedruͤckte —8 der Funktion u. (Vgl. $. 149. Zuf.) — 
Eine Formel, die gewiſſermaßen Fundament des Differenzial⸗ 
Calculs iſt. 
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Anwendung 
der Differenzial- und Integral-Rechnung. 
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Anvendung anf die Auffindung der Marima 
und Minima. 
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$.171. Erklärung. Wenn y=0(x) 3. B. beim Wachſen 
der Variablen x ebenfalls bis zu einer gewiſſen Grenze M 
entweder wächst, über welche Grenze hinaus fie dann wieder 
abnimmt, ober bid zu einer gewiffen Grenze M abnimmt, 
über die hinaus fie wieder zunimmt; fo fagt man, bie Größe 
oder Funktion y von x fey für den Werth, welchen bie Größe 
x für jene Grenze M hat, im erften Kalle ein Marimum, 
im zweiten aber ein Minimum. - 


Erläuterung. Für die&urve AMDB (Fig. LI. iſte) oder 
für MDN GFig. LI. 2te) fey AB die Are oder Abſciſſenlinie, 
in A ber Anfang ber Abſciſſen, AP=x bie Abfeiffe für die 
Ordinate PM=y. Waͤchst nun AP oder x bis zum Werthe 
=AC; fo if die Ordinate PM „ die man fidy beit Wachfen 
von AP über AB fenfrecht fortbemegt vorftellt, -in die parallele 
Ordinate CD übergegangen, und ift, die Grenze D erreichend, 
in Fig. 1. ein Marimum —CD, indem fie über D hinaus 
für einen größeren Werth AH —= x wieder abnimmt; ober 
yift in Fig. 2 ein Minimum = CD, indem fie für einen 
größeren Werth von x dann wieder zunimmt. 

Zuſatz. Man kann fich leicht voritellen, daß jede, zwiſchen 
‘ben Beränberlichen x, y gegebene, Gleichung die Natur einer 


Curve ausdrüde, für welche demnach x,.y die entfprechenden 
Goordinaten find. 


5. 172. Lehrfag. Wenn y= 0609, oder Aber; 
haupt eine Gleihung zwifchen veränderlihen, von 
einander abhängigen Größen gegeben if, und es 
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finder für y ein Marimum ober Minimum Statt; 


fo wirb das durch = anögebrädte Differengiab 
verbältuiß =0 feyn. 


Beweis. Es fey Fig. 1. oder 2. Die für Die gegeben 
Gleichung konftruirte Eurve, und für den Puntt M, für wel 
den AP, PM die zugehörigen Goorbinaten x, y find, fey die 
Tangente M’U', die Are in ’T fchneidend, gezogen. Stellt mar 
fih nun die Ordinate miv unendlich nahe an MP gezogen vor; 
fo wird in Fig. 1. Ma =Pr=dx, d. i. ale das Differenzial 
der Abfeiffe x, und my =dy, d. i. als das Differenzial der 
Ordinate y zu betrachten ſeyn. Aechnliches gilt von Fig. 2. | 


Kerner if wegen AMqm » AMTP 


Mq:mq=PT:PM, ade im AMPT it 
PT :PM =ı :taneMTP, 
aber Nq : mg oder dx : dy == 1:tangMTP, | 


b.i. ni — tang MTP. Eben fo für Fig. 2. 





Allein der W. MTP wird beim Wachſen der Ordinate PM 
in Fig. ı. und beim Abnehmen der Ordinate in Fig. 2. imma 
Feiner, bie er für den Werth AC der Abfciffe x, für melden 
CD die Ordinate und DE die mit AC parallele Tangente 
Statt findet, erſchwindet und ſonach auch tang MIPO, 
folglich auch ni = 0 wird. Alfo ift in beiden Fällen, in wel 
chen für den erh AC ber Abfciffe x die Größe y ein Mari 


mum oder Minimum wird, das Differenziatverhättniß ZI 
gleich Null. 

Zufag. 1. Hieraus läßt fih aber fir y O C(x) mır fo 
viel fchließen, daß der Variablen y vielleicht für einen ge 
wiffen- Werch der andern x ein größter oder Meinfter Werth 
zufommen werbe, wenn man jen aufgefundenen Differenzial 
Goefficienten oder Quotienten —* gleich o ſetzt, dann fowohl 


den dieſer Vorausſetzung gemäßen Werth CA) von x, als ben 
Werth (B) für y entwidelt, und endlich unterſucht, wie fid 


bei Deränderitig des TA) ber ebenfalld geänderte Werth (B) 

verhalte. Bleibt diefer veränderte Werth (B) < (BJ); fo iR 
nach S. 171. y ein Marimum; wird aber (B))>CB), fo if 
y für den Werth (A) ein Minimum. 


Beifpiel 1. Sey y=b— (x —a)? oder 
= b— x? + 2ax— a; fo hat man 
dy = — 2xdx + 2adx = — 2(zx—a)dx, daher 


N — = 2a— 2X, und x=a(=(A)), 


indem man 7 —=0 feßt. Diefen Werth flatt x in der vorger | 


gebenen Bleihung fabftituirt, id y==b (= (BJ). Aendert 
man nun (A) beliebig oder 1) fo, daß x <a werde; fo if 
x- a = dwy=b—- a-a?=b- (FI =b—, 
d.i. diefer neue Werth CB) nothwendig < CB). Stellt man 
fi! 2) CA) fo geändert vor, daß x>a, demnah x—a = 
+28 wird; fo hat man wider y=-b—- NP—hb— 8, di. 
abermalg dieſen neuen Werth (B) von y< (B). 


Da alfo (B) immer fleiner bfeibt ale (BJ); fo it yl=b) 
für den Wertb x—=a ein Marimum gerade fo, wie in Fig- 1- 
‘ bie Ordinate y in ber Grenze D für die Abfeife x — AU 
einen größten Werth DU erreicht, indem fie ſowohl für eine 
fleinere, ald größere Abſciſſe, als AC ift, Kleiner DC bleibt, 
fo Mein auch die Differenz +3 zwifchen AC und der geändert 
gedachten Abfciffe ſeyn mag. 


Beifpiel 2. Seo yabtan abtreten 
baher = = 2x— 2a, folglich für © 3 =0 wieder x—=a, und 


y=b. Gebt man nun x>a, aber x—a=-J4; fo wird 
der neue Werth von y=b -+ (8)? größer, ald der vorige 
(B); und eben fo wird für x<a oder für x-a= —d Der 
neue Werth von y=b (-0b abermals größer, 
ale (B). Es ift folglih der Wert y=b firx=a nun ein 
fleinfter, wie in $ig.2. DC für AC ein Minimum iit, ins 
dem die Ordinate y fowohl vor dem Erreichen der Grenze D, 
als nach dem Ueberfchreiten diefer Grenze für eine um weniges 
29 
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fleinere ober größere Abſcige, als AO ißt, größer als 
DC. wirt. 

Zufag 2. Hieraus erhellt, daß, wenn für 9 dr I—o 'gar 
kein befimmter Werth für x, daher auch nicht für y gefunden 
werden kann, dieſes ein Zeichen fey, daß weder ein MRarimeum 
noch Minimum Statt finde. " Man weiß 5. B., bag im ber 
"Parabel die Ordinate y beim Wachfen der Abfciffe x immer 
größer werde ($. 90. II.), folglich y weder ein Marimum nodı 
Mininum werden könne, fo groß ober Mein man audı x meh⸗ 
‚ men mag. Daffelbe Nefultat gibt der Calcul fogleih, wenn 
man die Gleichung ber Parabel, nämlich y* = 2px (ebeud.) 


differengüirt, Webue mau = — 2pdx, baher Y = e 


y 
— 7* und für 5 = 0oaudı Tanz =0 oder. p=0.Y2px—=0 


findet ; woraus denn fein beftimmter Werth von x Fanıt ent⸗ 
widelt werden; ober man hat x == 0 und y—=0, d.i. die 
Eoordinaten fallen im Anfaugepnntte der Abfciffenare zuſam⸗ 
men, was man für jede Curve fchon zum voraus weiß. 

Zufaß 5. Die im Zuf. 1. erdrterte Unterfuchung kann man 
durch Die kurze Regel firiren: 

„Nachdem für x der beilimmte Werth (A) und für y der 
F (A) entfprechende Werth (B) entwickelt iſt; ſetze man in 
4(x) (At AA) ſtatt (A); bleibt dann der neue für y 
—— Werth (B’) jedesmal Heiner als (B); pi y= 

(B) ein Marimum, im Gegentheile ein Minimum.“ 
Beifpiels. Die Gleichung für den Kreis ($.90. Zuf. 2.) 
V2ax — x? 





differenziirt, iſt = = 2adx — 2xdx, und hieraus = * 


2, daher für Yo wird a—-x—=0 oder x=a(=(A)); 


ferner y? = 22? — 32 = a? oder y=a(=(B)). Subſtituirt 
man nun a+ Na flat xs=ainy= YlRax— x’); ſo wird 
der neue Werth von y oder 

(B)= Y (2a? +22aAa— a?—2aNaR — Aa) = v@®—Aa?), 


— 
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welcher offenbar kleiner als (B) it. Da daſſelbe der Kal ift, 
wenn man flatt ax) feßt a— Aa; fo folgt, daß für x=a, 
d. i. wenn bie Abſciſſe gleich dem Halbmeſſer des Kreifes wird, 
die Groͤße y=a, d. i. bie dem Halbmeſſer gleiche Ordinate, 
ein Maximum ſey. 


Beiſpiel 2. Sey y=xr%-10x+ 60. Hieraus findet 


man den Differenzialcoefficienten = 2x 10, und jenen 


=0 gefeßt, xs=5 und y=35(=lB)). Sehtman ( A+AA) 
=5+1=6; fo wird der neue Werth (B') = 36, nämlich 
y=5-6+, b.i. (B)>(B). Daſſelbe findet man, in- 
dem mau flatt x(==5) fubflituirt 5—ı oder a. Kolglich ift 
für x=5 die Größe y=35 ein Minimum. 


 Zufag 3. Weil aber u nicht nur eine Funktion von x, 
fondern audy von mehreren veräuberlichen Größen, d.i. u = 
(X)3 u=p(x,y) u=ylx,y,2)... ſeyn kann; fo fuͤh⸗ 
ren bei diefer Unterfuchung die zu dem Taylor’fchen Lehr⸗ 
fage gehörigen, im Zuf. bed $. 149. aufgeſtellten Formeln 
ſchneller und allgemeiner zum Ziele. 


. 173. Lehrſatz. Sey u=y(x), und ed werde 
unter ber Borausfegung, daß manin ber Entwicke 
lung von U, d.i. von u+ Au oder von p(x-+k) oder 


p(x—k) den erften Differenzialcoefficienten * 


=0 ſetzt, ein beſtimmter Werth von x, aber der 
zweite Differenzialcoefficient m jener Taylor: 
then Entwidelung nicht =0, fondern deffen Werth‘ 
entweder mit + oder mit — gefunden; fo ift im 
erften Falle die Funktion u ein Maximum, im 
zweiten Kalle aber ein Minimum, 


Beweis. Da wan immer die Aendernung k des unter der 


Voraudfegung von — * = 0 gefundenen Werthes von x fo klein 


2 7 - 
nchmen Tann, daß dad Glied nn ber Zaylor’fchen For 
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mel größer if, ale bie Summe aller folgenden licher ber 
Reihe; fo it im erften Kalle ber neue, oder jener Beränbes 
rung des x entfprechende Werth von u, nämlich 


k? d’u 
U oder ur Au = u 7: <a 
k? du 
und Uosru—_ Au=mu— . a3 <u 


indem fowohl für + als für — k das britte Glied ber ent 
widelten Reihe das Zeichen +, daher in unferem erften Kalle 
fowohl für u+ Au als für u— Au bag Zeichen — erhält. 


Es ift alfo der neue Werth von u, immer fleiner ale u, 
d. i. als der Werth, den man unter ber Vorausſetzung des um 
geänderten Werthed von x für u gefunden hat. Solglid; if 


nad) $. 172. Zuf. 5. die Funktion u für den Fall, baf -— — T mit — 
gefunden wird, ein Maximum. 


Im zweiten Kalle ik 


k? du 
Hast mt >u 
u 
oe udu—Au=u+l. * —+...>u; 


alfo nun der neue e Wert von u immer > u, folglich int zwei⸗ 
ten Zalle, wo — mit 4 gefunden wird, bie Funktion u ein 
Minimum ($. 172. Zuf. 3.). 

Zuſatz 1. Wenn im ſeltnern Falle ſelbſt * u indem man 
in demfelben ben für = = 0 gefundenen Werth von x ſetzt, 
gleich 0 wird, dann aber das auch noch entwickelte — einen 


beſtimmten Werth erhaͤlt; ſo erhellt eben ſo, daß 


ke d’u 

dann urAu=ur,;- gs > u 
k d>u 

aber u — Au=u— 35 I <a 


daher die Funktion u weber ein Maximum noch Minimum für 
den gefundenen Werth von x, vielmehr im befändigen Wachen 
begriffen ſey ($. 172. Zuf. 2.). Ä 


⸗ 


— as — 


Zuſatz 2. Finde man mit Hilfe bee für © 1 =D ent 
widelten Werthes von x „den dritten Differenzialquotienten —— au 


dx 3 
ſelbſt = 0, aber der für benfelben Werth von x entwidelte 
vierte Differenzialquotient - — (ide = 0) gäbe entweber 


* 
einen + oder — Werth, fo wäre bie Funktion u für jenen 


Werth von x im erfien Kalle ein Minimum, im zweiten 
ein Maximum, was auf ähnliche Weiſe, wie oben, leich 
erhellt. U. ſ. w. 

Es gilt demnach die allgemeine Regel: 

„Denn in bem erſen, nicht verſchwindenden ur beffen 
Werth mittel des für * = 0 gefundenen Werthes von x bes 


ftimmt ift, der Erponent m gerabe ift; fo gibt es für u ein 
Marimum oder Minimum, und zwar jenes, wenn der Werth 


von wit —, und biefes, wenn ber vorige Werth mit + 

gefunden wird. — Iſt aber in dem erfien, nicht verfchwindens 
m 

den Er ber Erponent m ungerade; fo findet weder ein 

Marimum noch Minimum ſtatt.“ 


Zufag 3. Diefe, hinfichtlich des einfachſten Falles, wo 
 u=0P(x) if, gültige Regel dient als Grundlage der Unter 
fuhung, ob die Funktion u mehrerer veränderlichen Größen, 
wenn z. B. u — F (x, y) il, für gewiſſe Werthe von x und 
yein Maximum oder Minimum ſey. 

Wenn nämlich lediglich in Beziehung auf die Veraͤnderlich⸗ 
keit von x die Zunftion E (x, y) ein Marimum für x f(y), 
und ia Beziehung auf die Veränderlichfeit von x biefelbe Funk⸗ 
tion ein Marimum für y= 9 (x) if; fo ift auh F(x.y) 
ein Marimum in Beziehung fowohl auf die Beränderlichfeit 
von x, als auf die von y, und zwar firx = f(yaw)) = C) 
und für y=9(Fiy)) = x(y), aus weldyen Gleichungen z. B. 
x=A und y=B erhalten werden möge. U.f. w. 


6. 174. Erörterung durch einige Beifpiele. 


Beifpiel 1. In der Peripherie eines Kreifes, 
dbeffen Halbmeffer=r, einen gegebenen Winkel « 


Fun a6 — 


fo einzutragen, daß bie Dumme u feiner Schenkel, 
als Schnen bed Kreifed, ein Marimum ober Wi 
nimum wirb. 


In Fig. LAU. ſtelle BAD ben Winkel a vor, welcher vos 
dem Durchmeſſer AE in zwei Theile x und «— x (= DAE) 
getheilt wird. Faͤllt man aus C die Seunkrechte Cp; fo if 
mad $. 26. 1.) Ap= $ AB (Geom. $.84. II.) = AC. cos x 
(für den Haldmefier = =1)=r.cosx, bader 2Ap= AB= 
ar. cosx. Eben fo ift die andere Sehne AD= = 2r. cos (x@—x). 
Daher iſt 

u(=g9()) = AB-AD= 27 (dos x--cos (<—x)), 
was benn ein Maximum oder Minimum werben fol. 


Diefe Gleichung differenzürt, if, weil nad $. 138. (2.) 
d.cos x =—dx. sin x undd.cos(«—x) =—d.(«-x).sin(“—x) 
= + dx. sin («—x), 

(M)...du = 2r.dx [— sinx + sin(»—x)], oder- 
I = 2rf—sinx+sin («—x)] = 9 (x) (vergl. 
bie Schlußbemerf. $. 170. unter 7.). 

Set man 9 (x) = 0, fo entwidelt man sin («—x) = 
sinx, daher a— xx oder x— 4a. Um nun zu erfahren, 
ob diefer Werth für x ein Warimum oder Minimum gebe, Dif 
ferenziire man auch (M). Weil (nach 6. 138. (1)) allgemein 
. &sinx=dx.cos x ift, fo hat mand.(—sinx)=—dx.cosx,und 


(N)... d’u = 2r.dx.dx [mcosx—cos(«—x)], daher 
d’u 
jr > 2r [—cos x—cos(@—x)] = g’(x), 
odberg’(z) = 9"(4a) = —?r.cosfa—2r.cosja= —Ar.cosfa, 
d. i. den Werth des zweiten Differenzialcoeffizienten mit —; 
folglich ift die Summe u der Sehnen AB, AD für den Werth 
von x = 1a ein Marimum, und die Groͤße dicfed Marimums 
it = Ar.cosa, Der W. x muß alfo fo als Peripheriewinkel 
angetragen werden, daß er von dem durch feinen Scheitel ges 

zogenen Durchmeſſer halbirt wird. 

Beifpiel2. Die kleinſte Oberfläche u eines ges 
raden, oben offnen Eylinders von gegebenem In 
Halte = a’ zu finden. 
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Bezeichnet man des Gylinders Höhe mit y uud den Halb⸗ 
meſſer feiner Grundfläche mit x; fo ift der Jnhalt a! = y.x’r 
and die Mantelflähe = y.2xr (Beom. $. 177. Zuf: 1. u 


$. 109. Zuf. 3.3. Aus jener erſten Gleichung iſt 7* iz 
daher durch Subftit. die Mantelflaͤche = =, folglich, dien 
Die Grundfläche = x?r genommen, bie ganze Oberfläche bes 
oben offnen Eyfinderd oder u = p (x) = — =+ x, alfo 

CP)... du=d. 28 — _ —⏑—⏑—⏑——— dx. 


— —c65. 135.136.), 
du ir . 2a® 
or = ee 27x a. 


Hierauf. iſt, fuͤr x) =0,rı = 2, und x = 7 folglich 


=—, = = hi y anf = x. 
7 


Um nun zu ſehen, ob fuͤr dieſen Werth vonx= a ‚ für 


’ “ 
welchen denn auch die Höhe y diefelbe Länge hat, bie Oberfläche 
u des Eylinders „wirklich ein Minimum fey, bifferenzüire man 
P oder 2x — * oder 27x — 2a xt, Man findet = = 
Q'(x) = Zr + gas = 2r +3 — ; bemmach durch Subftitution 


bed für x? oben gefundenen erihee — hat man den + Werth 


von g'(x) = 27 +00. = = 2r+4r = +6r; alfo bie Ober 


fläche u unter der vorigen Vorausſetzung ein Minimum. 


Es dat daher ein cylindrifches Getreidmaß bie kleinſte Ober» 
fläche, fordert fohin das wenigſte Material, 3.8. an Kupfer, 
wenn cd, wie ſchon Käftner vorfchlug, noch einmal fo breit, 
als hoch gefertigt wird. 


Iſt der Eylinder ‚oben nicht offen; fo ift feine ganze Obers 
flaͤche = 2. “tz 2a ’ demnach Cflatt = oben nun 2= -fubflis 


wirt) Ix=——, , und y= * wird nun durch Sudſtit. 
V 2r x# 


— 


2.— = 2x gefunden. 
— Ir 


Auch Hievon kaun man mit Käſtner Gebrauch machen, 
wenn man für gemuͤnztes Geld die kleinſte Oberfläche beſtimmen 
wollte, damit es fid fo am wenigften abreibe. Allein eine Münze 
von gleicher Höhe und Breite entfpricht nicht der Bequemlichkeit. 


Beifpiel s. Eine Erdße a in zwei Theile fo zu 
theilen, baß dad Produkt der mtr Potenz des einen 
Theiles ‚in die nf Potenz bed andern Theiles ein 
Marimum ober größer fey, als alle aͤhnlichen Dro 
bufte, die man machen Fönnte, 

Sey x ber eine, daher a—x der andere umb x” (a—x)' 
= u (ald größtem Produfte). Nach SS. 154. 135. hat man 
(Q)...du = mx" (a—x)”. dx— nx”" (a—x)”"".dx, 

der da — mx®=-1(a— x)" _ nx® (a—x)2—1 

oder ix "——Ta-x)x x(a—x) 
_ mım-ı, (a—x)2- _ nxuo—ı (a—x)—ı1 
Ta 3 ax 
folglich wird für = = 0 durch Reduktion 
(am—mx)x * .(a -x nx.x” (a-1)"" = 
oder (am—(m+n)x). x” (ax) = 0. 

Dividirt man num auf beiden Seiten mit dem Probufte je 
zweier Faltoren, ‘oder, was baffelbe if, fegt man jeden der 3 
Fattoren nad und nach = 0; fo erhält man 

1) aus am —(m+n)x = 0 den Werth x= rt 

2) au x" = 0 den Werth x = 0, und 
3) aud (ax) o den Werth a—x=0, oder x=a, 


Um gu unterfuchen, ob u für den erſten Werth von x = 


IE ein Warimum oder Minimum fey, ift ber Werth von Es 

oder d. > = d. (am—(m+n)x).x”".(a—x)”" zu beſtimmen. 

Das Differenil bed lebten Ausdrudes, dx ber Kürze wegen 

weggelaſſen, iſt 

— (m+n).x”", (A - "+ (m—1) (am —(m+n)x)x”* 
(ax) — (n—1) (am— (m-Fn)x). x?’ (a—x)” *; 





— ab9 — 
folglich, hierin * ſtatt x ſubſtituirt, wird 


—X (mn-+n). am, mm! mm-—-!i an-ı, nu 





dx? (mtnp= "(mtn)m 
Cindem die awei andern Glieder wegen am—mtn)x = 
1,n-1, am!n—e 
am— (m+n) in = 0 verfhwinden) = — —* 


Weil ſohin der Werth des zweiten Differenzialcoeffizienten 
mit — gefunden wird; fo iſt u für jenen erſten Werth von x 
allgemein ein Marimum. 

Wenn daher m=n=1 iſt, fo wird in diefem fpegiellen 
Falle das Probuft oder Rechteck u aus den 2 Theilen x und 


a—x für x ka ein größte = 4 (.— 2) =4e, Li. 


gleich dem Quadrate des halben Ganzen (vergl. all | 
gem. Srdgent. S. 83. Zuf. 6.3.9) 


B. 


Anwendung auf die höheren Gleichungen. 


5. 175. Die differenziirte Gleichung bietet nicht 
felten hinfichtlich der aufaufindenden WBurgelgrenzen 
ſolche Mertmale dar, bie in der vorgegebenen Gleis 
hung mangeln. (Bergl. $. 61.). 


Sey x? + 111x? + 6x? + 1995x + 35878 = 0 =y. 
Werthe von x; —2 —1; 05 +1, +2 

. Y3 + 31044, +5378, +35873, 437989, + 40792 
Dife, erfte .. . +273%, +#2097, +2111, + 2803 








. zweite. . .. — 60, +14, + 692 
. dritte. „. ..» . + 664, + 078 
. dBiertte. . 2 > 2.00 +24 (Konflant=4,3.2.1.), 


Die Finaldifferenzen fajließen jede + Wurzel aus. Allein 
die Suitialdifferenzen offenbaren zwei — Wurzeln. Denn die 


*) Miele Beifpiele enchält die Schrift „Hebungsaufgaben zur 
Lehre vom Größten und Kleinſten, von Dr. Lehmus.“ 
(Berlin, 1823 bei Reimer). 
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zweite — Differenz (630) vermehrt, von 2737 abgezogen, dieſe 
erfte Differenz, und eben biefe, von 51043 abgezogen, vermin 
dert dieſes Refultat, führt daher bald dahin, ein Refultat x 
negativ zu machen. Allein bie vierte Differenz muß über fım 
oder fang die Zeichen aller audern ändern, und dad Refultat 
y wieder + machen. Ueber — 2 hinaus müffen alſo 2— Wur 
zein liegen. Wirklich find Diefe — 6,1095 und — 111,0813 fehr 
nahe. Die 2 andern Wurzeln Tiegen entweder zwiſchen Benfel 
ben Grenzen, oder find imagindr. Zum Behnfe diefer Unter⸗ 
ſachung bient die differenziirte Be 


-Ax® 4 355x? 12 4 1995 = = =0=y5 | 
oder v nt > = y 6 


dieſe Briten nochmals biferengitt, bat man 


—— LI . . 22 22 2 = O0. 


woraus x = — — + 3 12505, ald die 2 übrigen Wurzeln 


gefunden werden, welche demnach außerhalb jener Grenzen 
. Degen. 

‚ Man Tann daſſelbe Refultat allgemein auch fo finden: 
Subftituirt man in (ß) ftatt x die Werthe — 6, — 7; fo ſindet 
man y" = —296 und y" =— 3384, welche zwei — Werthe aus 
zeigen, daß eine gerade Anzahl Wurzeln, nicht aber 5 Wur⸗ 
zeln zwifchen — 6 und — 7 liegen können. Setzt man eben fo 
x=— 11 und = — 112; fo findet man y" = + 61614 umd 
y’=+6329; b. i. daſſelbe Refultat, wie vorher. Hiedurch 
erfennt man denn, daß die 2 andern Wurzeln der norgegebes 
nen Gleichung imaginär feyen. - 

Zufag. Wenn man inbeffen nicht die Grenzen fetöft, fon, 
dern die Befchaffenheit der Wurzeln einer Gleichung zu fennen 
verlangt; fo reicht fchon eine einzige Differenziation hin. So 
erhielten wir vorhin durch dieſe bie Gleichung (a). Man 
fuhde nun  - . 
für die Werthbevonx; —2, —1,: 0, +1 

die Refultate y; P8123, +577%, 498%, + 5852 
und Differ. erfte —2504 , —794 , +84. 


- 


— 461 — | 
- Die großen Werthe für y, nämlich 45772, -+ ag und 
Die fo Beine Differenz —79E zeigen beutlich, Daß ‚man zwiſchen 
Diefen Werthen kein — Refultat y finden koͤnne, folglich, da 
man doch zwifchen —1 und 0 dad Dafeyn ber Wurzeln aus 
Der Abnahme und dann der Wiederzunahme ber Werthe von y 
erfennt, zwei Wurzeln imaginär ſeyn muͤſſen. \ 


8. 176. Durch Differenziation der vorgegebes 


nen Gleichung Taffen fih die gleichen irratio- 
nalen Wurzeln entdeden. 


Sey die: (von Ruffini in feinem von der italien. Geſellſch. 
d. Wiſſenſch. gefrönten Memoire behandelte) Gleichung: 
CA)... x 168° 852 — 1x? — 57x? + 16x = 0. 


Werthe von z; —s, —2, —ı, 0,+4 +2, +3 
: » von y5 414553, +2662, 4-17, 4-54, 49, —162, —243 


‚ Differ. erfle... —11891, — 255, —56, —b, Al —8 


⸗2 zweite...._+9546, 2482, +58, —206, 4130 
⸗⸗ dritte....... — 6664, — 2024, —264, 36 \ 
⸗ 2 vierte...... .... 44440, 42160, +600 
= fünfte .o..2... nen 2280, —1560 
ss fehöte........ ....... 4220 (tonfant =6. 
. - 5.4.3.2. 1.). 
Die Refultste y= +9, = — 162 laffen eine ungerade 


[2 


Wurzelanzahl- zwifchen den Grenzen +1, +2 erfennen. Das 
Alterniren der Zeichen bei den Juitialdifferenzen ‘zeigt, daß 
über —3 hinaus Feine Wurzel vorwärtd zu fuchen ſey Das 
gegen zeigen die Finaldifferenzen leicht, daß die Summe bet 
+ Differenzen die Summe der — Differenzen bald überfieigen 
werde. In der That bat man für x = +4 dad NRefultat 
y=—- 08. und für <— +5 it y=+9; demnach muß aber» 
mald eine ungerade Wurzelzahl zwifhen den Grenzen +4, 175 
liegen. Weil nun für x — +6 dad Nefultat y=r54 UWE 
fehr wenig fih von jenem y-=-+9 entfernt; fo kaun man vers 
muthen, daß zwifchen Diefen Grenzen +5, 4-6 eime gerade 
Burzelanzahl zu finden fep. 


= (R — 

Eben fd zeigen Pie Fehr gleichen Werke vun y—-- 54, 
+39, Daß etwa zwifchen den Grenzen 0, +ı abermals eine 
foiche Anzahl von Wurzeln zu treffen ſeyn möge. Setzt man 
daher ze Prüfung des Letztern x -+0,5; fo findet Man 
yz 34 Weil ſich ſohin die Werthe von y zwiſchen 
deu Werthen von —1 und -+0,5 der Nulle nähern und Danz 
von bdiefer ſich wieder weiter entfernen; fo wird eine gerade 
Wurgelgahl gwifshen den Grerzen — 1, +0,5 vorhauben feyu. 
Macht man in Beziehung auf jene erſte Bermuthung x== + 5,5; 
fo findet man y=-+ 0,405125, was benn auf gleiche Weiſe, 
wie vorhin, das Dafeyn einer geraden Anzahl der Wurzeln 
unferer Bleichung zwiſchen ben Grerzen +5, +6 fund gibt. 

Es find alfo die Brenn: —1, +0,55 41 und +2; 
+4 und +5; +5 und +6, zwifchen welchen die 6 Wurzeln 
der gegebenen Gleichung zu fuchen And, ſchnell aufgefunden. 

Um nun bie 2 erften Wurzeln zwifchen den Grenzen — 1, 
+0,5 zu fuchen, fege man x = — 0,5; man findet y— 
+ 0,578... , d. 1. einen der Nulle fo naben Werth, daß von 
ihr eine Wurzel der Gleichung nicht fehr entfernt liegen Eaum. 
Sept man daher x5 — 0,4 und au x—=—0,65 fo ergibt 
ſich für den erfien Werth y=+6,0399... und für ben zweis 
ten y=+1,2908...;5 da dieſer Werth weit näher an oO, als 
ber erftere liegt, fo werben die gefuchten Wurzeln zwifchen den 
Grenzen —0,5 und —0,6 liegen, und zwar wegen dieſer fehr 
engen Grenzen gleich ſeyn. 

Damit hierüber alle Ungewißheit verfchwinde, bifferenziire 
man die vorgegebene Bleichung (A); man findet, indem man 

denn durch 2dx dividirt, 
CB) ... 3x5 — 40x° + 170x° — 216x? — 57x +65 =0. 

Wenn nun CA) und (B) einige Wurzeln gemein haben; 
fo muß man eine finden entweder mit Huͤlfe des größten ges 
meinfchaftlichen Divifors, oder, was bequemer ift, durch Elimis 
nation nad) folgenden Berfahren: 

Um vorerft x® verichwinben zu machen, multiplizire man 
(A) mit 3 und (B) mit x; fo wird durch Subtraltion 
(C) ... —8x° + 85x — 216x? — 154x? + 315x + 102 = 0. 


5 — 


Um das Blied, worin x° vorkommt, wegzuſchaffen, wird 
(B) mit 8 und (C) mis 3 multiplizirt; bie Abdition der neuen 
Gleichungen gibt \. 


(D) ... — 65x! + 712x* — 2070x° + 489x + 990 = Ö. 

Man multiplizire (D) mit 8x und (C) mit 655 fo hat man 
durch Subtrattion und Divifion durch 9 
(B) .i. 19x — 280x3 + 1258x° — 1595x — 1170 = 0. 


(D) mit 19 und (E) mit 65 nitipl., daun abdirt und die 
Summe durd) 8 bividirt, wird . 


Diefe (F) mit 19x und (E) mit 584 multiplizirt, und die 
Summe beider Produfte durch 5 dividirt, mird 


(G) ... — 12545x° + 108277x? — 190125x — 136656 = 0. 
‚ Diefe (G).mit 534, (F) mit 12545 multiplizirt, hat man 
durch Subtraftion beider Produkte yon einander 
CH) ... — 5517457x? + 10587285x -+ 0052372 == 0. 
Hierand if 
(K)... +? -5x—3=0. 


Diefes CK) wird nun ein Maß von CA) feyn ; wirklich iſt 
der Quotient 


(L)... x —- 11x° 4 35x? — 12x — 18=0. 


Die Wurzeln von (K) find — und STVF, Wenn 


nun (A) gleihe Wurzeln hat, fo muß eine Wurzel von (K) 


oder von (L) zweimal Wurzel von (A) feyn. Dividirt man 


daher (L) dur (K); fo erhält man den genauen Quotienten 
(M)... 2 —- 6x +6=0. 


Alſo iſt CK) ein doppeltes Maß und die Gleichung (M) ein 
drittes Map von (A). Nun find die Wurzeln von (M) 3-+v 5, 
folgfich die fech® Wurzeln unferer Gleichung (A) 


sry 64Var 
— Ti sa; 
v. i. (A) Hat zwei doppelte gleiche und irrationaft 
Wurzeln, 


6172. Die Wurzeln, deren Grenzen belannt 
find, zu finden. 

Daß gu diefem Zwecke nebſt ber Differemiation der vorge 
gebenen Gleichung die Doppelte Regel Falſi (allgem. Gri⸗ 
Beul. S. 125.) von vorzuglichem Gebrauche fey, wollen wir au 
der Bleihung (Y) des $. 61. kurz nachweiſen. 

An dem cit. Orte wurde bemerft, daß eine Wurzel zwiſchen 
den Grenzen +1, +2 liege. Um nun diefe Wurzel zu finden, 
bividire man das dortige Reiultat y= — 49, welches bem 
Werthe von x == +1 entfpricht, durch den Unrerfchleb zwiſchen 
jenem Refultate und bem unmittelbar folgenden + 1 , nämlich 
durdy 110, und nehme an, daß die Differenz zwifchen dieſen 
Quotienten — 1% und jener Heineren Grenze + 1, nämlich 
1- - A) = 1tr el, 5, die geſuchte Wurzel fey. 
Man fubfituire daher in der vorgegebenen Gleichung (V), 
deren letztes Glied — 99 auf die andere Seite mit + gebract 
wird, ſtatt x jenen Werth 1, 45; man erhält G.B. mittelſt 

der Logarithmen fchnell) 

(1, 45)° — 901, as) + 41, 455° +66 C1, 45)? — 121, 45) 

= 10,187 =n. 

Allein diefer Werth n’ flimmt nicht mit dem wahren Wer⸗ 
the =9=n. Man made demnah dv =n—n = —1,1847, 
und differenziire (Y). Man findet: 

(5x? — 36x° + 12x? 4 132x — 12). dx = dn’, und hieraus 

_ dn’ _ — 1,1837 _ 

dx = Er 3x... = 5(1,45)°— 36(1,45)° 4 4575 I. = —0,010127... 
Diefe Correctiondzahl zu 1,45 abdirt, befommt man bie ges 
fuchte, nun bis zur 6. Decimalftelle richtige, Wurzel x = 
1, 439873- 
Um fich hievon zu überzeugen und zugleich die Wurzel noch 
näher G. 23. mit Hülfe größerer Sogarichmentafeln) zu bes 
Ä Ä ſtimmen, 








nr 
® 
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ftimmen, fubfiitwiet man den gefundenen Werth 1,459... Ratt 


x in der vorgegebenen Gleichung, und zieht von dem fo ent 


haltenen Werthe n” ben vorhin für d.n’ gefundenen ab. Difs 
ferenzürt man dann die mit bem Werthe von x = 1,1459... 
erhaltene Gleichung; fo findet man die neue Eorrection dx = 


, — 0,00000068. u. ſ. w. 


Anmerkung. Eagnoli ſchreibt ſich die Erfindung dieſer 
leicht und ſchnell zum Ziele führenden Methode zu, und benuͤtzt 
Diefelbe auch zur Auflöfung trigonometrifcher und felbft trans 
fcendenter Bleichungen. (Vgl. defien „‚Traitö de 'Trigonom.). 


C. 
Anwendung auf die Eurven. 


‚ 


a. Allgemeine Ausdrüde der Tangente, Normale, ... und 
bes Krüummungshalbmeffers. 


$. 178. Berührung der erflen, zweiten,... Ordnung. 


Sey p(x,y)=0 die Gleichung einer Curve zwifchen den 
Coordinaten x, y und beffimmten SKonftanten; eben fo 
f(x',y') = 0 bie Gleichung zwifchen x’, y’ und folder Kon 
flanten, die erft beftimmt werben follen; ferner follen beide 


Coordinatenſyſteme biefelben Axen und benfelben Anfangepuntt 
haben. 


Schneiden fih nun beide Gurven; fo gehören zu dem ges 
meinfchaftlichen Durchfchnittöpuntte die Koordinaten x —x 
und y=y. Dem in x+k veränderten Werthe von x ent 
ſpricht nah Taylors J in der erſten Curve die Or⸗ 
dinate 


d d? 
y+k. Er +K *  . * +... 
und in ber gweiten Euro. eben fo die Ordinate 


, dy k? d?y’ 
y tk.7 +7 3 at 


Dr. Ein’ Behrbegriff der Höpeen Dathematit. so 
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Demnach hat man für ben naͤchſtfolgenden Punkt ber Surven, 
für welchen der geänderte Werth x +k Statt findet, Den Un 
terſchied beider Drdinaten Be y=y) 

dy _% 8 _dy 
k dx dx dx” 3) rom 

kaͤßt man ferner für jenen —— Durch ſchnitts⸗ 
punkt, für den x=x' und y=y ift, uͤberdieß die Bedingunge⸗ 
gleihung dy _ dy 

dx — dx 


gelten ; fo wird der Unterſchied ber nachſtfolgenden £ Orbinates 
beider Curven 
j J k? d’y’ d?y Si d’y\ 

a, +33 * — 

Mau nehme nun an, daß eine dritte Curve, deren Gleichung 
ft ya”, y")=0, durch den der eriten Curve gemeinjchaft 
Iihen Durchſchnittspunkt gehen folle, daß folglidı, wie oben, 
wieder x=x' und y==y”, demmach audy ber linterfchied ber 
nächften Orbinaten der i und dritten Eurve 

BR — k? /d?y” _@y 
D=k 1 +7 m — I: +... 

fey; fo erhellt, * man die 9* k fo klein wählen koͤme, 
daß diefe Differenz; D größer wird, ald A, folglich jene 
Annahme, vermöge welcher die dritte Eurve durch ben den beis 
den eriten Eurven gemeinfchaftlidhen Durchfchnittöpuntt gehen 
fol, nur dann gültig fey, wenn wieder bie en 








dy° _.4Y I _ 
wen alſo auch 7 = 


Statt hat. Man fagt daher, daß zwei Gurven eine Berührung 
der erften Ordnung, ober (was auf Ähnliche Weiſe, wie vor: 
bin dargethan, wird) der gweiten,... Ordnung haben, wenn 
für fie die Bedingungsgleichung 
2 
dy _ dy oder = d = 


dx " dx’ =. 


En —2 ⏑⏑ | — — — 


— * 


Statt hat. Eine ſolche Bedingungsgleichung dient nämlich, 
eine der Konftanten in yex’,y) = 0 fo zu beflinmen, daß bie 
genammte Berührung der Eurven Statt findet. 


$. 179. Aufgabe 1. Sey die Sleihung einer 
Curve M zwifchen ihren Eoorbinaten x, y gegeben; 
bie Sleihung einer geraden Linie L zu finden, bie 
mit M eine Berährung ber erſten Ordnung Bat. 


Aufldfung. Nach $. 88. ift bie allgemeine Gleichung ber 
geraden Linie (oder der Eurve erfter Ordnung) 


y=axXxrb und hieraus U za. 


Weil L einen Punkt mit M gemein haben foll, far welchen 
x** x und y* 7 iſt; fo gilt auch 


dy dx’ dy 
y=ax-+b und hieraus KFISw und b= y-ı7- 


Diefe Werthe der Konftanten a, b in jener erften Gleichung 
fubflituirt, hat man 


(1)... y-y=(@ 9%, 
als gefuchte Gleichung der Tangente der gegebenen Gurve M; 


x und y’ find die veraͤnderlichen Eoordinaten. (Vgl. $.92.) 


Zufaß 1. Aus (1) iſt (wie im 8. 92. (7)) die Gleichung 
für die Rormale 
Q)...y- y=-@-n2 


und in (1) y’== 0 geſetzt, wird 


die Gleichung fuͤr die Subtangente ($. 92. (9). In 6(2) 
eben fo y'= 0 gefegt, ift die Gleichung für die Subnormale 
($. 92. C10)) 


..o — X ydy. 
(4) ut Zr 


Daher denn auch Cwie am Schluſſe des $.92.) bie Normale 


so” 
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... sv(i+% 12) und die Tangente burdh 


... yv(i+3 5) ausgedruͤckt wird. 


Alle dieſe Ausbrücke ſind et bloß hinficktlich der Curven be 
zweiten Drbnung (wie oben), fondern allgemein gültig. 


Beifpiel 1. Die Gleihung y?= 2px für Die Parabel 
(8. 90. II.) differenzürt, hat man | 
dx? 3 
ydy = pdx, baher 2 = _ 
und durch Subftitution dieſes Werthes und bed Werthes 2pr 
ftatt y? im vorigen Ausdrude (8) den Ausdruck der Tangente 
der Parabel (wie im $. 96. am Schluffe) 


2,2 j u 
v(zpx + "-) = VGpx +3. 
2. Für die Ellipſe gilt nach 5.90. CB) die Gleichung 


” , 7” _ dy _ 
53755 13 woraus «my 
und durch Subfitution diefes Werthes in (1) bie Gleichung 
der Tangente 


nr rs b’ır = = bei Br ober (dur Div. mit ab 
Gr +5 a? Sp +5 *15 
wie im $. 105. ) Gefunden wird. 


Zuſatz 2. Um die Lage ber Tangenten zu beftiw 
men (methodus tangentium directa), bedient man ſich ber 
Methode, die Größe der Subtangente mittelfi des vorigen 


allgemeinen Ansdrudes I I y (unter (53) zu finden. 


So ift 3.8. die enbrangent PT für den Punkt M ber 
Darabel iFig. 34). vd dem vorhin unter 1. Geſagten 
_. ’yix 


2px 
Y- = 2x (wie oben im $. 06.). 
— vi se 
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Wenmn man alſo bie Are der Parabel um bie doppelte Abſciſſe 
verlängert; fo hat man den Punkt 'T, daher die Lage der 
Tangente MT für eben jenen Punkt M gefunden. 


Eben fo wird aus der Gleichung ($. 90. EN) für bie | 
&llipfe, nämlich ans 


„= 2px — Be, oder ay? == 2apx — px? 


der Werth für die Subtangente PT (Fig. 36.) durch 

'ydıx __ ayp_ _ xQ@a—x). 

dy "pa—x)” ax 
ansgedrädt. Allein diefer Ausdruck laͤßt nicht fo fort die Lage 
der Tangente oder den Punkt T erkennen, weßwegen man zus 
naͤchſt nur 

BE=PT-BP- FUN _ „u =, 
a—x a — x 

oder BT durch bie Proportion a—x :a=x : BT beftim- 
men, und biefe Größe BT auf der verlängerten Are auftragen . 
darf, um auf diefe Weife den Punkt 'T und fomit auch die 
Lage der Tangente TM der Ellipfe für den va M. zu bes 
ftimmen. 


Da fi die Gleihung ber Hyperbel von der für die 
Ellipſe nur burh + —2 unterſcheidet; fo findet man auch für 


einen Punkt M der Hpperbel die Lage der Tangente, indem 
man in den vorigen Ausbrüden nur + ftatt — febt. 

$. 180. Aufgabe 2. Es fey die Sleihung einer 
Eurve M zwifchen.x und y gegeben; den Kreid zu 
finden, der mit M eine Berührung der zweiten Ord⸗ 
nung hat. 


Aufldfung. Wegen der bei’m Kreife Statt findenden 
Bleichheit der Halbaren (d=b=p) geht die Gleichung ber 
Eilipfe | 
y" + x — 2 2 — 22 
bi „= ıny’-x’=p 
für den Kreid über, und verändert man den Aufaugspunkt und 
die Lage der Eoorbinaten fo, daß x’ und y’ die im $. 89. (5) 


aufgeſtellten Werthe erhalten; fo verwandelt ſich jewe Biteichuug 
bed Kreifed in diefe: ) 

(«—A)+ y-B = = ⸗ 
worin A und B die den Coordinaten x‘, y’ parallelen Goerdi- 
naten feines Mittelpunftes find. 


Weil nun der Kreis, für ben diefe Gleichung gilt, derq 
einen mit der Curve M gemeinſchaftlichen Punkt gehen fol, 
für welchen x=x und y yiſt; fo hat man auch 

(1)... —-A%®? ( - BP = pP. 


Weil ferner derſelbe Kreis eine Berührung der zweiten 


Ordnung mit M haben fol; fo erhält man vermöge $. 178. 
indem man (1) zweimal in Beziehung auf x und y bifferenztirt, 
die 2 Bleichungen 

| (2) ... (X— A)dx +(y—-B)dy= 0 und 

. (3)... dx +dy? + (y—B)d’y = 0. 

Aus (5) if, dx? -+- dy? = da? gefeßt, 
(4)... B-y= 5; ; daher aus (2) 
(5)... A—x — — — —4 


Durch Subſtitution dieſer Werthe in (1) und Reduktion fin 


det man 
(dy? 4 dx?)ds® ds® 


ds® 
"= dıy.de —diy.de ober PT Ix.dy‘ 

Der Kreis, defien Halbmeſſer 5 den eben bezeichneten Werth 
bat, heißt Krämmungsfreid Ccirculus osculator), 
wie p ſelbſt Krämmungshalbmeffer. Vgl. oben $. 129. 

Zufag 1. Kür die Parabel 5.8. it y”?=2px=ax, 
wenn man den Parameter 2p kurz durch a ausdruͤckt. Dem⸗ 
nach hat man 


ı)dy= _ = Jdx xy- 
2)dy= Aladz ‚aix3) = aa 3 


Ydımy (dx +dyr)=y [[ +2). 


— 4 — 


Diefe Werthe in den Teuten Gleichungen bed vorigen Paras 
graphes fubflitnirt, gibt die Entwidelung 


3 
‚ A=:x+t; B=-av, und ee . 
(Vergl. $. 130.). 


Legt man Cnadı 6.128. Anmerk. 1.) die allgemeine Gleis 
hung ber Linie ber zweiten Ordnung zum Grunde, nämlich 
2b?x b?x? 2 2, 

— —. oder y?’ = m - nx 
a a pe ha 
inbem man der Kürze wegen wm ud zen fegt ; ſo 
findet man eben fo 


— d= = a ma Hay; 





2* 


dy= 
dx? 
dy=— * [((m —2nx)? + 4ny?1; 


ao „= tt — 2nx?18. 





- Über nad $. 179. Zuf. 1. (a) ift die Rormale 


dx? +d de? ya 
Neywölteyi=1; 


folglich (durch Subftit.) 
4N = 4.4 Y[4lınx — nz?) + (m—2nx)?], alfo aud) 





ih 
pn — — 4 


Zuſatz 2. Sucht man den Durchſchnitt der Normale, deren 
Gleichung nach $. 179: Zuſ. 1. (i) zwiſchen ben veraͤnderlichen 
Eoordinaten 


y-yj=—-W& 5 ‚ oder (Yu yIdy a Id 0 
it, mit der nächftfofgenden Normale; fo darf man nur die ſe 
Gleichung in Beziehung auf x und y differenziiren. Man findet 
v-y)d’y—dy.dy— dx.dx==0, oder y-y)Ey— do. 


ds? . . 
Hierand ben für y’— y entwidelten Werth * in der vori⸗ 
.. y 
gen Gleichung fubftituirt, hat man 
ds’. dy 


“TR. Ry' 
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Wenn man biefe Werthe bed Durdfdmittspwuftes x’, y 
beider Normalen in dem Werthe von p? $.180., ober, weil 


bier x und y bie oben angeführte Bebeutung ber Eoorbincten 
A, B des Mittelpunftes haben, in der Gleichung 
P=y-M”? + @—x? 
ſubſtituirt; fo findet man wieder 
ds? . 
= um’ 
wie im $.180.;5 woraus denn folgt, daß der Mittelpuntt 
des Krämmungstreifes zugleich der Durhfchnitt 
punkt zweier nähften Normalen ber gegebener 
Curve fey. 


Zuſatz 5 Beſtimmt man vorerfi mittelft ber zwiſchern 
x, y gegebenen Gleihung einer Curve die Werthe von dy, 
d?y, und eliminirt dann x; fo befommt man für die Eoordis 
naten A, B bed Mittelpunftes von x unabhängige, folglich 
für jeden Punft der Eurve geltende Ausdrüde, oder mar 
findet die Gleichung der Evolute, d. i. derjenigen Curve, in 
welcher alle Mittelpunfte ber gegebenen Curve oder Evol⸗ 
vente liegen. 


Beifpiel. Yür die Parabel it y?=2px, daher vermöge 
des vorigen Zuſ. 1., weil za hier =p oder a 2p iſt, 


. 3x 
A=ıxıpmbB= = Va 
Um x zu eliminiren, hat man aus der eriten Gleichung 
A—p 
x = 





und aus der zweiten Gleichung 


_Bv2p __ 3 __(A-pıt _ (A- pi 
a * =( 3 ) 77 


, 
B’.p _(A-p’ ı 8 
oder Erw = — —⸗ daher B * (A—-p), 
oder, bei Beränberung des Anfangepunftes der Abfciffen und 
A—p= A’ gefebt, die gefuchte @leihung der Evolute 


2» __8 ‚3 
B m‘ . 
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Die Aurve, für weiche biefe Gleichung gilt, iſt ve Reit, 
fehe Parabel ($. 129.). 


Penn umgekehrt die Gleihung B = 9 (A) ber Evolute 
gegeben ift, und aus den Gleichungen (4) und (5) des $.180., 
ni 


7. — nd Boder = rar - 


die Größe B init wird; fo hat man die für die Evol⸗ 
vente gefuchte Differenzialgleichung in x,.y- 


b. Rectifilation der Eurven. 


5.181. Erklärung Unter Rectifitation wird bie 
Verwandlung einer Gurve oder eined Bogend, als Theiles 
derfelden, in eine gleiche oder eben fo lange gerade Linie 
verftanden; die Verwandlung fey genau oder nur möglichft ans 


nähernd. Ein Beifpiel bietet die und fchon befannte Recti⸗ 
ſikation der Kreislinie dar. 


$. 182. Lehrfatz. Wenn as den zu rectifizirenden 
Bogen und x, y die zugehörigen Eoordinaten be 
seichnen; fo ift allgemein 


= +Y(dx +dy, 
wo + gilt, wenn die Aenderungen des Bogens und 
der Abfciffe oder Ordinate gleihnamig find. 


Beweid. In Fig. 52. fey AY der Aft einer Eurve, an 
befien hohlen Seite die Are AX genommen ift. Ferner feyen 
für den Punkt M ded Bogen AM = s bie rechtwinfeligen 
Eoordinaten PM = y und AP=x; die enblihe Zunahme des 
Bogend s fey MN = As, demnach (indem man MD II AX 
ih) ND= Ay und PQO= Ax. Enbdlid fey für M die 
Tangente MT, und für den Bogen MN bie Sehne NMS 
bis zur verlängerten Are gezogen. 


Stellt man ſich für einen dem M unenblid, nahen Punkt m 
bie Orbinate pm Il PM gezogen vor; fo wird mr=dy und 
Mr=Pp =dx, und wegen der Ähnlichen Dreiede MPT, Mir ift 


— 1 — 
PT: PM= dx: dy, ober PT”: PM? 2= dx’: dy?; 
alſo any PT*-F PM*’:PM’= dx? +dy?: dy?, 
oder (a)... TM’: y? = dx? + dy?:dy?. | 
Eben fo iſt wegen der ähnlichen Dreiede MPS, MND 
PS: PM = Ax: Ay, und hieraus 
(8) ... SM? : y? = Ax?+ Ay?: Ay? (wie vorhia). 


Aus (a) folge TM = 2 I?) amp 


ans (8) folgt SM = Neztan, 


Denkt man fi N unendlich nahe an M genommen, fo daß 
N wit m nnd M, daher auch MS mit MT zufammenfäkt ; 
fo hat man, ba MN oder As in ds übergeht, und. 

vAxt'AyI _ v (dx? + Jdy”) 
Ar qy 
wird, u. Differenzialverhältnig 
ren rd) derd=+y (dx’} dy?), 





= 
wofür man auch fchreiben kann 


d 2 . dx? 
d=+tdylırz, ‚oder 4=tdyv(att). 


welcher Ießtern Formel man fi bedient, wenn die Integration 
der erfiern Schwierigfeiten darbietet, oder wenn fich die @leis 
chung der gegebenen Curve nicht auf die Form y=flx), 
wohl aber auf die Korm x = PCy) bringen läßt. 


Zufag. Allein man kann auch für den Fall, wo bie Coor⸗ 
Dinaten aus einem andern Punkte z. B. C einer der Lage nad 
gegebenen Linie AC gezogen werben, die Natur einer Curve 
durch eine Gleichung zwifchen der veränderlihen CM = v und 
dem von AC und CM gebildeten Winkel ACM = © beſtim- 
men wollen. In diefen Falle bat man denn, wenn das Pers 
penditel MP = 3 auf AC gefällt, und bie Abfcife CP mit u 


bezeichnet wird, wie vorhin, nud zwar wegen der ungleidy 
namigen Aenderungen de Bogend AM und der Abſciſſe CP 
cdie beim Wachen ded Bogend abnimmt) 


dAM ober ds = — v(du?-+deY). 


Im Dreiede MPC if 
MP = MC.sinMCA nnd CP = MC.cosMCA, 
d. i. z =v.sin® ud u = v.cosQ, daher 
dz = dv.suß +v.cos®.d®, und eben fo 
du = dv.cos ®— v. sin . dO ($. 138. (1) (2). 


Diefe Werthe quadrirt und gehörig reducirt, ‚hat man (wes 

gen sin ? + cos’P? = ) 10 
V . 
ds = — vl(dR + v2.d9) = — dv. ‘(+ Er). 

Anmerkung Die Punkte M, N einandeg unendlich nahe 
gebadıt, wird das Dreied DMN das charakter iſtiſche oder 
Elementars Dreied genannt, weil jeder unendlich kleine 
Theil der Eurve mit der Seite MN eines ſolchen Dreiecks, 





denmach bie ganze Eurve mit dem Perimeter des durch folhe 


Dreiede, ald feine Elemente, erzeugten Unendlichecks detrachtet 
werden kann. 


5. 188, Aufgabe ı. Einen parabolifgen Bogen 
zu vectifiziren. 
Aufidfung. Die Gleichung = Apx für bie Parabel 
bifferenzürt, findet mau 


dx? 
= ER - — ober dy? = — ", daher 


ds = v(dx+E =) = = dx —E 
Hievon iſt nach $. 152. nr. 17. das Integral 
s = v@®+3px) tip. Ix IPV—M + C. 


Rechnet man den parabalifchen Bogen vom Scheitel au, 
wodurch für x = 0 das ganze Integral verfchwindet, oder 
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4p-%4p+C=o 
wird; fo iſt die Konflante C= —4p.Atp. 


Zufag. Anch kann der rectifizirte parabelifche Bogen durch 
eine unendliche Reihe ausgebrüdt werden. Wenn man nästs 
lich in der Gleichung y? = 2px der Kürze wegen wieder a 
ftatt 2p feßt; fo findet man auf die vorige Weife, inbem man 
jept zunaͤchſt den Werth für dx? fucht, 


ds = = (+ 798. 


Über mittelſt der Binomialformel ift 
armer ZZ Tr... 


Jedes diefer Glieder mit * multiplizirt und daun integrirt, 


*8 2y® ay’ 10y? 
” y 
= to: — . 1257 > — 


6. 194. Aufgabe 2. Einen elliptifhen Bogen 
BM=s (Sig 68.) au vectifiziren. 


Aufl fung. Sey AMB der elliptifhe und AND der 
Kreißquabrant; CP die vom Mittelpunfte an genommene und 
gemeinſchaftliche Abſciſſe xc= NO) und PM =y bie für ben 
Punkt M zugehörige Ordinate. 

Dur Differenziirung der Gleichung der Ellipfe 


3 
y? = —R oder a? 2 = a?b? — b?x? 





a 2x2 
diy=— — oder dy? = .dx?, baber 


| h?x?dx? a’ _-(a?—b?)x? 
2 — 2 m — | nr 06 2 
ds? = dx? + —— = len dx 
a dxꝰ a2 - by dxa x? 


DU] 
wur (a—b’)dx m 
— ® ® 








Denn _ 


— NM — 
NO og Ä 
Setzt man — = ober cn di. den Sinus des Kreisbogens 
DN für den Halbneffer a gleich z; fo ift 
a = 223 xt az; x =az; dx = adx; dx? = atdz’; 


a _ "d? (—b)aide , 
baher ds ia am" 22, 





oder, — oe gefett, | ' 
aꝰ? - aꝰ es ', _ v (1—e!z?) 
ds = er .dz? ober de = adz va — 








Wenn man in der Entwicelung von —E die Bino⸗ 

mial⸗Eoefficienten mit A, B, O,... bezeichnet; ſo hat man 

VCEI - eꝰ2) = 1— Aotz? — Be’? — Ce — ...; 
_ dE . Aemdz Be'ztdz 

arte de = va van") 
Meil num jedes diefer Glieder nach den Formeln $. 159. 
(VD Zuſ. 2. integrirbar, und die beigufügende Konftante = 0 
if, indem für x=0 auc bad Integral = 0 feyn fol; fo gibt 


die Integration ber vorigen Gleichung dem enien ellipti⸗ 
ſchen Bogen s. 


Zuf ab. Sf biefer Bogen s der elliptifche Duabrant AMB 


ſelbſt; fo wird (= 2), da bieburch (wie börhin erinnert 
wırde) überhaupt der Sinus eined Bogens, deſſen Halbmeffer 
.AC(=CD=a)ift, bezeichnet wird, gleich De Sin. tot. = 1. 
Weil nun der Bogen, beffen Sinus = 1 ift, S 90° ober, rectiſizirt 
gedacht, = 4x, d. i. weil arc. sin — = Ir iftz fo hat man mit⸗ 
seit eben jeuer Jutegralformeln 


155 
AMB = a. ir(1—iA0 27 Bei ._ 326 0° 


1.3.57 _ 4.35.7:9 o_ ) 
050 346810 F° y' 


in welcher Kormel man nur noch für A,B,C, «-- die Zahlen 


- 11 — , 


11_ 113 5 n 5 
s 23° 22 s a; , ‚fubftitwiren darf. 





reſp. 


nm 


6. 185. Aufgabe 5._ Einen hyperboliſchen Bo 
gen a gu rectificiren. 


Auflöfung Well, die Abſciſſe wieder vom Mittelpuutte 
an gerechnet, die Gleichung der Hyperbel | 
a’y? = b?x?— ab? ($.090. II. 9) | 
fih von der für bie Ellipſe wur durch die, entgegengefebten 
Zeichen der beiden legten lieber unterfcheidet; fo darf man 
sur im Quadrate ded Differenziald des elliptifchen Bogens 
($. 184.) die Zeichen ändern, um hinſichtlich ber Hyperbel ben 


Ausdruck 
(+bYx?—a® 


aan * dx? 


ds? = 





ak haben. Hierin LE L gefegt, wirb 


' —8 dxV(x - nꝰa] 
ds? = man ie, ober ds = Iran" 
Man bat wieder 


nd 
ver-ma)=x-A.TT—B —X a Een 


wo A, B, O5... bie Zahlwerthe wie im $. 104. haben, Jedes 
Glied dieſer Reihe, mit — Ra dx 35 multiplizirt gedacht, erhält, 
ale Differenzial, die Form 
\ Mdx 

xay(—a)" 


Hiemit die Formel nr. 59. im $. 159. verglichen, erheut. 
daß, weil jet 1 und La = —at iſt, 


d« 1 — voR—ar) 
O eve” Taya 


"m 


| (ma 


— 


— 19 — 
ſey, und daß wegen bed ungeraden m bie Jutagration zus 


legt auf bad Integral Ss führe. Nun ift 
1) — = v(x®—aN), wie leicht erhellt; 


aꝛ dx 


x 
2 = (M) $.158. nr. 52.); 


.2), indem nun m = 3 und flatt YEr— a?) kurz u geſetzt iſt. 


Eben fo if wieder für m = 5 vermäge (Q) und 5) 

at dx a9, 15 u, 15 . 

OF Er rem = str 7,8; 

',. atdı ı au, 15 atu, 1355 at, 1.355, m 

| an et tet 
u. f. w. 


Weil nun, vermöge der für YCx?—a?) entwidelten Reihe, 
u t,rdx _ ,„,N0x _Bnt atdx Cut ade _ 
u zu un u 
ift; fo findet man mittelft der vorigen einzelnen Integrale den 
hyperbolifchen Bogen durch die nuendliche Reihe ausgedrädt: 
_UN, Input Lonli rt 
=, |[1-zBn "x en tr, on 
SR CHR ENG J. 
6 Dn atom) } 
— 1 2 1.5 4 1.55 | 6 | 
| n| A +7 Br 0047 Di +]. an. 





Zängt der Bogen ⸗ im Scheitel der Hyperbel an, wex—a 
ift; fo wird in (O) das erfle Glied = 0, und auch der Winkel - 


« zur Sekante - oder zur Selante = 1 ift (nad $.7. Zuf. 3.3 
— 0, folglich auch die Konflante = 0. 


C Quadratur. 


5. 106. Erflärung Quadratur (CTetragonismus, 
auch Eomplanatio im weiteren Sinne) iſt bie Verwandlung 





— 0 — 


einer ebexen krummlinigen Figur in eine gleiche gerablimige 
Figur überhaupt, ind Befondere in ein gleihes Quadrat. 


$. 187. Lehrſatz. Wenn in Fig. 51. AP, PM redet 
winklige Soorbinaten x,y für den Punf? M irgend 
einer Surve GK find, und Z den Flädhenraum BCMP 
zwiſchen CB,PM, einem Theile BP der Are AX und 
einem Bogen CM ber Curve bezeichnet; fo iſt all⸗ 


gemein Z = [.ydx + C. 


Beweis. Waͤchst die Abfeiffe AP um ben endlichen heil 
PQ, und äbertrifft daher bie zu PO oder x<+Ax gehörige 
Drdinate QN die Ordinate PM (=y) um den Theil uUN—= Ay, 
fo daß QN=Pm = y+Ay iſt; fo wädhst auch die Fläche 
BCMP (=Z) um den endlichen Theil PMNO = PQnM +-nMN 
= DZ. 

Nur iſt das Rechteck PQuM = PM.PQ = yAx, umb bad 
Rechteck mQ = Pm.PQ=(y+AYAxz folglich if offenbar 
AZ>yAx, aber AL <(y+dy). Ax, oder = >ymb 
n <(y+Ay). Mein bie Zunahme PO Tann fo Hein, 
ober der Punkt Q fo nahe an P genommen werben, daß biefe 
Punlte, daher auch N und M, ober bie Grenzen y und y-4-Ay, 


zwiſchen welchen die Groͤße des Differenzquotienten liegt, 
als zuſammenfallend betrachtet werben koͤnnen. In biefem Kalle 
wird denn der Differenzialguotient = y, woraus 
dZ = ydx umd bad Integral Z= f.ydx-+C erhalten wird. 


Zuſatz 1. Für ungleidhnamige Wenderungen von x und Z 
Cwenn 3.8. x zus, Z aber abnimmt) güt da =— ydx. 


Zufag 2. Für nicht fenkrechte Coordinaten, die den Wins 
tel & bilden, it Z=/. ydx.sin«, weil das dann fchiefwint, 
lige Parallelogramm POnM burd; PQ.h, die Höhe h aber 
durch PM. sin & oder y e sin & ausgedruͤckt wird. 

Zuſat 


win: Be —⏑ —— 


ve WEL, 
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Zufah 5. Wie bei gegebener Curve der Klächenraum BMCP 
zwifchen den Ordinaten BC, PM ein beftimmter if, wenn man 
den Abfciffen AB, AP beflimmte Werthe beilegt; eben fo nennt 
man die durch [. ydx ausgedrückte Quabratur eine beftiimmte, 
wenn bie Werthe der Eoorbinaten x, y, bei welchen die Fläche 
anfängt und endet, beftimmt find; ſonſt druͤckt . ydx eine 
un beſtimmte Quadratur aus. 


51388. Aufgabe 1. Sey AY (Fig. 52) ber Aſt 
einer Parabel, für welche y? = px oder y= yYpx 
(wo p den ganzen Parameter bezeichne) gilt; die 
parabolifhe Flädhe zwifhen AP=x, PM =y und 
bem Bogen AM zu quadriren. 


Auflöfung. APM= [.ydx = [.V px.dx - fphıxk.de 
= 3pixi—ix ypx— xy = $AP.Pm = 3PR-L-C, 

Da bier die Abfeiffen vom Scheitel A der Parabel an ger 
rechnet find; fo verfchwindet für x = 0 fomohl bie Ordinate y, 
als auch jened Integral oder die Flähe APM; d.i. man hat 
o+C=0. Es hat aber die Konftante immer benfelben Werth, 
folglich fat fie auch für jeden andern Fall weg und APM ift 
= axy.. - 

Es verhält ſich demnach das Rechteck PR (= xy) unter - 
den Goordinaten zu APM = 1: % oder = 3:2, und eben biefes _ 
parabolifche Zrilineum zu bem gerablinigen AMP (= %y), 
wie 2:4 oder wie 4:5. 


Zufag 1. Um die parabolifche Fläche PMNQ zu quadris 
ren, fee man in der Entfernung AP = a vom Scheitel den 
Anfangspunft der Abfciffen, dvemnad PQ = x und QN=y. 
Unter dieſer Vorausſetzung iſt y?= (a+x)p oder y=(ap+-px)!. 


Der Kürze wegen ap -+ px = u gefekt, ift dx= 1 Au, Daher 
Z=f.ydı=f. ui. du = ers = uva; 
folglich" durch Subfitutio® ' | 
PMNQ = (sp+px) VGpHpY)= Hat) Vpletz)+C. 
Dr. Eon's Lenrbegriff der höhern Mathematik. 31 
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Weil aber auch in diefem Falle für <= 0 bad Tategral 
verfchwindet; fo muß die Konftante fo genommen werben, daß 
%(a-Fxyp(a+x)+C = 0 
fey, wenn x — 0 gefeßt wird. Hieburch erhält man, 
gayap+C=0 oder C=—%ayap, 
alſo das volftändige. Integral oder die Fläche 
PMNQ =#(a+x)Yp(a+x)—#ayap. 
Ju der That ift diefed eben fo viel, ald man Hätte ben 
paraboliſchen Raum AQN quadrirt und von demfelben Die Flaͤche 
APM (= $AP.PM = 4a Vap) abgezogen. 


Zufag 2. Stellt AX irgend einen Durchmefler der Par 
bei, PM die halbe, der für den Punkt A gezogenen Tangente 
parallele, Sehne, d.i. die Orbinate = yund AP = die Abſciſſe 
= x bed Durchmeflerd vor; bezeichnet ferner = den von PM 
mit PA gebildeten Winkel; fo ift die Fläche APM = xy. ainz 
($. 187. Zuf. 2.). 


Zufag 5. Wenn F der Brennpunkt ber Parabel, EM =r 
der Radius vector für den Punkt M und @ = AFM if; fe 
iR die Fläche 

AMF = APM—FMP = $xy—14FP.PM. 

Aber FP= AP-AF = x—$p G. 99. Zuſ. 2.5 alſo 

Die Fläche 
(1)... AMF = &xy—i(x—Ip)y- 

Um eben diefer Flaͤche Werth in r, p und Q audsnbehden, 
entwickelt man im Dreiede MPF die Ordinate PU=FM. sin MFP, 
'd&i.y=rsin®; eben foFP=r.cooMFP=— r.cos , 
daher x = AP= AF+FP=4p—r.cosQ. Diefe Werthe in 
(ı) fubftituirt, erhält man durch gehörige Reduktion 
(2)... AMF = $(p—r.cos®)r.sin P. 


Um endlich diefen Werth bloß in p und @ zu befommmen, 


fubftituirt han flatt r deſſen Werth (6. ” oder , 





—— 
cqy 10 
(wo nun p = dem ganzen Parameter) = 


($. 22 
2 — 
nr. 151.). Man erhält dann flatt (2) 204 9) 
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Br 1 pcos® \_p.sn®_ 
(9)... AMF= ;(P- ——— +cos®) 
(pe psin® „2rc0s9 _sin® 
*3 2014 2(1-+dos®) 2( +cos®) Zap" *1+cos® "1+c0s®' 


Zur Bereinfachung dieſes Ausdrudes dient: 


2-rcos®__ co ꝰ 

its 10973 (1—tang49?) ($.22.nr.156.3)) 
=46-+rtang 3’), und - an 38 = tang 30 (ebend.). 
Alſo ftatt (5) | 


(4) ..„AMF = 2, p? (144 tang 39°). tang 49 

= p (tang I0 + Hiang +). 

Bilden demnach in zwei verfchiebenen Parabeln die Radien⸗ 
veltoren FM gleihhe Winkel ꝙ mit den Axen; fo verhalten 
fih jene Flächen AMF, wie die Quadrate der Radien⸗ 
veltoren, (welhen Sat der Aftronom bei Bellimmung ber 
parabolifchen Bahn eines Kometen benüßt). 


S. 190. Aufgabe 2. Eine etiptifie Flaͤche 
2 APME (dig. 42.) zn quabriren. 
auf loͤſung. Bermöge der Gleichung für Pie Ellipfe 
yz-—  V@-2), wo y-,M und = AP, if | 
" APME — ſ. ydx = > [.dx vea?— x) = 
> [x V(aꝛ - x) + a. arc. sin : |. 148. nr. 46.), 


und zwar ohne Konfante,. weil für x= o auch dieſer ganze 
Audornd = O0 wird. 

Zufag 1. Fuͤr x S ABa if ber elliptifhe Du 
brant _ ABB == $ab.arc. sini 4abr 
alfo bie ganze Ellipfe = abr. 

Zufag 2. In jenen Ausdräden a — ab geſetzt, erhellen 
die entfprechenden Quadraturen hinfichtlich des Kreifed; Diefer 
iR z. B., feinen Halbmefler == a geſetzt, — atr, d. i. die Ellipſe 


(= abz) iſt ſo groß, als ein Kreis, deſſen Halbmeſſer a die 
51 


x 


mittlere ftetige . Sroportiowale wiſchen den Halbaren ber € 
lipſe iſt. 

. 190. Aufgabe 3. Eine hyperboliſche Flaͤche 
2 = Bnp Gig. 47.) zu quadriren. 


Auflöfung. In ber cit. Figur it AB=a, AL=-BE-=-b, 
die vom Scheitel. B an genommene Abfciffe (für den Puuft m) 
Bp = x und die zugehörige Ordinate np = y. Demnady if 
vermöge $. 00.9) Y) 


Bnp u ydx = 2 [dx V@ax+ x? 


= — —X vOax+-x?)— Lab f. FF rear 
nach $. 159. nr. 58., folglich nach nr. 54, ebend. 
Bnp = * (a+x) V Qax 4xty- gabat tat 


Diefe Eonftante C muß fo gewählt werben, daß für x 0 
die Kläche Z, und demnach nebft dem erften Gliede des vorigen 
Ausdruckes auch das zweite Glied verſchwinde; was gefchieht, 
wenn man C = a feßt, indem dann ‚aus diefem lebten Gliede 


für x = 0 erhalten wirb 1 = = 1 =.0. Alfo if Z ober 
Bup = > (a2) Y —— jab treten), 


oder, wenn man wieber y flatt — eV (2ax-+x?) ſebt, 


Bnp = 4(a-t+x). y-4abı —E 


Zuſatz 1. Zieht man vom Dreiecke Anp ben Raum Bnp 
ab; ſo bleibt zwiſchen AB, Bn und dem hyperboliſchen Bogen 
Bn der Sektor AnB übrig. Aber jenes Dreieck Anp = 4 Bp.pn 
= 4(a-+-x).y; folglich ift der hyperboliſche Sektor 


AnB = 4ab „bt, 


Weil ferner in der Gleichung b?’l2ax-+-x?) = .a?y? für bie 
Hyperbel der Faktor 2Zax-+- x? = ar baber and) 
b?(a+xj?—a!b? = a?y?, ober 
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b’la+x)t-a2y? =a2b, d.i. (bla+x)-tay)(bla-fx)—ay) ab? 
it, folglich in obigem Ausbrude für AnB 


b(a+x)-Fay b? (a-+-x)? — a?y? 
‚Rart mm ch ab(b(a -x5) - ay) 
geſetzt werden kann; fo hat man wegen b?Cca+x)?— a’y? = a?b? 
auch diefen Auebrud für den Seftor, nämlich 


ab 
AnB = an —ay 


Zufag 2. Weil für die gleichſeitige Hyperbel a—b iſt, fo 
ift für diefe der Ausſchnitt 


AnB=zjartttV — jatl- 


ut y_ 3 at) ——— H 
— 


indem naͤmlich die vom Mittelpuutt A an gerechnete Abſciſſe 
Ap = a+x gleich u geſetzt wird. 





wie im Zuf. 1. 
4 | Zuf.1.) 





=4ja’ı 


Zuſatz 5. Wenn mit der Afymptote Ar parallel BG 
und, nv gezogen werben; ſo iſt die afpmptotifche Fläche BGvn 
zwifchen ven Geraden BG,Gv, vu und dem hyperboliſchen Bogen 
Bn glei dem Sektor AnB. 


Denn nach g. 126. Zuf. 4. iſt das Rechteck AG. BGC unter 
den aſymptotiſchen Coordinaten = dem Rechtecke Av.vn, ober 
es iſt AG: Av = vn: BG, 

d. i. in’ den Dreieden ABG, Anv find die Seiten einander ums 
gefehrt proportional; allein auch die Winkel bei G und v find 
gleich, alfo auch jene Dreiede felbfl.?) Demnach ift audı 


5 Man Tann diefes leicht fo einfehen: In Sig ss. iſt binfichtlich 
der Drei. ABC, ADE der W. r—s; ferner ſey AB: AE=AD:AC. 
Sieht man CE; fo it nah Geom. $. 110. 

ABCA : AECA = AB: AE; eben fo 

ADEA : AECA = AD: AC, j 
woraus, dba die leuten Verhaͤltniſſe, alfo auch Die erfien gleich 
find, die &leichheit der genannten Dreiede folgt. 
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BnvA—ABG (. i. dad Quabriliseum BnvG) = BavA—Auv 
(d. i. dem Sektor AnB, der mit BnvG und BuvA den bupers 
bolifchen Bogen Bn gemein hat). 


Diefed voraudgefegt, fan man jened Quabrilineuse BGvun 
in ben afymptotifchen Eoordinaten Av = t, vo=v, ben hal 
ben conjugirten Aren a, b und der Ercentricität e (= (a?-+-bY 
nach S. 113. II.) ausdruͤcken. 

Naͤmlich in den ähnlichen Drei. BEG, nsv ift 

BG : BE = nvınsz 


aber BG = yıt * ($. 126. Zuſ. 4) = 40: BE= b, folglich 
2bv 


. b(arx) 
Eben fo it AB:BE = Ap:ps, b.t. pe = — — daher 
. et —— 2bv 
Ja 77 
oder Pet ar) ——— 
—57 
b(a+x)—ay 


d. i. BGvn = AnB = jabA Buf.ı)= abi. 


Weil ferner (nach $.126. Zuſ. 4.) 4 (a? +b2) ober jge?=t.v, 
d. i. e’ = 2t.2v, baher — = 2t if; fo hat man auch für jes 
med Quadrilineum den Ausdruck 
BGvn = zab.aZ. 


Zufag 4. Stellt man fid die Abfciffen t, t', t",... von 
AG an, deren zugehörige Ordinate BG if, in geometrifcher 
Progreffion fortfchreitendb vor; fo werben die entiprechenden 
afumptotifchen Flächen f, F, f’,... (wie BGvn) in einer arith« 
metifchen Progreifion fortgehen. 


Seyen nämlich t, t irgend gwei unmittelbar aufeinander 
folgende Abfciffen, und f, £’ die entfprechenden Flächen, daher 


f=}ab. 1 und f= =jabı%; 
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‚fo iſt ihr Unterſchied 
a=ja (a 2 — ja abat. 


Wenn daher jenen Berbäliig t:t odert:t” Konſtant iſt; 


| fo ift auch jeder Re ‚ Ar tonftant, demnach find die Unterfchiebe 


d,d',d',... jener giache ,f,f’,... einander gleich; d. i. dieſe 
aſymptotiſchen Flächen bilden eine arithmetifche Progreffion, 
während bie zugehörigen Abſciſſen t, t', t",... in einer geometris 
ſchen Progreffion fortgehen. | 


Es find alfo jene Flächen die natürlichen Logarithmen 
diefer afpmptotifchen Abfeiffen der Hyperbel (allgem. Größenl. 
8. 156.); wodurch fich denn die Benennung „byperbolifcher 
kogarithmus“ flatt „natärlicher Logar.“ erflärt. 


d. Rubatur. 


6. 191. Erflärungen. 1. Kubatur in engem Sinne 
iſt die Berwandlung eines Körpers in einen gleiben Würfel; 
. in weiterem Sinne aber die Vergleichung des Inhaltes eines 
Körpers mit dem eines andern, 3.3. einer Kugel, eined Cy⸗ 
linders, ... von beflimmter Größe. 


Auf diefelbe Weife, wie man fich 3. 3. die Kugel durch 
_ Umdrehung eines (generirenden) Halbfreifes um den firen Durchs 
mefler, als Are, entitanden vorftelt (Geom. $. 175.), fann man 
ſich mehrere runde Körper um eine fire Gerade entiprungen 
benfen (solides de revolution). Diefer Körper find wefentlich 
drei Arten: 


a) ber kegelförmige Körper oder das Konoid (Eos 
noides) in wiefern die anf die Are fenfrechten Orbinaten 
der Curve, die von der Are gefchnitten wird, beſtaͤndig zu⸗ 
nehmen: das parabolifche und hyperboliſche Konoid 
(auch Paraboloid und Hyperboloid von Andern genannt). 


b. Der cylinders oder walzenförmige Körper (Ey 
lindroides) in wiefern zwar bie Orbinaten der Curve bes 
Händig. zu s oder abnehmen, Die Curve felbft aber die Are nirs 
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gends fcdhneibet, wie wenn ſich z. B. die Hyperbel uns die zous 
jugirte oder zugeordnete Axe dreht. 


c. Der kugelartige Körper Sphaͤroides) in wiefern 
die Eurve eine in ſich zuruͤckekehrende iſt. Allgemeiner it Das 
Sphärsid (auch Ellipfoid oder Elliptoid) ber vom einer 
foihen Oberfläche begrenzte Körper, deren Durdfchuitt mit 
jeder Ebene, die durch eine von drei aufeinander fenPrechten 
Aren (Eoordinatenaren) gelegt wird, eine Ellipfe if. 


$. 192. Lehrfatz. Der Inhalt W eines Biefer 
runden Körper wird allgemein ausgebrüdt burd 


W=er./[y!dx-HC. 


Beweis. Es entiiche duch eine volle Umdrehung ver 
Gurve AM (Fig. 52.) um bie in ihrer Ebene liegende Are AX 
irgend ein runder Körper, befien Inhalt W aus ber Gleichung 
der Curve zwiſchen ihren Eoordinaten AP—= x und PM = =y 


zu beflimmen ift. 


Nimmt man bie Abſciſſe AQ—=x-+ Ax und .bie entfore 
chende Ordinate QN=y-+NAy; fo iſt der Inhalt des durch 
Umdrehung der &urve Amn entitandenen Körperd = W-+-AW; 
der von PM während der Umdrehung der Eurve befchriebene 
Kreid = y’r und der von QN befchriebene = (y+ Ay), 
zwifchen welchen Streifen dem das durch AV ausgebrüdte 
Segment bed entflandenen Körperd enthalten iſt. Diefer Abs 
fchnitt nun iſt > vy?. Ax, aber <r(y+Ay)?.Ax, went 

AW AW 
NQ>MP it; b.i. Ax > y®r, aber Ax <y+tAYr 
Demnah wird, QN unendlid nahe an PM gezogen gedacht, 
dWV 
dx 





— y%r, woraus man hat 
dW = yir.dı und W=r./[yP.dı+C. 
Zufaß 1. Es erhellt leicht, daß, gleichwie im vorigen 


Beweife = gleich ift der Kreiöfläche y?. (als der Grund 
fläche jened Segmente), berfelbe Differengialguotient im I 
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gemeinen nur eben dieſe Grundſlaäͤche — B biefer runden Röryer 
ausdräde, folglich bie Differenzialgleihung allgemein ſey 
dW = B.dx. 


Zufag 2. Stellt AX einen Kugeldurchmeſſer, AM. einen 
Bogen des generirenden Halbfreifed und MP ein Perpendilel 
auf die Are vor; fo wird das bei der Umdrehung des Halbr 
kreiſes erzeugte, dem Bogen AM entfpredhende Kugelfegment 
ſogleich gefunden, wenn man in obiger Differenzialgleichung 
ftatt y? den Werth 21x — x? (vermöge der befannten Gleichung 
des Kreifes) ſubſtituirt und dann integrirt; man erhält nämlich 

W=zrcz?—}42°) = rı?(r—}x) 


, and zwar ohne Konftante, wie immer, wenn in allen SCheilen 


des Integrale fich die Abſciſſe x findet. 


- SR der Bogen AM ber Quadraut bed erzeugenden Halb⸗ 
kreiſes, daher AP oder x nun =AC=r; fo ik ber Inhalt 
ber halben Kugel =? Cr—4r) = Ar’r; alfo der Inhalt 
der ganzen Kugel S= Hr’. Nun ift der um die Kugel ges 


fhriebene Eylinder Z = 2r’r, unb der dritte Theil befielben 


gleich einem Kegel K=gr’r, folglich ift auch Die Kugel 
32 = 2K, und es verhalten fich diefe drei, unter denſel⸗ 
ben Beftimmungen gedachte, Körper, nämlich 

K:S:Z =3%:4:2,di.=1:2:3. 
(Bergl. Geom. $. 176. Zuf. 2. und 3.) 


$. 195. Anfgabe 1. Wenn AM (Fig. 52.) der Afl 
einer Parabel, für welde y? = 2px gilt, daher der 
duch die Umdrehung diefes Altes um die Are AX 
entfprungene Körper ein parabolifhes Konoid iſt 
(5.191); den Inhalt diefes Konoids zu finden. 


Auflöfung Weit hir dW = y’r.dx ($. 192) = 
Irpx.dx wird; fo hat man durch Integration 
We rp 1x. yꝰ, 
indem man nämlich ſtatt x den Werth y2: 2p ſetzt. Auch hier 


it aus dem im vorigen Zuf. 2. angeführten Grunde die Kon⸗ 


Kante = 0. 


Zuſatz ı. Da 712x deu Inhalt des Eyliuderd 

deſſen Grundfläche der Kreis mit dem Halbmeffer PM = y=r 
und deſſen Höhe = AP = x iſt; fo verhält fih jenes Konoid 
zu dieſem Eylinder = 1:2, und zu dem Kegel mit beufelben 
Beftimmungen = 3:2. 

Zuſatz 2. Dreht ſich aber berfelbe paraboliihe At AM 
um das im Scheitel A errichtete Perpendifel AR; fo entficht 
ein Konoid wit konkaver Oberfläche, welches zur Grundfläche B 
den, von ber wit AP (= x) parallelen und gleichen Orpimate 
MR befchriebenen, „Kreis hat. Auch ift der Kegel mit derfelben 
Grundflaͤche B(= x’r) und derfelben Höhe AR(= PM = y) 
gleih zx’r.y. Kerner iſt nun bie Differenzialgleichung für 
jenes Konoid d4WV x. dy, 
weil in dieſen Falle das Perpendikel AR (= y) die Abſciſſe x 
it, oder dy an die Stelle von dx in unferer allgemeinen Fors 
mel dW = Bdx (6. 192. Zuf. 1.) tritt. 

In jener Gleichung den für x? aus y? = 2px entwidelten 
Werth y*: ap? fubftituirt, findet man 


1 
dW= m)" dy.r, und W = rn rim I rı?y, 
indem man naͤmlich ftatt y* den Werth ap?x? fubflituirt. 


Diefed Konoid verhält ſich alfo zu jenem Kegel = +: 
oder = 5:5. 


$. 194. Aufgabe 2. Den Inhalt des Konoide zu 
finden, weldes Durch die Umdrehung des Altes Ba 
(Fig. 473 einer Hyperbel, für welde die Gleichung 
.h? 
y2 * (2ax + x’) 
gilt, um Bp entfteht. 
Aufldfung. Obige allgemeine Differenzialgleichung 15.192.) 
geht nun in diefe über: he 
dW = 7 (2ax 52) dx3 
woraus Be Integr. ende wird 
Seb’x? , hX. x 


W=— wart = —, SZ Gax’+x9) = + 





—— u 7. 
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Subftituiet man in dem Ichten Gliede Matt x? deu and bee 
2 
vorſtehenden Gleichung der Hyperbel entwickelten Werth Ey ax; 
axy? = 

fo erhält man mittelft Rebuftion z denmach dem 
Inhalt des hyperbolifchen Konoids 

_ xy?  ab’x?, 

w=7 tn 3a’ 

b. i. dieſes Konoid iſt gleich dem vom generirenben Dreiede Bop 


befchriebenen geraden Kegel 4 dem vom Abſchnitte BnB ber 
fohriebenen Körper (Geom. $. 170.). 


Zufag., Um den Inhalt des bei der Umdrehung der Hy⸗ 
perbel um bie Meine Are AL, von ber Figur ApnL beſchrie⸗ 
benen Eylindroids zu finden, hat man, die OrdinatenL = Ap 
mit u und bie Abſciſſe AL = pn mit y bezeichnend, 

dW = pu?.dy. 

Ferner geht obige Bleichung der Hyperbel in biefem Falle, 
wo u —a 4x oder x = u—a ifl, durch Subftitution in biefe 
über: 





b?u? = a? (y’+ b9, woraus 0? = = 0 465. 
Man ein folglich 


dw = (yr+b9 dy und W= 0) 


ober, in ver legten Gleichung flatt y? den Wer ® — X8 
fubftituirt, We4ruy+ draiy, 


d. i. das Eylindroid gleich dem vom Dreiede Anl, befchriebenen 
Kegel + 3 bes Eylinderd, welchen das Rechte AE um AL 
bejchreibt (Geom. S. 168.). 


6. 105. Lehrfag 2. Die Bleihung für die Ober 
flähe des Sphäroids zwiſchen drei zu bemfelben 
Punkte der Dberfläde gehörigen Coordinaten ift 


2 
* 648 = 1, oder bꝛcꝛxa ꝓ4 aꝛc y?’-Fa?b?z? = a?b?c?. 


Beweis. In Fig. 56. fen A der Mittelpunkt der Coor⸗ 
dinatenaren AX, AY, AZ ($. 191. c.) eines Sphäroide, Das 


Li 


in unferee Figur mit zwei halben, aufeinanber ſenkrechten elliy 


tifhen Durchſchnitten BCE und BDE und einen eflliptifchen 
Quadranten CAD, durch je zwei jener ren, gezeichnet if. 
A ift zugleich der Mittelpunkt diefer Eipfen, deren Halbaren 
fyn AB=3,AC=b, AD= c. 


Durdy die Are BE und einem Punkte £ des elliptifchen 
Quadranten fey die halbe Ellipſe BFE gezogen, deren Ebene 
mit der Ellipſe BCE den Winfel FAC = 9 (Geom. ©. 156 
Zuf. 1.) bilde. Faͤllt man nun von irgend einem Punfte F ber 


Ellipſe BFE auf die Are AY oder AC das Loth FG, ua 


nimmt die .zu dieſer Ordinate gehörige Abfciffe AG (u) vom 
Mitteipuntte an; fo bat man für die durch AG AD gelegke 
Enipſe nadı $. 90. II.) die Gleichung 
b?y? = c?cb?— u?) ober b?c? = b?y?+ * d. i. 
AC?. AD? = AC?.FG?+ AD?.AG®. 


Aber im rechtwinfligen Dreiede FAG ift 
FG = AF.sin® und ABG=AF.cos®, daher 
(1)... b?c? = (b?. sin 9?+ 0°. cos 99) AF?, 


Fällt man ferner von einem andern beliebigen Punkte R 
der Ellipfe BFE auf die Ebene BCE das Loth RO, von Q 
dad Loth QP auf AP, und zieht RP; fo ift die Dreieddebene 


: RPOQO, in welder jene zwei Perpendikel liegen, felbft auf die 


Ebene BCE fentredt, alfo au AP auf PR, wie EA auf 
AF im elliptifchen Quadranten CED; daher find AF und 
PR parallel und ber Winkel FAC = RPQ = Li (Seom. 
$. 132.). 

Nimmt man endlich die ber Ordinate RP (= v) entipres 
dyende Abfciffe AP (= x) vom Mittelpunfte A an und ale 
Aren AB (= a) und AF; fo hat man, wie vorhin, 

AB”. AF” = AB*”.PR’+AF?. AP*, oder 
02)...®.AF? = a?.v? + AF®. x“, woraus 
a_ adv? b?c? 
AF= az = b?. sin 9%-I-c?. cos ®? (au6 (1) » > alſo 
(5) v?cb?. sin 40. cos 9°) = bhæcꝛ (aꝰ - x”). 
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Weil aber RPQ = 9, baker RO = RP ..ein Q@ und 
PQ. = RR.caQ, ee, RQ = = z und PQ = y gelebt, 
22. = v%.sinp? uud y? = v?,.cos #3 fo geht. die morige 
Gleichung (5) in biefe über : Di 


(«) b?e?x? + adcıy? F. arb?z? — a8b2c?, | 
welche denn die im Lehrfage aufgeflelte Gleichnug der Liber 


fläche bed, Sphäroide zwiſchen dem dyei zum Punkte. Regehoͤri⸗ 
gen Coordinaten it, ‚ 


Zufaß 1. Derfelbe Punkt der Oberſlache des Sphaͤroids 
gehört drei Ellipſen zu, bie durch die drei Aren dieſes Koͤr⸗ 
pers, gelegt; find: Denn wird die Ellipſe durch AY. oder 
AC = b cflatt, wie. vorhin, durch AX) gelegt ; jo Findet 
man biejelbe Gleihung, indem man nur in () a und b, 
x und y vertaufcht, nämlich: 


“ @.. . arc'y? + b?e?x? + b?a?z? = b?atc?, 
"Eben fo iſt für die durch bie Are AZ oder AD = gg 


legte Ellipfe, wenn a und x. und z vertauſcht werden, nun 
die Gleichung 


(Y ... b?a?z? + c’a?y? + c!b’r? = c*b?a?. 


Zufag 2. Ina) x= AP als konſtaut ängeneiminen, {fl 
(«) die Gleichung für den Schuitt dur MP, PN, welder 
parallel mit dem Schnitte vurch Ac, Au in dem maan⸗ 
= AP ‚geführt ift. ’ 


Ferner drüdt (=) in ber Form Wie oben in —— 
ac? + + ac = = be? (a? x”) 
die Gleichung für eine Ellipfe aus, in welcher das Quadrat 
der halben Are in der Richtung ber y, d. i. y® oder PM} = 


—— oden die halbe Are 
ac 
PM = eva = = Bv(i-H)» 
und eben fo bie Halbe Are in der Richtung der z, b. i. 
PN = Zy@-29 = ev(1-5). 
iſt. Man fann Daffelbe auch fo ausdruͤcken: 


3 . 








n 
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Jeder auf bie Are der x ſeukrechte Schnitt eines Sphäreibe, 


für welches die in unſerem Lehrſatze aufgeſtellte Gleichnug gilt, 
gibt eine Ellipſe, deren halbe, den Axen der y und = parallele, 


Hauptaren And 
bv(i-%) und ev(1-5): 
und deren Flaͤche denmach | S. 189. Zuſ 1. ik 
ber (1-5) oder Ber aa. 


$. 106. Aufgabe 3. Den Inhalt eines Spha— 
roids zu finden. 


| Aufldfung. Die Differenzialgleihung für den Inhalt 
W bes zwiichen ber ganzen Ellipfe, deren Quadrant NPM, 

md der ganzen Ellipfe, deren Quadrant CAD if, enthaltenen 
Sphaͤroidabſchnittes ift nach $. 192. Zuf. 1. 


daher vermöge 5.105. Zuf.2. auch 
dw = ber( 1 -5)& = _ dx; 


folglich durch Integrirung 

M be⸗( -5 = DE ax — ja") +C, 
wo bie Konftante C= 0 iſt, weil W und x zugleich ver 
ſchwinden. 


- Sir x AB=a iſt W = 3ahcr, folglich 
das ganze Sphaͤroid = Faber. 


Zufag. Wenn eine Eilipfe, beren große Halbare = a ſich 
um die feine Are = 2b umbherbewegt ; fo ift der Inhalt des 
entftehenden gedrudten oder abgeplatteten Sphaͤroids 
= %a’br, und der Inhalt des durch Umdrehung ber Eilipfe 
um 2a entitändenen länglichen oder oblongen Sphaͤroids 
= $ab?r. Jenes verhaͤlt ſich folglich zu dieſem, wie a: b. 


m ws» 
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e. Complanation. 


$. 197. Erflärung. Gomplanation (Ebnung) 
drüdt überhaupt das Verfahren aus, die Oberfläche eines 
durch Umdrehung einer Ebene um eine fire Gerade oder Are 
erzeugten Körpers auf eine ebene Fläche zuruͤckzubringen. So 
wird: 3.8. die Mantelfläche ded geraben oder fentrechten * 
linders und Kegels, jene auf ein ihr gleiches Rechteck, und 
Diefe auf ein ihr gleiches Dreieck; eben fo die Kugeloberfläcdhe 
auf eine vier größten Kreifen beufelben gleiche Ebene zuruͤckge⸗ 
führt Geom. SS. 169. 171. 176. mit den Zuf.). 


6.198. Lehrfag. Die Differenzialgleihung 
der Oberflädhe S eines ſolchen Körpers ($. 197.) zwis 
fhen ben-rehtwintligen Coordinaten iſt 


d9 = 2ry. ⸗ (dx? +dy?). 


Beweis. In Fig.52., wo AP=x; AQ=x+ Axj 
PM=y; QN=y-+Ay if, fey die vom Bogen AM: der 
Eurve AY beſchriebene Dberflähe =S md die vom Bogen 
MN befchriebene Flaͤche —AS.⸗ 


Bei Umdrehung des Aſtes AY um bie Are AX beſchreibt 
bie Sehne MN die Seitenfläche F eined abgefürzten geraden 
Kegeld, welcher zwifchen den von MP und NQ, als Halb⸗ 

meflern, befchriebenen Kreifen enthalten it. Nah Geom. 
8. 174. {ft 

F=(MP +NQ).MN.r 
= @y+Ay).-MN.r = 2r(y-+4Ay)MN. 
Aber MN’ = MD’ --DN?= AxX + Ay’, folglich 
F=2#Qt3AyylAr+Ay”- 


Stellt man fih nun ben Punkt N unendlich nahe an M 
genommen vor, fo daß NQ mit MP, d.i. y+ dy mity, 
und die Schne MN mit ihrem Bogen zufammenfällt; fo druͤckt 
F das Element dS der vom Bogen AM beſchriebenen Ober 
fläche S aus, oder man hat 


dS = 2uy.yv(dx?+ dy”.. 


Zufatz. IR der Bogen AM = s, folglich vermöge 5. za2. 
ds VC(dxꝰ dy); ſo hat man aud 
dS = ?ry.ds, alſo S=2r [yds. 


Man taun ferner unfere Formel auch fo ſtelen: 
dS == ry.dx v(i +75) ode dS=2ry.dyy: nt 1). | 
je nachdem man y durch x, oder x durch y ausbrüden wil 


Beifpiel. It AM ein Kreisdogen für ben Halbwmefer 
—=r; fo bat man durch Differenziirung ber für ben Krei 
gültigen Gleihung (y? = zıx — x?) ’ 
ydy = rdx — xdx, unb. hieraus = == 


und 147; = TE - =>: 
indem man nämlid — y? at at fubftitwirt. Dem 
nach ift hier 

dS = ?rr.dr und S= Aerx = r.AM”, 

well nach Geom. $.124. Zuf. 2. die Sehne AM bie mittlere 
ftetige Proportionale zwifchen dem Durchmeffer Zr und dem 
Seguente AP=x if. 

Diefe Formel S— #.AM” druͤckt aus, daß ber hiuſichtlich 
des Bogens AM zugleich mit x anfangende Abfchnitt ber 
Kugeloberfläche_ gleich ſey einem Kreife, deffen Halbmefler die 
©chne AM jenes Bogens ill. 


Wen Daher der Bogen AM ber die halbe Kugeloberfläche 
generirende Quadrant, folglich das Quadrat feiner Sehne ober 
AM’ = r+roer=2ar.r—=2r if; fo wird die halbe 
Kugeloberfläche durch Zr?r und bie ganze durch Ur’r andges 
brüdt. 


8. 199. Aufgabe 1. Die Oberfläche eines Sphaͤ⸗ 
roids zu finden. 
Aufloͤſung. Die Gleichung für die Eilipfe 
ary? = a?b? — b?x? ($.90. 2)) 





bife 
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Differenzäirt, entwidelt man 


dy___bix a'y2-Lbix 
d ay und +35 = = ay? 
b?x? 
a b? 


alfo dS= = dx V(a — (a —bYx?)= er dx /(a?Fe?z?), 


indem man nämlih ae = Y(a—bY, d. i. == ber Excentrici⸗ 
tät der Ellipfe (S. 101.) feßt. In diefer Kormel gilt das obere 
Zeichen — für a>b; d. t. für den Fall, wenn die Are ber 
Umbrehung, durd; welche das Tängliche Sphaͤroid ($.196. Zuf.) 
entfteht, zugleich die große Halbare a der Ellipfe if. Im ents 
gegengefegten Falle, wo a<b ift, gilt das untere Zeichen +. - 
Das Integral iſt alfo in dem erften Kalle 


Ss = — V(aꝰ - eꝛx), oder 


Be — Y(a’—e’x?) +n7 . TC. sin— 


vermöge $. 139. Anmert, Da für x=0 beide Glieder bieſes 
Integrals verſchwinden;, ſo iſt die Konſtante = 0. 


Nimmt man bie Abfciffe x gleich der halben Are a und 
dad Integral doppelt; fo hat man wegen Aa = a—b? für 
bie ganze Oberfläche des Iänglichen Sphaͤroids 


S = 2rb? +. arc. sine. 
Im een Falle, wo 
„= ſdx V (a? + e?x?) 
gilt, iſt nach $. 152. or. 17’. das Integral 
= m [: V@+e)+Z Aex+ ve+e33)]. 
Für x = 0 iſt dieſes Integral 
S- u Aa, ober bie Konftante C = = Aa, 
md für x = a wirb 
82 arb O Pen * X 
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Hierin kann man auch in unſerem Falle, wo a <b, folg⸗ 
lich a? + a?e? = b? ift, flatt des erflen Gliedes ſetzen ab’, im 
dem ay(1-e?) = va’ +a’e?) = yb®?=b if. 

Weil ferner ae ra ylited) = (e+yYlireN))a, daher 
der Logarithmus biefer Groͤße = Ale+ YClı+e?)) + Aa, fol» 
li das leßte Glied unſeres Integrals durch Hinzufügung der 
gefundnen Konflante = —ı (ce vCi-e)) it; fo win, 
dad zulegt angeführte Integral doppelt genommen, bie ganje 
Dberfläche des abgeplatteten Sphärcibe 


Ss = 20 FR ce +Ya+e)) 


gefunden. 

Zufag. Für a = b gibt der Endausdruck von S ſowohl 
in unferem erften, ald im zweiten Falle fogleid; den Augorud 
dar ber ganzen Kugeloberfläce, indem die Ercentricität zum 
unendlich Bein, baher sin = e und Ale + y (1 red = A(i-+e) 
= 6 gefeßt werden fann.”) 


6. 200. Aufgabe 2. Die Oberflähe eines par» 
bolifhen Konoids zu finden, das durch Umdrehung 
des parabolifchen Altes AY um bie Are AX Big. 52.) 
entftanden iſt. 

Aufldfung. Die Gleihung der Parabel (y? = 2px) 
bifferenzüirt, wird 


—— IP „IF _ TOR, 
ydy = pdx; alfo 7 y und + 2° —* am 


baher dS = 2r. * VGAGpx +p9, und 
22px- 2 
S= ur =, rGps+p) *0. | 
Da für x = 0 auch S verfchwindet, ober 5 = zapx-+ pi 
+C = 0 wird; fo entwidelt man für x = 0 


*) Vergl. „Theorie der Differenzialrehnung unb ihrer Anwendung 
zur Auflöfung der Probleme der Rectification, Complauation und 
Eubirung, unabhängig von ber Betrachtung der unendlich 
Heinen Größen 20.” von Prof. Moth. (Prag 1837, b. Kronb. 
u. Weber). 
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2 05 —2z.n8: 
Ge nrpi= sr. pʒ 
folglich ift die geſuchte Oberfläche 
S= — 5? — rap + pai— Zr. .p? 
n4 ' 
— -5. 


$. 201. Aufgabe 3. Die Oberfläge eines hyper⸗ 
bolifchen Konoids zu finden, das durch die Umdre⸗ 
hung des hyperboliſchen Aſtes AY um die Are AX 
entftanden ift. 

Aufldfung. Die Abſciſſe x vom Mittelpunfte an geredy 
net, gilt nad) $.90. 5) die Gleichung der Hpperbel: 

Ay? = b?x? — atb?, - 
welche bifferenziirt gibt 
a’tydy = b’xdx. 


Dieraus if 
2 dv? 44,2 1 bhex⸗ 
De und a = (dur Subftit. und 
4 2 
Red. ) ———— — —. indem man nän 
(ih bt = "X regt, Daher denn 
(N)...dS = ze dx Veran. 


Das Integral von x Vor .x?— at) ift nach 6. 152. ar.17’., 
weil jetzt das dortige 1 = 7 und x? = c?x? iſt, 
> Vcex? - a - ‚x + a — a). 


Da nun bei ber Opperbel, wenn bie Abfciffe x = a geſetzt 
wird, das Integral verfchwinbet, d. i. der erite Theil bed 00 


rigen Integrale, nämlich R V(oꝛx2- a) CC = 0 wird; fo 
findet man hieraus für x = a bie Konftante 


C= (ea) =-- v [a +b92°— af] 


=—- Va =— ab. 
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Der andere Theil jened Jutegrals muß für x = a eben 
falls = 0, daher, weil Aı = 0 ifl, 


Cr ı__n8 
— = 1, oder firx=a 


ca 4. Vccꝛaꝛꝰ - a 
ſeyn. — 
Fuͤgt man num jedem Jutegraltheile die gehörige Eonſtaut 
_ mb ben gaktor * bei und reduzirt; fo erhält. man die ber 
Bleihung CA) entfprechende Integralgleihung, oder bie ges 
fuchte Oberfläche des-hyperbolifchen Konoids 
.8= * x Vera) —- a°’b 


__ ra?b ‚x + 8-29) 
, c atb+c) ° 


=6,di.c„ Arte _ alb+c) 
c 6 


—— ——— —⸗— — ——— 
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